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MATEMATICAS (II)
Modelo 2008

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION
INSTRUCCIONES: El examen presenta dos opciones, A y B. El alumno debera elegir UNA Y SOLO
UNA de ellas, y resolver los cuatro ejercicios de que consta. No se permite el uso de calculadoras con
capacidad de representacion grafica.
PUNTUACION: La calificacién méxima de cada ejercicio se indica en el encabezamiento del mismo.
TIEMPO: 90 minutos

OPCION A

1. (2 puntos). Se considera la funcion f{x) = ix
e

a) (1 punto). Hallar sus asintotas y sus extremos locales.

b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexion de f(x) y dibujar la grafica de f{x).
Solucion.
a. Asintotas:

e Verticales (x = x,; X,&D[f(x)]). No tiene porque el dominio es todo R

R L

Por definicién :e* >0Vx eR

e Horizontales (yzL;Lz Lim f)xj.
X—>to0

X % 1 1 1

Lim — = Lim —=—=—=0
L= Lim f(X): x—>+0 X L'Hx—>+0 gX  ® @
X—>*o0 X — 0 — o0
Lim —=—=—=—»
X—>—00 ex e—OO 0

La funcidn tiene una asintota horizontal hacia +oo de ecuacién y = 0

e  Oblicuas (y = mx + n). Hacia +o no puede tener asintota oblicua por tener horizontal. Hacia —oo
existe la posibilidad y que comprobarlo.

X
. filx , X , 1 1 1
m= Lim Q: Lim &= Lim —= =—=0w
x—-o X x—>—0 X xo>—weX 7® 0

No tiene asintota oblicua hacia —oo
Extremos locales (maximo y minimos relativos).

Para que una funcion tenga un extremo relativo en un punto, la primera derivada de la funcion en
el punto debe ser cero y la segunda distinta de cero.

X =x, IMéaximo = f'(x,)=0 y f"(x,)<0
X =x, IMinimo < f'(x,)=0 y f"(x,)>0
f,(x):1~ex—x~ex e*(1-x) 1-x
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£(1)= 22 2o (1, lj Méximo local
e e e

Puntos de inflexiéon. Para que una funcion tenga inflexion en un punto, la segunda derivada de

b.
la funcion en el punto debe ser cero y la tercera distinta de cero.
f"'(x, ) < 0 = Convexa(u) — Concava(n)

x=xo inflexion < {(x,)=0 y f (X°)¢O:{f’”(xo)>0:>Concava(m)—>Convexa(u)

x—2

eX

f"(x):

b2 B 3o
(ex) (ex) e

-2 2
S =0:x-2=0: x=2; y:f(2):e—2

f(x)=0:

(S

2 . . .,
J la funcion presenta inflexion de Concava(m) - Convexa(u)
Grifica de la funcién. Es conveniente calcular los puntos de corte con los ejes.

En el punto (2, -

-0X (y=0): —=0: x=0.(0,0)

e
- OY (x = 0): El mismo, al eje OY solo lo puede cortar una vez.
i X
M(1, ) 2
; .P.I.':E,;]' Lim f|:x:|= 1]
o0y N
Lim f (Xj =—u
H—3—00
2. (2 puntos). Calcular:
1-5n 4 3 4
2 2n° -3 - -
@) (1 punto)  Lim| =2 b) (1 punto) Lim Yn* +2n Vnt-n
n—oo\ 1+n n—o n+5
Solucion.
2oV | Lim 2oy |1 Lim {(l—sn)[%l_lﬂ o [(I-Sn)ml_i(m)}
a. Lim =< now 1+ =" =eh7™ +n =
n—oo\ 1+n Lim(l—Sn%: —o0| n%e
n—oo
Lim [(l—Sn ! } Lim 1220
en—>® 1+n N I+4n _ 6_5

Nota: La indeterminacion 1% se resuelve mediante el nimero e:

Lim
n—oo
, \/n4+2n3 —3—\/n4—n , n4+2n3—3 nt -n
b. Lim = Lim - = 00—
n—o n+5 n—o (n+5)2 (n+5)2
La indeterminacion se resuelve multiplicando y dividiendo por el conjugado de la parte
irracional.
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(\/n4 203 —3—yn* —n)-(\/n4 203 —3 14n* —n)

4 3 4
Lim\/n +2n —3—\/n _n:Lim _
1= n+3 = (n+5{x/n4+2n3 —3+\/n4—nj
——\2 —\ 2
( n4+2n3—3) _( n4—n) n*+2n3 —3—(n4—n)
n_m(n+5(\/n4+2n3 —3+\/n4—nj n_m(n+5(\/n4+2n3 —3+\/n4—nj

2n° +n-3
, 2n3 +n-3 0%0 , T
= Lim = Lim =
e (n+5{\/n4 +2n° -3 +\/n4 —nj x> 0o (n+5(\/n4 +2n° -3 +\/n4 —n)
n3
nlod o3
= Lim n__n = Lim n__n =
2% h4+5 \/n4+2n3—3+\/n4—n n—® 5 \/n4+2n3—3 x/n4—n
n . n? (1+n]. n’ " n?
i3 i3
= Lim o0 = Lim op_n =
e [1 5} \/n4+2n3 3 \/n4—n o [14_5].(\/14_2_34 \/1_13J
n 0 0 n n p n
2+é_ 0033 2+0-0 2
(1+5J.(\/1+2_3 +\/1_1J (1+0)-W1+0-0++1-0) 1-(1+1)
0 0 OO4 003
3. (3 puntos). Dado el sistema de ecuaciones lineales
X+y+mz=m+2
2x+(m+1)y+(m+1)z=-m
(m+2)x+3y+(2m+1)z=3m+4
Se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo seglin los valores del pardmetro real m
b) (1 punto). Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.
Solucion.
a. Sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, definido por las matices de coeficientes (A) y la
ampliada (A*).
1 1 m 1 1 m m+2
A=| 2 m+1 m+1 A¥=| 2 m+1 m+1 -m AcA*=>rg A<rgA*<3
m+2 3  2m+1 m+2 3 2m+1 3m+4

Si|A| #0, rg A=3=rg A* =n (nlimero de incognitas), el sistema sera compatible determinado.
Por lo tanto, teniendo en cuenta lo anterior, el tipo de solucion del sistema se hace para los valores del
pardmetro m que anulan el determinante de la matriz de coeficientes (|A| = 0).
1 1 m
|Al=] 2 m+1 m+1|=1-(m+1)-2m+1)+1-(m+1)-(m+2)+2-3-m-
m+2 3 2m+1

(m~(m+1)~(m+2)+1~2-(2m+1)+1~(m+1)-3):—m3+3m—2Ru?ﬁm—(m—1)2(m+2)
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m=1
|A| :O:—(m—l)z(m+2):0:{
m=-2
Discusién.

i Sim# 1, 2. En este caso, |A| # 0 y por tanto, rg A =rg A* =n = 3. Sistema compatible

determinado (solucion tinica. Cramer)

1 11
ii. Sim=1. A={2 2 2|.Enlamatriz A solo existen menores de orden uno distintos de
33 3
1 11 3
cero, por lo tanto, rg A=1. A*=|2 2 2 -—1].Existen menores de orden dos distintos
333 7
1 3 .
de cero 5 _1 =—6=0 |, porlo tanto rg A* =2.rg A=1#rg A* =2. Sistema
incompatible (no tiene solucion).
1 1 -2
iii. Sim=-2. A=[2 -1 -1]|.|A|=0,rgA <3. Existen menores de orden dos distintos de
0 3 -3
L 1 1 -2 0
cero (2 1‘ =3+ OJ ,porlotantorg A=2. A*=|2 -1 -1 2 |.Teniendo en
0 3 -3 -2

i 1
cuenta que A < A*, rg A* > 2. Tomando como referencia el menor de orden dos

>

sus menores orlados son el formado por las tres primeras columnas (el determinante de la
matriz de coeficiente, que es cero y no hay que volver a estudiar), y el formado por la 1%, 2*

1 1 0
y4* columna. 2 -1 2 |=0 No existen menores de orden 3 distintos de cero, rg A* = 2.
0 3 -2

rg A =rg A* =2 <n = 3. Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones). El
sistema equivalente esta formado por ecuaciones. Para seleccionar las linealmente
independientes, se escogen las que contienen los coeficientes del menor de orden dos
distinto de cero utilizado para determinar el rango (1* y 2% ecuacion).

g Xx+y—-2z=0
2x—y-z=2
b. Seglin el apartado a del ejercicio, el sistema presenta infinitas soluciones cuando m= -2,
. Xx+y—-2z=0
quedando en ese caso el sistema: S':
2x—y—z=2

Sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, para resolverlo hay que tomar una variable como
constante y transformarla en un parametro (). Para asegurarnos que tomamos como constante una
variable adecuada, escogemos la variable de de los coeficientes no usados en el menor de orden 2 (z, de
esta forma, aseguramos de que el determinante de la matriz de coeficientes que queda después de la
transformacion es distinto de cero).

{x+y—2z:0 7= { X+y=2A
—
2x—y—z=2 2x—y=2+A
Resolvemos por Cramer.
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2% 1‘
24h - —1)-1. .

Lo 2t | a-(-1)-1-(2+1) -2 3_2 .,
11 1-(~1)-1-2 -3 3
-

1 2%
2 242 1. _2h- -

g2 2% _1@+n)-222_2-3 2
11 -3 -3 3
2 -1

Solucién: (§+K, —§+X, Xj VieR

4. (3 puntos). Sean los puntos A(1, 0,2) y B(l, 1, —4).
a) (1 punto). Determinar las coordenadas de los puntos P y Q que dividen el segmento AB en tres
partes iguales.
b) (1 punto). SiP es el punto del apartado anterior méas proximo al punto A, determinar la ecuacion
del plano & que contiene a P y es perpendicular a la recta AB.
¢) (1 punto). Determinar la posicion relativa del plano = y la recta
X -3 y_z +1
T2 11
Solucion. A | S Qo B
a. Para calcular las coordenadas de los puntos Py Q se AP
aplican las relaciones simples entre tres punto alineados. —

Punto P: AB=3AP AB

A=(1,0,2)
i

=(1-1,1-0,-4-2)=(0,1,-6)

Si: { B=(1,1,-4)
=(p; -Lp2—0,p3-2)=(p; ~Lps.p3 —2)

P=(p1,p2.p3)

%l
2| &
I
o TN
|
o o

Sustituyendo en la relacion:
(09 la_6):3'(pl _19p29p3 _2)
Igualando por componentes se calculan las coordenadas de P.

1:0=3-(p; ~1) pp =1
2:1=3-p, Despejando de cada igualdad: {p, = % =P= (1,%, 0)
3*:-6=3:(p3 ~2) p3 =0

Punto Q: A_Q:%EB : SE:2A_B

A=(1,0,2) .
L N R
Qz(q17q29q3) Q_q_a_ 91 =492 =Y,93 —<)=1; = 1,q2,93 —

Sustituyendo en la relacion:
3-(q; -192,93 -2)=2-(0,1,-6)
Igualando por componentes se calculan las coordenadas de P.

1%:3-(q; -1)=2-0 q =1
2%:3.q, =21 Despejando de cada igualdad: <q, :%: P= (1,%,—2)
3*:3-(a5-2)=2-(-6) p3 =2
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b. El plano & se obtiene a partir del punto P y del vector
caracteristico del plano (i), teniendo en cuenta que cualquier

punto genérico de plano (S), de coordenadas (x, y, z) forma con el
punto P un vector perpendicular al vector caracteristico del plano y

A =
por tanto su producto escalar sera nulo. - i
Como vector caracteristico del plano se toma el vector
AB
nlPS=noPS=0
fi=AB=(0,1,—6 .
— . . 1 :m;(0,1,—6)o| 1-x,——y,0-2z |=0
S:s_p:(l_x,g_y’o_zj n( ) ( X 3 y zj
Operando y ordenando se obtiene la ecuacion general del plano &
1
O~(l—x)+1~[§—yj+(—6)-(0—z)= 0
1 +6z=0
3 y
n:3y—-18z-1=0
c. La posicion relativa de una recta y un plano se estudia a partir del producto escalar del vector de

direccion de la recta (&r) y el vector normal o caracteristico del plano (ﬁ)

e Si ar on # 0 = larecta corta al plano

e Si ar on =0 = larecta es paralela al plano 6 la recta esta contenida en el plano.

d, =(-2,1,1)
1=2,1,1)0(0,3,-18)=-2-0+1-3+1-(-18)=-15=0
o anoa 1)

La recta corta al plano.
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OPCION B
2x+z=0 . . .
1. (2 puntos). Hallar los puntos de la recta r: { 3 cuya distancia al plano 7: 3x + 4y = 4 es igual
X—y+z=
1
a —_—
Solucién.

Se busca un punto P(x, y, z) de r cuya distancia al plano © sea 1/3. Si expresamos la recta r en
paramétricas, se podran expresar las coordenadas de cualquier punto de r en funcidon inicamente de un
parametro.

X=A
2x+z=0  x=) z=-2\ .
r: — ! Resolviendo:r=qy=-3+A VAeR
X-y+z=3 y—z=-3+A .
z=-—

Cualquier punto P de r tendra por coordenadas P = (A, =3 +A, —21)

Si al punto genérico de P le aplicamos la condicion impuesta (la distancia al plano 7 es 1/3) se
obtiene una ecuacion que nos permite calcular los posibles valores de A.

d(P(k,—3+k,—2k)—n:3x+4y—4:O):%
B-A+4-(-3+1)-4 1 |-16-3

V32442402 3 53

Al quitar el valor absoluto habra que tener en cuenta el posible doble signo de la expresion.

-16-A 1 53
sig-n)_1 | Wi mgiemT
532y 1, 4
-5 3 3

Aparecen dos posibles valores de A, correspondientes a los dos punto de la recta que cumplen la
condicion pedida (Py, P,), tal como indica la figura

— r
11z "-.___IIIE
B (B s () (8% 3
3 3 3 3 3 3 3

2. (2 puntos). Dados los puntos A(l, 3, -2), B(2, 2k + 1, k) y C(k + 1, 4, 3), se pide:
a) (1 punto). Determinar para qué valor de k el trisngulo ABC es rectangulo, con el angulo recto en

el vértice A.
b) (1 punto). Para el valor k = 0 hallar el area del triangulo ABC.
Solucion.
a. Si dos vectores son perpendiculares su producto escalar es nulo.

AB L AC= AB-AC=0

AB=b-d=(2-1,2k+1-3,k—(-2))=(1,2k -2,k +2)

C=c¢-a=(k+1-1,4-33-(-2))=(k,1,5)
ABoAC =(1,2k -2,k +2)o(k,1,5)=1-k+(2k —2)-1+(k+2)-5=0

8k+8=0:k=-1
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b. Parak =0: A(1, 3,-2); B(2, 1, 0); C(1, 4, 3)
El area de un tridangulo en funcion de las coordenadas de sus vértices se obtiene como aplicacion
del moédulo del producto vectorial.

Area ABC= l‘ﬁx E‘
2

AB=b-d=(2-1,1-3,0-(-2))=(1,-2,2)
C=c-a=(1-1,4-3,3-(-2))=(0,1,5)

. 22 o2 -2
ABxAC:(1,—2,2)x(0,1,5)=ﬂ1 5‘,—‘0 5H0 .

D:(—lz,—s,l)

‘EXE‘ — 12 1 (252 412 =470

AreaABczé\mxA—c\:$ﬁ

11 7 =3
A= B=
0 1 8 -3
a) (1 punto). Hallar una matriz X tal que A-X-A™" =B.
b) (1 punto). Calcular A"

¢) (1 punto). Hallar todas las matrices M que satisfacen
(A —M)-(A+M)=A>- M~

3. (3 puntos). Sean las matrices:

Solucidn.
a. Se pide despejar una matriz X en una ecuacion matricial, para ello habra que tener en cuenta tres
propiedades del producto de matices:
1. El producto de matrices no es conmutativo. Para obtener una ecuacion equivalente habra que
multiplicar por la misma matriz los dos miembros y en el mismo orden.
2. El producto de una matriz por su inversa en cualquier orden, es la matriz identidad (A™" - A =1).
3. Lamatriz identidad (I), es el elemento neutro de la multiplicacion de matrices.

AXA'=B

Para despejar la matriz X, multiplicamos los dos miembros por la matriz A por la derecha y por
la inversa de A por la izquierda.

ATAXATLA =ATBA
[X1=A"BA
X=A"BA

(1Y (1 -0
(Mo 11 1 -1
Inversade A: A~ = (adJ A) = =
|A] !
0 1

< 626G D66 )
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b. Se calculan las primeras potencias y se observa si existe una ley de recurrencia entre ellas.

o )
wenas(y o -0 )
w340 ) )

Con las tres primeras potencias se ve facilmente la ley de recurrencia.

n 1 n
A" = VneN
0 1
c. Si multiplicamos el primer miembro de la igualdad, se observa la condicion que ha de cumplir M

para cumplir la expresion notable.
(A —M)(A +M)=A2-M?
AA+AM-MA-MM=A’-M
A+AM-MA-M=A"-M & AM-MA=0

A'M —M-A =0, es equivalente a A'-M = M-A

X
Tomando M como una matriz genérica del tipo M = ( TJ , sustituyendo, operando e
z

igualando, se llega aun sistema de ecuaciones que nos permitira calcular los términos de la matriz M.
I Y (x y) (x y)(l 1
0 Jlz t) \z t)lo1
X+z y+t) (X X+y
Z t ) lz z+t

1.1:x+z=Xx z=0
1.2:y+t=x+y |t=x [z=0
t=x

21:z=2z lz=z"
22:t=z+t 0=z

Al simplificar las igualdades desaparece una variable (y), eso implica que dicha variable puede
tomar cualquier valor (y = p). Para resolver la (inica ecuacion que nos queda se transforma una de la
variable en parametro (x = A).

- N < X
Il

y
A

Poa=l™ Mlviuera

0 0 A

A
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2 .
4. (3 puntos). Se considera la funcion f{x) = ax"+b o si |X| <2
Ix* si [x|22

Se pide:

a) (1,5 puntos). Calcular a y b para que f'sea continua y derivable en todo R.

b) (1,5 puntos). Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular el area de la

region acotada limitada por la grafica de f, el eje horizontal y las rectas x = 1, x = 3.

Solucién.

a. El primer paso sera expresar los intervalos sin valores absolutos.
X <2
x| <2:+x<2: :(-2,2)
-x<2:x>-2
xz2: [2, + oo)

|x|22:ix22:{
—x22:x<-2:(-,2

Jemaloben

La expresion de la funcion es:
1/x* si x<-=2
f(x): ax’+b si —2<x<2
1/x% s x>2

Para que una funcion sea continua en un punto, el valor de la funcion en el punto debe ser igual
al valor del limite de la funcion en €1, lo cual equivale a que sean iguales los limites laterales en el punto
Contintia en x = —2:
f(-2)= Lim f(x)= Lim f(x)= Lim f(x)

X—>-2 x—>-2" x—-2*
1 .1 , 2 1 2 1
= Lim —= Lim lax“ +b :a(—Z) +b : 4da+b=—
(— 2 2 x—-2" X x—-2" (— 2)2 4

Continuia en x = 2:
f(2)=Limf(x)= Lim f(x)= Lim f(x)

x—2 x—2" x—2"

= Lim(ax2+b): Lim L : 2122+b:L : 4a+b:l
(—2)2 x—2" x—27 X 22 4

En definitiva se llega a una sola relacion.

4a+b=l
4

La segunda relacion se obtiene con la condicion de derivabilidad. Una forma sencilla de
demostrar la derivabilidad de la funcion en un punto frontera (punto donde cambia la expresion de la
funcidn), es demostrar que en dicho punto las derivadas laterales coinciden.

La derivada de la funcion se obtiene derivando las distintas expresiones que la definen y
expresando los intervalos en forma abierta.

—Z/X3 st x<-=2
f'(x)=4 2ax si -2<x<2
—2/)(3 st x>2

Modelo Propuesto por U.C.M. CURSO 07 — 08



www.clasesdeapoyo.com

Derivableen x =2 < f’(2_ ): f’(2+)

f’(2_):2a-2=4a :

plt)="2-"lda=y
23 4

Con la condicion de derivabilidad se obtiene el valor de a.
1

16

Con el valor de a y la condicion de derivabilidad, se obtiene el valor de b.

1
4a+b=—
4l Lyt
_-1 16 4 2
16

a

Para que la funcion sea continua y derivable en todo R su expresion debe ser:

I/x2 si x<-2 ,
—x% 1 x 1o x| <2

fx)={""—+— si -2<x<26 {16 2

o 22 . l/x2 si |x|22

l/x si x=2

Nota: Se debe comprobar que la condicion de derivabilidad en 2 y en —2 coinciden, en caso contrario, no
hubieran existido valores de a y b que hiciesen continua y derivable a la funcion en todo R.

b. Aunque no se pide en el enunciado es conveniente esbozar la grafica de la funcion. La funcion
esta definida por dos expresiones que se corresponden a graficas elementales.

x? 1 . . . . xnlrg - x 41
y= _E+5 : Parabola abierta hacia —oo que tiene su vértice en el /\3’ BT
1 . E AE
punto [O, Ej y que corta al eje OX en los puntos (— V8, O) y («/g, 0) ) / \ ¥
y=—7: Hipérbola de simetria par, siempre positiva, tiene asintota ¥
X
vertical en x = 0y horizontal en y = 0.

) |x|<2

s [x|z2

Como la region que se pide esta bajo dos expresiones diferentes, la integral la dividimos en dos

2
3 2 —x2 3 -x3 a7
AREAzf f(x)dx=f X -1-l dx + de= X +lx + —1
1 1l 16 2 242 16-3 2 . X

-2+ -1 _
2 +C=X—+C=—1+C
=24 =1 X

partes.

Nota: I%dx =Ix‘2dx =
X
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2
—x3 _17° BARROW| [ _»3 13 B B
AREA = X +£ + —1 = i+£ — _1+l + _1 _ _1 —
48 21 X |y 48 2 16-:3 2 3 2
5 23 1 1 17 1 25
6 48 2 3 48 6 48
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