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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE
MADRID PRUEBA DE ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO

MODELO
Curso 20010/2011 MATERIA: MATEMATICAS 11

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION

El alumno contestard a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicios de la
otra opcion. En cualquier caso, la calificacion se hard sobre lo respondido a una de las
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas.

Calificacion total maxima: 10 puntos.

Tiempo: Hora y media.

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dado el sistema:

AX +iz = 2
X +rAy -z = 1
X +3y +z = 2A

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segun los valores del parametro A.
b) (1,5 puntos). Resolver el sistema para A = 1.

Solucion.
a. El sistema esta definido por las matrices de coeficientes (A) y ampliada (A*).
A0 A A0 X 2
A=1 A —=1]; A*=|1 A -1 1
1 3 1 1 3 1 2x

Por dimensiones de la matrices, se puede establecer:
AcA*=1rgA<rgA*<3;n=3
Si el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero, su rango sera tres, igual
al rango de la ampliada e igual nimero de incognitas, siendo el sistema compatible determinado,
y habra que discutir el tipo de solucion del sistema para los valores del parametro que anulen
determinante de la matriz de coeficientes.

L0
detA=|l 2 —1=x2+0+3x—(x2+0—3x)=6x
131
|A|=0 : 61=0: =0

Discusion.
i. SiA#0. |A| #0= ra A=3=rg A*¥=n. Sistema compatible determinado. Las
soluciones en estos casos se pueden resolver por el método de Cramer.
00 O
ii. SiA=0: A=|1 0 -1 |A| =0, rg A <3. Se busca un menor de orden dos distinto

1 3 1

de cero:

0
3‘=3¢0 rg A=2.
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00 0 2
rg A¥*=rg|1 0 -1 1 |>rgA=2.Partiendo del menor de orden dos distinto de
1 3 1 0
cero, el inico menor orlado que queda por estudiar es el formado por la 12, 2% y 4?
columna.
0 0 2
1 0 1I|=620 rgA*=3
1 30
rg A # rg A* Sistema incompatible
X +z = 2
b. A=1:sx +y -z = 1 Sistemacompatible determinado. Método de Cramer.
X +3y 4z = 2
A=l
|A|=6) =6
2 0 1 1 2 1 1 0 2
1 1 -1 1 1 -1 111
X:|Ax|:2 31 :igy:\Ay\zl 2 1 :O;z:M:I 321
A 6 277 |4 6 a6 2

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos. Se consideran las rectas:
Dada la funcion:

x—1
=Gy

se pide:
a) (1,5 puntos). Obtener, si existen, los maximos y minimos relativos, y las asintotas de f.
b) (1,5 puntos). Calcular el area del recinto acotado comprendido entre la grafica de f; el eje OX y
las rectas x =0, x = 3.
Solucion.
a. Maximos y minimeos. Para que una funcién tenga un extremo relativo en un punto, la
primera derivada de la funcién en el punto debe ser nula y la segunda distinta de cero.
14 ro.
Si f'(xo)=0Af"(x, )# 0: Extremo relativo. Criterio : "(x0)> 0= (xo, f(xo) m{nl.mo
£(x, )< 0= (x,,f(x, ) maximo
Primero se calculan las dos primeras derivadas, a continuacion se iguala a cero la primera
derivada y se obtienen los posibles extremos relativos, que se sustituyen en la segunda derivada para que
mediante el criterio decidir si son maximos o minimos relativos.

)2 L0 P )2 ) 1 3o

((x+1)2)2 B (x+1)
f"(x):_l'(x+1)3_(3_X)'3'(X+1)2 -1: 2x -5

(17 f (x-+1)°

3—-x

f'(x)=0: ﬁzm 3-x=0: x=3
X +1
£ 3): é’il—)f :%>0:(3,f(3)) Minimo
3-1 2 1
f(3)= ==
® B+1 16 8

Maximo en (3, éj
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Asintotas verticales. Son rectas de la forma x = a. De existir estaran en los puntos
excluidos del dominio donde ademas se cumpla que:

Limf (x) =
X—a
Tomando como referencia el dominio de la funciéon D=R - {~ 1}
- 1 -2 :
L1m ———=—=-mw : Xx=-1 Asintota vertical

Posicion relativa de la funcidn respecto de la asintota.

, x—1 -1-1 -2 -2

Lim 5= > = - =
x—>—1" (X+l) (_1*_,’_1) (0*)2 0"
Lim x-—1 _ -1-1 _ -2 :_—2:—00

x—-1" (x+1)2 (_1"' +1)2 (0+ )2 0*

Asintota horizontal. Son rectas de la formay = L.

=)
-1 \® 1 1 1

L= Lim f(x)= Lim ——— = Lim = = =0
X—>+o0 X—>300 (X + 1)2 L'H x—>+o Z(X + 1) Z(i 0 + 1) + oo

y = 0 Asintota horizontal
Posicion relativa de la funcion respecto la funcion
Lim (f(x)-L)= Lim| "1 —0|= Lim "1 - Lim
X—>to0 X—>to0l (X + 1)2 xﬁJroo (X + 1) L‘H X—>to0 2(X + l)
Lim ! ! = L =0" .
H_ooz(x+1) 2(~o0+1) —oo x=-1! 1y
La funcién se aproxima por :

debajo de la asintota /\
S B B ; =

xoi0 2(x+1) 2(+o0+1)  +oo
La funcioén se aproxima por
encima de la asintota
La funcidén corta a la asintota
horizontal en (1, 0).

Con los datos obtenidos se
recomienda esbozar la grafica de la
funcién para hacer mas facil el siguiente apartado.

b. El area pedida, como muestra
la figura, tiene una region por debajo
del eje de abscisa en el intervalo (0, 1)

y otra por encima (1, 3), por lo que /\
para su calculo se debera hacer como : : '

suma de dos integrales.

x—1

3
x+1 x+12

Al

Modelo Propuesto por U.C.M. CURSO 2010 -2010 (L.O.E.)
3



www.clasesdeapoyo.com

Para calcular la primitiva de la funcion se usa el método de descomposicion en fracciones
simples de polinomios con raices reales de multiplicidad mayor que uno.
x—1 A B

= +
(x+1)2 X +1 (x+1)2

El calculo de las constantes A y B se hace por identificacion de numeradores una vez
sumadas las fracciones del miembro de la derecha de la igualdad.
-1 A 1)+B
T (“)2* x—1=A-(x+1)+B
(x + 1) (x + 1)

Término Coeficientes A
x—1=Ax+A+B=Bx+A+B: X: 1=A :{ B
Independiente -1=A+B
x—1 1 -2
2 + 2
(x+1) x+1 (x+1)

I(:11)2 dX:I[Xil+(x:tzl)szX:'[XlldX_J‘(xfl)z .

-1
:Ix11dx_zj(x+1)_2dX=—Ln|X+1|—2ﬂ

+C:Ln|x+1|+L+C
x+1

Conocida la primitiva de la funcidn se aplica la regla de Barrow a cada una de las

integrales.
1
2
(Ln|x + 1| + —}
x+1 ],

=Ln2+1-(Ln1+2)=[Ln2-1=1-Ln2

1 x-—1
—dx
JO (x + 1)2

Lnl +1] +i—[Ln|0+ 1 +ij‘ =
1+1 0+1

3 x—1
———dx=| Ln|x +1] +
1(x+1)2 ( | |

3
2 } :Ln|3+1|+i_(Ln|1+1|+LJ:
x+14 3+1 1+1

:Ln4-i—z—LnZ—lani+l—1:Ln2—l
4 2 2 2

1 x—1 3 x—1 I 1 5
dx| + dx=1-Ln2+Ln2—-—=—u
'[O(x+1)2 ‘ L +1)? 2 2
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Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.
Dadas las rectas:

r=x+l_y z+1 x-5 y-4
2 1

2
se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicion relativadery s.
b) (1 punto). Determinar la ecuacion del plano que contiene a las rectas r, s.

Solucion.

a. La posicion relativa de dos rectas se puede determinar mediante el rango de una matriz formada
por los vectores de direccion de cada una de las rectas y un segmento formado entre dos puntos, cada uno
de una de las rectas, por lo que es necesario obtener una determinacion lineal de cada una de las rectas.

d = 3:Se cruzan pero no se cortan
r

r| ds | =1 =2:Coplanarias _dr # k_~ ds : Secantes (Se cortan en un punto)
AB d; =k -dg : Paralelas
=1: Coincidentes (La misma recta)
r:X+1_1_Z+1. A:(_LO»_I) S=X_5_y_4—£' B:(59430)
2 11 | de=(11) 77 2 1 17|dg=(2,1,1)

2 1 1
de 2 11 2 1 1=0
rgl ds |=1g[2 1 1|=4516 4 1 = 2: Rectas coplanarias.
AB 6 4 1 2 1
=2+#0
6 4

dr =1- Hs : Rectas paralelas

b. Plano determinado por dos rectas paralelas.

La determinacion lineal del plano definido por dos
rectas paralelas es el vector de direccion de las rectas, un
vector formado por un punto de cada recta y un punto
cualquiera de una de las rectas.

A=(-1,0,-1) x+1
n=q d=(2,11) =n=|2
AB=(6,4,1) 6 4 1
Desarrollando el determinante por los elementos de la primera fila se obtiene la ecuacion general
del plano.
ety 1o Joef oo
4 1 6 1 6 4

n=-3x+4y+2z-1=0
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Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2 puntos.
Dados los planos a=2x +y +2z+ 1 =0, B =x — 2y + 6z =0, se pide:
a) (1 punto). Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por la interseccion de o
yB.
b) Determinar el plano y que es paralelo al plano a y pasa por el punto (ﬁ ,1, 0).
Solucion.

a. La recta determinada por la interseccion de dos plano se obtiene resolviendo el sistema
compatible indeterminado que forman las ecuaciones de los planos.

{2x+y+22:—1
r=

X—2y+6z=0
: 2 .
Teniendo en cuenta que el menor =-5 es distinto de cero, se toma como parametro z.
2x+y=—-1-2A
r=
X —2y=—6\
Resolviendo por Cramer:
~1-2% 1‘
-6L =2 —2.(=1-2A)-1-(-
- _—2-(=1-20)-1( 6%):2+10k:_£_2k
2 1 -5 -5 5
1 -2
2 —1-2)
1 -6A (=60)=1-(=1= —
g _2-(-6n)-1-(-1-24) 1 0 _ 1,
2 1 -5 -5 5
1 -2
Las paramétricas de la recta quedan de la siguiente forma.
X = 2 2\
5
r=<y= 1 +2A
z=A
b. El haz de planos paralelos a o tiene la expresion:

2x+y+2z+K=0 VK eR

El punto (x/E ,1, O), permite calcular el parametro del haz que determina el plano que lo contiene.

W2 414204 K=0: K=-2+2-1

El plano buscado es:
o=2x+y+2z-22-1=0
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OPCION B

Ejercicio 1. Calificacién maxima: 3 puntos.
Dadas las matrices:

2 -1 -1 1 00
A=|1 0 1|, I=/0 1 O
-2 2 3 0 01

Se pide:
a) (1 punto). Calcular A2 —4A +31

. 1
b) (1 punto). Demostrar que la matriz A~ de A es 5(41 - A).

¢) (1 punto). Hallar la matriz inversa de A — 21

Solucién.
2 -1 -1y 2 -1 -1 100
a. AZ—4A+3I=|1 0 -1| -4 |1 0 -1|+3-/0 1 0|=
-2 2 3 -2 2 3 0 0 1
2 -1 -1 2 -1 -1 8§ -2 -2 300
=1 0 —=If{1 0 =1|-|2 0 =2|+/0 3 0}|=
-2 2 3 -2 2 3 -4 4 6 0 0 3
5 -4 -4 8§ -2 =2 300 0 00
=4 -3 —-4|-|2 0 =2{+{0 3 0|=|0 0 O
-8 8 9 -4 4 6 0 0 3 0 00
b. Teniendo en cuenta que el producto de una matriz por su inversa es la matriz identidad

(A - A™' =1), para demostrar que %(41 - A) es la inversa de A habra que hacerlo a partir de la

igualdad obtenida en el apartado a (A2 -4A+31= O), transformando la igualdad en un producto de
matrices igualado a la matriz unidad, siendo uno de los factores del producto la matriz A.
A% —4A+31=0 : 4A-A% =3I

Del miembro de la derecha de la igualdad hay que sacar factor comun de A, para ello es
conveniente expresar la igualdad de la siguiente forma:
41-A-A-A=31

Sacando factor comun de A por la derecha:

(41-A)-A=3I : %(4I—A)-A:I

Multiplicando los dos miembros de la igualdad por la inversa de A por la derecha, se llega a
la igualdad propuesta.

%(4I—A)-A-A’1 =1-A7!
%(4I—A)-I:A_1 : Al :%(4I—A)

c. El apartado se puede hacer de dos formas diferentes:
- Partiendo de la relacion del apartado a
- Por la expresion de la inversa {Al = Ladj (At )}

A
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En nuestra opinidn, y viendo el ejercicio de una forma global, creemos que es la primera
forma la correcta, aunque en el enunciado no haya nada que lo indique y por tanto deberian también
admitir la segunda, si solo admitiesen la primera deberian hacer alguna referencia a la forma de
resolverlo.

Partiendo de la relacion del apartado a:
A% —4A +31=0

Se necesita obtener el factor A — 21, para ello se puede descomponer el primer miembro de

la siguiente forma:
A? —2A-2A+31=0

De los dos primeros términos se puede sacar factor comun A y obtener el factor comin
2A —1, en los dos ultimos términos, falta una I para poder sacar factor comun —2 y obtener también
el factor 2A — I, se soluciona sumando una I a cada miembro de la igualdad y de esta forma, no solo
conseguimos el factor buscado en el primer miembro si no que conseguimos en el segundo miembro

la matriz unidad.
A(A-21)-2A +41=1

AlA-21)-2(A-21)=1
Sacando factor comun 2A —I:
(A-21)-(A-21)=1
Multiplicando ambos miembros de la igualdad por la inversa de 2A — 1
(A-21)-(A-21)-(A-21)" =1-(A-21)""!
Simplificando
(A-21)-1=(A-21)"!

Obteniendo por ultimo que la inversa es la propia matriz

2 -1 -1 1 00 0 -1 -1
(A-21)'=A-21=| 1 0 -1|-200 1 O|=| 1 -2 -1
-2 2 3 00 1) (-2 2 1
1 1 o -1 -1\
Otra forma: (A—ZI)_1=M(ad_](A-ZI))t=ﬁ ad_] 1 —2 —1
-2 2 1
1 -2 -1
-2 2 1
0 -1 -1
. 1 -2 —1=1
-2 2 1
2 -1 |1 - |1 =2\
+ - +
o -1 -\ 2 1 -2 1 -2 2
, -1 -1 0 -1 0 -1
. adj| 1 -2 -1}|| =|- + - =
s 9 2 1 -2 1 -2 2
- -1 -1 0 -1 0 -1
+ - +
-2 -1 1 -1 1 -2
0 1 -2 (0 -1 -1
=1 -2 2| =1 -2 -1
-1 -1 1 -2 2 1
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Sustituyendo en la expresion de la inversa:

(A-21)"= |(adj(A-2I))t=%~ 1 -2 —1|=| 1 -2 -1

_
Cja-a1

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dados los puntos A(1, -3, 0), B(3, 1, -2), C(7, 2, 3), D(5, -2, 5), E(1, 0, 2), se pide:

a) (1 punto). Demostrar que los puntos A, B, C, D son coplanarios.

b) (1 punto). Demostrar que el poligono ABCD es un paralelogramo y calcular su area.

¢) (1 punto). Hallar la distancia del punto E al plano determinado por los puntos A, B, C, D.
Solucion.
a. Una forma de comprobar que cuatro puntos son coplanarios, es determinar un plano con tres
de ellos y verificar que el cuarto punto cumple la ecuacion el plano determinado por los otros tres.

Una determinacion lineal del plano que contiene a los puntos A, By C es:

A(1,-3,0) x-1 y+3 2z
n:{AB=(3-1,1-(-3),-2-0)=(2,4,-2)= 2 4 -2=0
AC=(7-1,2-(-3).3-0)=(6,5.3) 6 5 3

Desarrollando por los elementos de la primera fila y simplificando se obtiene la ecuacion
general del plano que contienea A By C.
n=11x-9y-7z-38=0

Sustituyendo las coordenadas de D en la ecuacion de © se comprueba si los puntos son
coplanarios.

n=11x-9y-72-38=0
D(5,-2,5)
Los puntos son coplanarios.

}:11~5—9-(—2)—7~5—38:0x

b. Si ABCD forman un paralelogramo, AB y DC deberan ser equipolentes, es decir iguales.
AB=(2,4,-2): DC=(7-52-(-2),3-5)=(2,4,-2)
Los vectores son iguales, por lo tanto son equipolentes y los puntos forman un paralelogramo.
El area del paralelogramo se puede calcular como aplicacion del médulo del producto vectorial.

Area ABCD = ‘E X E‘

2 4

AB= (2,4,- 2)} ABxAC= (2,4,—2)><(6,5,3)=U: _2‘,—‘2 _2,6 S

AC=(6,5,3) 3[ 6 3

U:(zz,—l&—m)

Area ABCD =[AB x AC|=[(22,- 18, 14) = V222 + (18)% + (- 14 =+/1004 u>
c. El apartado se resuelve aplicando la expresion de la distancia de un punto a un plano.

C111-9.0-7-2-38  |-41 4

an of + (L7 251 421
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Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 Puntos.
Calcular los siguientes limites:

1
a) (1 punto). Lim x~eA

x—07"
b) (I punto). Lim Jl + tan X —\/1 + tan X
x—0 X
Solucion.
1 1
a. Limx-eAzo-eAJr=O'e+°°=0-oo=?
x—0"

o8]
La indeterminacion se resuelve transformando 0-o a — y aplicando el teorema de
00

L’hopital a esta indeterminacion.

1 [zj e% .—% |
/ eA Lim —Xz: Lim e%:eAJr =e™™ =0

Lim x-e/* = Lim =

x—0" x—0" % L'H x—0* _%2 x—0"
, x/1+tanx—\/1+tanx x/1+tan0—\/1+tan0 0
b. Lim = =—=7
x—0 X 0 0

La indeterminacion se resuelve aplicando L "Hopital
1+ tan? x _—(1+tan2 x)
Lim«/1+tanx —«/l+tanx - Lim 2«/l+tanx 2«/l—tanx

x—0 X L'Hx—0 1

1+tan2x 1+tan2x _1+tan20 1+tan20 g g |

=Lim| + = + =—4+==
x»o[2J1+tanx 2J1—tanx] 2J1+tan0 2J1-tan0 2 2

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2 puntos.

Dada la funcion f (x) = % —sen x , calcular el area del recinto acotado comprendido entre la grafica de f,

el eje OX y las rectas x =0, x :g

Solucién.
Para realizar este ejercicio, es conveniente 1 ¥=seni
esbozar la grafica de la funcion. Por tratarse de una T I

funcion elemental, se puede dibujar por traslacion y
deformacion a partir de la grafica de y = sen x.

b3 [ET
L2

j X
v
_1--

Vo= —senX
y = —sen x es la funcion seno con la deformacion 1 T /\
de cambio de signo (la grafica de la funcion gira en torno al 2 n
eje OX). ' 3n 2p X
2
14
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y= % —sen x puede leerse también como ¥ ¥= %‘ SRILE
1 . - n
y=-senXx+ 5 viendo de esta forma que es la funcion \ ) :
} 1 1 X
y = —sen x desplazada verticalmente hacia arriba media % * % in
unidad. —1
Los puntos de corte de la funcion con el eje OX se calculan resolviendo el sistema:
_1 1 x =2+ 21K
y= SNX . —_senx=0 : senx=—: 567:
y=0 X =—+ 21K
6
El 4rea que se pide es la sombreada que refleja la Y 1
figura adjunta, por tener diferente signo en el intervalo se 14 ¥=z
calcula como suma de areas, considerando su valor absoluto. T
2
A= +

J(:%(%—senx]dx

+ j:/fe —sen xj dx \%

—14

Calculo de la primitiva:

j(l—senxjdx=lx—(—cosx)+C=£+cosx+C
2 2 2

Conocida la primitiva de la funcion se resuelven las integrales definidas.

’y T

6

J'%(l—senxjdx:(£+cosx} = ﬁ-i—cosﬁ —(9+cos0j:£+£—l
0 12 2 2 6 2 12

0 2
T 1 I

5/ PR O - PO A R

LAY 2 | 2 2 2 6] 6 2

Sustituyendo los valores en la expresion inicial se obtiene el valor del area.

A:I%(l—senxjdx+J.%(l—senxjdx:£+£—1+£—£—
0 (2 AW 12 2 6 2
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