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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID

PRUETBA DE ACCESO A ESTUDIOS UNIVERSITARIOS (LOGSE)
Curso 2008-2009 (Septiembre)
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION
El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le ofrecen. Nunca debera
contestar a unos ejercicios de una opcién y a otros ejercicios de la otra opcidén. En cualquier caso, la calificacion
se hara sobre lo respondido a una de las dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas.
Calificacion total maxima: 10 puntos. Tiempo: Hora y media.

OPCION A
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dada la matriz:
m 1 2m
M=m 1 2
0 1 1

se pide:
a) (1,25 puntos). Determinar los valores del parametro m para los cuales la matriz M es invertible.
b) (0,5 puntos). Determinar los valores del parametro m para los cuales la matriz M* es invertible.
¢) (1,25 puntos). Para m = —1 calcular, si es posible, la matriz inversa M™' de M.
Solucion.
a. La condicidn necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa es que su determinante
sea distinto de cero.

m 1 2m
detM=|m 1 2|=m+0+2m? —(0+m+2m)=2m? -2m=2m-(m—1)
01 1
2m=0: m=0
|M|=O:2m~(m—1)=0:{
m—-1=0: m=1
Vm=#0,1,M#0=3M"

b. M?® es otra matriz, y por tanto la condicién para que tenga inversa sigue siendo la misma, que su
determinante sea distinto de cero.

M?|#0
Al’l

Teniendo en cuenta la propiedad de los determinantes: = |A|n

‘M”‘ =M 20
|M|25 #0 < [M|#0
Teniendo en cuenta los resultados del apartado a, v m = 0, 1, [M*| = 0 = 3 (M*)"".

-1 1 -2
c. Mm=-1)=|-1 1 2 |: M/=2-(-1)-(-1-1)=4

12 -1 2 11
o Tloo1] Tlo s U1
M_I:ﬁ[adj(M)]t adj(M)= —i 12 + 01 12 - ol i - —43 —41 (1)
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Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dada la funcién:
M Si 1+ax>0 y x#0

-— Si x=0

se pide:
a) (1,5 puntos). Hallar los valores de los parametros a, b para los cuales la funcién f es continua en x = 0.
b) (1,5 puntos). Para a=Db = 1, estudiar si la funcion f es derivable en x = 0 aplicando la definicion de

derivada.
Solucion.
a. Para que una funcion f(x) sea continua en un punto x = 0, se debe cumplir:

Lim f(x)=f(0)

Por definicion de la funcion £(0)= —% .

Para calcular el limite de la funcién cuando x tiende a cero, se debe tomar la expresion que tiene la
funcidn en las proximidades de cero, no en el punto cero.
, , Ln({l+ax)-bx Lnl-0 0
lef(x):le ( 2) = =—=
x—0 x—0 X 0 0

Para resolver el limite, y teniendo en cuenta que las expresiones que forman la funcién son derivables en
el entorno de cero, se aplica el teorema de L Hopital.

?

By a-b-abx
L Lol =bx o ax _p deax g, azboab
x—0 x2 x>0  2x x—0 2x x—0 2X - (l+ax)

La solucion del limite depende de los valores que tomen a y b, se presentan dos casos diferentes:
- Sia#b: Lim a-bzabx _a-b-ab:0 _a-b_ +oo” # f(0) Discontinua
x—02x-(I+ax) 2-0-(1+a-0) 0

. , a—b—abx , a—a-—aax , —a’x , —a? a’ a?
- Sia=b: Lim——F——=Lim———=Lim——— =Lim =— =——_Para
x>0 2x-(I+ax) x50 2x-(I+ax) x-02x-(I+ax) x->02-(I+ax) 2-(1+a-0) 2

que la funcion sea continua:

2
CA_f(0)=-L: a2=1: a=b=+I
2 2

* El signo de oo depende el signo de la diferencia a —b.

Lj‘)_" Si x>-1y x#0
b f(x)= Xl
-— Si x=0
2

Por definicion: f ’(0) =Lim f
h—0 h

Dada la forma que tiene la funcidn, el limite se hace mas facilmente con el siguiente cambio de variable:
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h=x—0:{h_>0 - (0)= Lim SO 2 2
x—>0 x=0 x-0 x—0 X
Ordenando la expresion:
2
- 20 2 oiax )
f’(O): Lim 2Ln(1 hi X) 2x+x - Lim1tX = {Ordenando} = LimL =
X0 2x3 L'Hx—>0 6x2 X0 6x2(l+x)
o2 o 2 L
“x506(1+x)  6(1+0) 3

La funcién es derivable en x = 0 y su derivada £'(0) =%

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.
Dadas las rectas:

r

B

2 a b 1 -1
determinar los valores de los parametros a, b para los cuales las rectas se cortan perpendicularmente.
Solucién.

X_y_ z x-3 'y _z-3
1

Punto A =(0,0,0) Punto B=(3,0,3)
r: -~ : -
Vector d, = (1, 2, a) Vector dg = (b, 1,— 1)
Para resolver el problema se necesitan dos ecuaciones, tantas como parametros debemos calcular.
1* Condicién: Para que dos rectas se corten, deben ser coplanarias. Si dos rectas son coplanarias, el rango

de la matriz formada por los vectores de direccion de las rectas y un vector formado entre un punto de cada recta
debe ser 2. Para que el rango de una matriz de orden 3 sea dos, su determinante debe ser cero.

AB 3-0 0-0 3-0 30 3
rg| 4, |=rg 1 2 a |=2<1 2 al=0
dg b 1 -1 b 1 -1

30 3
1 2 a|l=-6+0+3-(6b+0+3a)=-3-6b—-3a=0
b 1 -1

Simplificando: a+2b=-1

2% Condicion: Para que dos rectas sean perpendiculares, sus vectores de direccién deben ser
perpendiculares. So dos vectores son perpendiculares, su producto escalar debe ser nulo.

dyodg =0
(1,2,a)o(b,1,-1)=0 : 1-b+2-1+a-(-1)=0: a-b=2

Las dos condiciones forman un sistema de ecuaciones que permite calcular ay b.
at+2b=-1 Ja=l1
a-b=2 = |b=-1

Ejercicio 4. Calificaciéon maxima: 2 puntos.
Dado el plano & =2x —y + 2z + 1 =0 hallar las ecuaciones de los planos paralelos a  que se encuentran a 3
unidades de 7.

Solucién. o1 ;
Como puede observarse en la figura adjunta, se buscandos .~ I

planos (o, y o) paralelos a t y que disten de él 3 unidades T ;
1
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m =Ax+By+Cz+D; =0
Ty =Ax+By+Cz+D, =0

D - Dy

d(my -7y ) = ———
VAZ +B%+C2

Nota: Observar como para poder calcular la distancia entre dos planos paralelos, los vectores normales de ambos
planos deben ser idénticos, no vale si solo son proporcionales.

La distancia entre dos planos paralelos { } viene dada por la expresion:

Los planos buscados (o;) pertenece al haz de planos paralelos a 1t y por tanto deberd tener la forma:
c; =2x-y+2z+K =0

El parametro K se obtiene con la condicién de que el plano buscado esta a tres unidades de T.

[I-K]| :3:|K—H:

d(n-o;)= 3

3: [K-1=9
22 4(-1)* +22

(+):K=10:06, =2x—y+2z+10=0

K-1=49:
{(—):K:—&Gl =2x-y+2z-8=0
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OPCION B
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
a) (1 punto). Dada la funcién:
f(x)=—
1-x2

hallar el punto o los puntos de la grafica de f(x) en los que la pendiente de la recta tangente sea 1
b) (0,5 puntos). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto x = 0.
¢) (1,5 puntos). Sea g una funcion derivable con derivada continua en toda la recta real, y tal que g(0) = 0,

2(2) = 2. Demostrar que existe al menos un punto ¢ en el intervalo (0,2) tal que g’(c) = 1.
Solucién.

a. Definicion de derivada en un punto: “La derivada de una funcion en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la funcion en ese punto”. Se pide calcular los valores de x que cumplan:
f'(x)=1

f,(x):l.(l—xz)—x.(_zx):1_X2+2x2 _ Lex2 »

2 2 2
(l—xz) (l—xz) (l—xz)
Despejando:
2 2
1+x2:1-(1—x2) : 1+x2:12—2~1-x2+(x2) D lex? =1-2xt +xt o xt-3x% =0

S R

Enx=00¢6 % \/5 la pendiente de la recta tangente vale 1.

b. Ecuacion de la recta tangente a f(x)=

en x = 0 en forma punto-pendiente:
1-x

y~£(0)=£(0)-(x-0)

0
fl0)= =0 : f'(0)=1 (apartado a
0= =0+ 1(0)=1 partado )

y—Ozl-(x—O) D y=x

c. La hipdtesis propuesta (g’(¢) = 1) se puede demostrar mediante el teorema de valor medio (de
Lagrange), también llamado teorema de los incrementos finitos, 6 mediante el teorema de Rolle.

Teorema de Lagrange: “dada cualquier funcion f continua en el intervalo [a, b] y diferenciable en el intervalo
abierto (a, b) entonces existe al menos algun punto c en el intervalo (a, b) tal que la tangente a la curva en c es paralela a

la recta secante que une los puntos (a, fla)) y (b, f(b)) ", es decir, existe al menos un punto ¢ que satisface la igualdad:
£/(c)= £(b)-f(a)

b-a

Puesto que la funcion g es derivable con derivada continua en toda la recta real, segin afirma el
enunciado, se la puede aplicar el teorema de Lagrange en el intervalo [0, 2], por lo tanto existira al menos un

calor ¢ € (0, 2) tal que:
£(0)= g(2)-2(0) _[e(2)=2] _2-0_,
2-0 gl0)=0] 2
Por lo que queda demostrada la hipotesis propuesta.
Teorema de Rolle: “Si una funcion es definida y continua [ a, b ], diferenciable en el intervalo abierto (a, b ),

y toma valores iguales en los extremos del intervalo (f(a ) =f( b)) entonces existe al menos algun punto c en el intervalo
(a,b) tal que la tangente a la curva en c es horizontal, es decir f'( c)=0"
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Para demostrar la hipotesis propuesta (g’(c) = 1), se define la funcion H(x) = g(x) — x que es derivable
con derivada continua en toda la recta real, por ser resta de dos funciones que lo son (g(x), x).

H(0)=g(0)-0=0-0=0
H(2)=g(2)-2=2-2=0

H(x)=(e(x)-x) =g (x)-1: H()=gl(c)-1=0 : g'(c) =1
Por lo que queda demostrada la hipotesis propuesta.

} :H(0)=H(2)=3ce(0,2)/H(c)=0

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dada la recta:

Xy 2z
1 -1 1
y el plano T = x + y — 2z +1 = 0, hallar la ecuacion de la recta s simétrica de la recta r respecto del plano 7.

Solucion.

Se busca una recta r’ que tiene la misma proyeccion ortogonal sobre 7 que la rectar,
y ambas estan contenidas en un plano perpendicular a 1t

La rectar’ se obtiene mediante dos puntos. M (interseccion de r con ) y A’
(simétrico de cualquier punto A de la recta r respecto de 7).

Calculo de M. Se obtiene como interseccion der y 7.

Xx=1+A
M: = y:_;fh Sustituyendo ren 7 (1+2)+(-2)—-2-(1)+1=0
Z:

m:xX+y—2z+1=0

Operando se despeja el valor de A.
2-2A=0 A=1

Sustituyendo en las Paramétricas de r el valor de A, se obtienen las coordenadas de M.
Xy =1+1=2
A=1:M=1{ y,=-1 =M=(2,-1,1)
Z, =1
Calculo de A’. A’ es el simétrico de cualquier punto A de r (excepto M) respecto de 7. Como punto A se toma el
punto con el que esta definida la ecuacion continua de r.
A=(1,0,0);n=x+y-2z+1=0.
Pasos:
1) Se calcula la recta s, perpendicular a © que contiene a A.
ii) Se calcula M, como interseccion de s y m.
iiil)  Conocidos A y M; se calculan las coordenadas de A’ con las
ecuaciones del punto medio de un segmento.

- x=1+A
i) s:{Slnjdszn“:(l’l’_z):SE y=A
A(1,0,0)er -

x=1+A

it) M;: = yzgx Sustituyendoren : (1+4)+(1)-2(=21)+1=0
z=—

m:x+y—2z+1=0

Operando se despeja el valor de A.

2+6A=0 k:—é

Sustituyendo en las paramétricas de s el valor de A, se obtienen las coordenadas de M;.
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iii)  Teniendo en cuenta que M, es el punto medio de A'A, se calculan las coordenadas de A’ despejando de las
coordenadas del punto medio.

+a' 2
Xm.1 2%221'1:2)%1_1 —aj :2'5—1:

u|.—

a;+a'y a,+a'y, az-+ay a,+a'y . -1 2
M = ’ 5 : =—=—==3a',=2 —ar=2-——0=-=
1 [ > > 5 j Ym.1 > 2 Ym.1 2 3

+|
_23 a3:a’3=2Zm,1—a3=2'§—0=§

m.1

a1 24
3733
1

Conocido M = (2, -1, 1) y A'= (5’ —%, %) se calcula r’, simétrica de r respecto de 7.

) dp=AM= 2—1,—1— 2 ,l—i = E,_—l,_—l paralelo (5, —1,-1)
r. 3 3 3 333

r,=x—2_y+1_z—1
5 -1 -1

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.
Dado el sistema:

X +2y 4z

Il
S O

AX -y 42z

X —Ay +2z

se pide:

a) (1 punto). Obtener los valores del pardmetro A para los cuales el sistema tiene soluciones distintas

de:
x=y=z=0

b) (1 punto). Resolver el sistema para x = 5.
Solucion.
a. Sistema homogéneo, la matriz de coeficientes y la ampliada se diferencia en una columna de ceros, por
lo tanto, tienen el mismo rango y como consecuencia el sistema es compatible para cualquier valor real del
parametro A.

Si |A| #0:rg A =rg A*=n =3.Sist. Compatible determinado (x =y=z= O)Trivial

rg A =rgA* = Sistema compatible:
g g P {Si |A| =0:1g A =rg A* # n.Sist. Compatible indeterminado. Infinitas soluciones

o201
INE 2=—zx+4-73-(-1+4x—2x2):x2—6x+5:(x—1)-(x—5)
1 -1 2
A-1=0: Ai=1
|A|:0.(k—1)-(k—5):0.{k_5:O: s

Para que la solucién sea distinta de la trivial (x =y=z=0),A=10A=5
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5x +2y +z =0 5
b. A=5:45x -y +2z = 0 |A|=0=rgA<3: ‘ | =520=>rgA=r1gA*=2<n=3
x -5y +2z = 0
Sistema compatible indeterminado con dos ecuaciones linealmente independientes, tal y como indica su
rango.
. . 5x+2y+z=0 . .
Sistema equivalente: 5 9720 El sistema se resuelve tomando una de las variables como
X—-y+2z=

constante y transformandola en un parametro. Es aconsejable tomar como parametro la variable que no formo
parte del menor de orden 2 que define el rango del sistema (x = A).

2y+z=-5\
{—y+2z=—5k
Por el método de Cramer:
50 1 2 =5\
yo —5h 2‘:—10k+57»:_}“ Z:‘—l —57»‘:—10k—57»:_3}L
2 1 5 2 1 5
uE S

Solucién: (A, -2, -31)VAeR

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2 puntos.

Dadas las matrices:
4 -2 4 -2
A= , B=

obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacion matricial A-X'-B=A + B
Solucion.
Teniendo en cuenta:

i. Para obtener una ecuacién matricial equivalente, se deben multiplicar los dos miembros de la igualdad por la
misma matriz y en el mismo orden.

il. El producto de una matriz por su inversa es la matriz identidad o unidad (T).

ii. La matriz identidad o unidad es el elemento neutro de la multiplicacion de matrices.

Se despeja la matriz X.
A-X‘B=A+B
Se multiplica los dos miembros por la inversa de A por la izquierda y por la inversa de B por la derecha
ATAXBB'=A"(A+B) B

Se opera:
IXI=A"AB'+A"BB' : X=IB'+A'l : X=B"'+A"'
Calculo de las inversas:
A7 = L adi(A)]!
Al
4 -2 [T 1) e (1SN (12
|A|_1 = dj(4) (|2| +|4|J ( 4}' g (AN} 2 4) -1 4
A—lzl(l ZJ:[% %]
6l-1 4 —% %
4 -2 =3 (1 3) e (13 (12
Bl=| 1‘__2' di(B) (| 2| +|4|J_(2 4) keI, L) =5
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