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Curso 2009-2010 Septiembre
MATERIA: MATEMATICAS II (Fase general)

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de la dos opciones (A o B) que se le ofrecen. Nunca debera
contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicios de la otra opcion. En cualquier- caso, la calificacion se
hara sobre lo respondido a una de las dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas.

Calificacion total maxima: 10 puntos

Tiempo: Hora y media

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dada la matriz:

m-—1 1 m 1
A=| 1 m-1 m 1
1 1 2 m-1
se pide:
a) (2 puntos) Estudiar el rango de A segtin los valores del parametro m.
b) (1 punto) En el caso de m = 0, resolver el sistema

X
0
A7 ]=]0
z
0
t
Solucién.
a. Por dimensiones de la matriz, rg A < 3. Como la matriz tiene términos numéricos distintos de cero, rg A > 1.

Si se toma el término a3 ; como menor de orden 1 distinto de cero y se orla, todos sus menores orlados son funcién del
parametro. Tomando uno cualquiera (a, 1, a3, 3.1, a32):

1 m-1
=2-m
1 1
Si m # 2: el menor de orden dos sera distinto de cero y por tanto rg A > 2.
11 21
Sim=2: A=|1 1 2 1] no existen menores de orden dos distintos de cero y por tanto rg A =1.
11 21

Si orlamos el menor de orden dos anterior, aparecen dos menores de orden tres.
m-—1 1 m

1 m—-1 mf=0
‘ 1 m- 1‘ B! 12

1 1 m-1 1 1
1 m-1 1 |=m’-3m? +4:(m+1)(m—22)
1 1 m-1
Discusion:
i. Sim # —1, 2: Existen menores de orden tres distintos de cero. rg A = 3.
-2 1 -1 1
ii. Sim=-1: A=| 1 -2 -1 1 | Todos los menores de orden tres son nulos, rg A < 3.
1 1 2 =2
-2 1
=320rgA=2
| )
iii. Sim = 2. Como se vio inicialmente, rg A = 1.
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0o 1Y) (o) [=x + v Lt =0
b 110 1||7=lo]: {x -y fto= 0
112-1?0 Ly £ 22 -t =0
Sumando las dos primeras ecuaciones: 2t =0:t=0
-X + vy =0
Sustituyendo el valor de t obtenido: x — 'y = 0 Como las dos primeras ecuaciones son
X +y 4+ 2z =0

proporcionales, los criterios de equivalencia permiten eliminar una de ellas.
X -y =0
X +y + 2z 0

Para resolver el sistema se transforma una cualquiera de las variables en pardmetro (x = 1.).

y = A
C42z=-0: z=-2
y + 2z = -A

Solucién: (A, %,—1,0) YAeR

Ejercicio 2. Calificaciéon maxima: 3 puntos.
Dadas las rectas:
Jy=1 | x=0
r1={z=3 r2={y—z=0
se pide:

a) (2 puntos) Hallar la ecuacion de la recta t que corta ar; y r y es perpendicular a ambas.
b) (1 punto) Hallar la minima distancia entre r; y r».

Solucion.
a. La perpendicular comun a dos rectas se calcula como interseccion de dos planos que deben cumplir las

siguientes condiciones:

Debe contener a r :(rl c TC) Debe contener a s :(r2 c TC) 1
: , c: . [~
Debe ser perpendicular a ry Debe ser perpendicularar >/ e
i3
La primera condicion de cada plano ofrece dos elemento para calcular el plano, si la recta
esta contenida en el plano el punto de la recta pertenece al plano y el vector de direccion de la %
recta es paralelo al plano. n
La segunda condicién se cumple buscando un vector v perpendicular a las dos rectas, ) [~
por lo que Vv se obtiene multiplicando vectorialmente los vectores de direccion de las dos rectas.

A Partir de las ecuaciones de las rectas obtenemos sus elementos (punto y vector).
0

= =
y=1 | " (A=(0,1,3) x=0 | (B=(0,0,0)
n = qy=1: Iy = 0: y=H:iq=
z=3 zZ=

z=3 dy =(1,0,0) y—z= d, =(0,1,1)

El vector v se obtiene mediante el producto vectorial de los vectores de direccion de las dos rectas

vzalxaz=(1,0,0)x(0,1,1)=((1) (1),—(1) (1),(1) (I)J:(O,—l,l)
La determinacion lineal de cada plano es:
A=(0,13) x y-1 z-3 B =(0,0,0) X y z
n:dd; =(1,0,0) : w={1 0 0 [=0 6:4d, =(01) : o=[0 1 1=0
v =(0,-1,1) 0 -1 1 v =(0,-1,1) 0 -1 1

desarrollando los determinantes por adjuntos de la 1? fila se obtienen las ecuaciones generales, implicitas 6 cartesiana

de ambos plano.
m=-y—-z+4=0 c=2x=0
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La ecuacion pedida se obtiene resolviendo el sistema que forman los dos planos:

4=0 =0
+z-4= -
t = y Z;B> y = 4 —B
2x =0
z=f
b. La minima distancia entre dos rectas se puede calcular como la altura del paralelepipedo que forman los

vectores de direccion de las dos rectas y un segmento formado con un punto de cada recta.

VparaLELEPIPEDO = Agase X Altura

[ABe(d, xd, |

Altura = VPARALELEPIPEDO _ —d(r, -1,)
ABASE ‘al xd, ‘
Si se tiene en cuenta que al X az =V
ABeY| |(0,-1,-3)0 (0,-1,1) 0+1-3] 2

dlr -1 )=—5—= = -2 _\h
(o-r) K 0.1, ez V2

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.
Calcular los limites:

a 3x+2e*
a) (1 punto) Lim(l +arctan X)A b) (1 punto) Lim —————
x—0 X—>00 7X + Sex
Solucién.
a a . . 2
a. Lim(1 + arctan X)A = (I+arctan O)A =1”. Indeterminacion del namero e.
x—0
a 1
. 0 T2
a Lim[i(Harctan x—l):} Lim 2 Tetanx eﬁ Lim— X" Lim—2 3 a 3
Lim(1 + arctan X)A =ex0LX =ex20 X = ex20 1 —ex20lix” — 1407 —e?
x—0 L'H
0, 0,
. 3x+2e* (AO) . 3+2e* (40) . 2e* ., 2 2
b. Lim——— = Lim = Lim =Lim—=—
x—0 7x +5¢* L'H x>o 745X L'H x>w §eX  x>05 5

Ejercicio 4. Calificacién maxima: 2 puntos.
Calcular:

1 x
a) (1 punto) J —dx
0] 2
4-x

b) (1 punto) Ig X cos x dx

Solucién.
, fn+1
fen(e) s =Ty .
a. Ilde: f(x):4—x2:f'(x):—2x :—111(4—x2)_%-(—2x)dx: _lﬁél—_xL =
0 2 270 2 _1 +1
4-x ne_L 2
2 o

[ L) :(—(4—;;2)%}1 :(_@l = a2 —(—J4—02):2—\/§
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b. Integral por el método de partes.

m 3 u=x—>du=dx (e T (® (e T (. .
IOXCOSXdX_{dv=cosxdx—>V=senx}_(X senx]o josenxdx—(x senx]0 (cosx]o_

=(x-senx+cosx]g =(n-sen n+cos1t)—(0-sen 0+cos0)=—2



www.clasesdeapoyo.com

OPCION B

Ejercicio 1. Calificacién maxima: 3 puntos.
Dados el plano
ny =2x-3y+z=a
y el plano , determinado por el punto P(0, 2, 4) y los vectores v, = (0, 2, 6) y Vy = (l, 0, b), se pide:
a) (1 punto) Calcular los valores de a y b para que 7, y 7, sean paralelos.
b) (1 punto) Paraa=1yb =0 determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de wt; y ,.

¢) (1 punto) Paraa =4y b=-2 determinar los puntos que estan a igual distancia de 7, y 7,.
Solucidn.

a. Los datos relativos a m, permiten obtener la ecuacion general del plano.
P(0,2,4) X y-2 z-4
ny =1V, =(02,6) ; my =0 2 6 |=0 Desarrollando: 7, =2bx +6y—2z-4=0
v, =(1,0,b) 1 0 b

Para que los planos ;= 2x — 3y + z=ay m, = 2bx + 6y — 2z = 4 sean paralelos se debe cumplir:
2 _B3_ 1 a 1_ 1 a b=-2
2 4 |ax-2

26 6 -2 4 b
Para a# -2 y b =-2, los planos son paralelos

b. Paraa=1: n; =2x-3y+z=1
Parab=0: n, =6y—-2z=4

{2x—3y+z:1{2x—3y+221 y=A {2x+z:1+3k
r= .

= :{2x+(—2+3x)=1+3x;x=i
6y—-2z=4 3y—z=2 z=-2+3\ 2
3
X=—
2
r={ y=L VieR
z=-2+3\

c. Paraa=4: n; =2x-3y+z=4
Parab=-2: m, =—4x+6y—-2z=4

Se trata de planos paralelos, para trabajar con ellos conviene expresar las ecuaciones lo mas simplificado
posible.
m =2x-3y+z-4=0: my, =2x-3y+z+2=0

Los puntos P(x, y, z) buscados deben cumplir la condicion: d(P—n;)=d(P-n,)
|2x—3y+z—4| B |2x—3y+z+2|

V22 (32 412 ) V22 + (3P 412

Simplificando las raices:
|2x—3y+z—4| =|2x—3y+z+2|
Quitando los valores absolutos y ordenando se llega a la ecuacion de un plano paralelo a ambas que se
encuentra a igual distancia de 7, y de m,.
(+):2x =3y +z—4=2x -3y +z+2:6=0.No tiene sentido
2x =3y +z-4=+2x -3y +z+2):
(-):2x -3y +z-4=-2x+3y-z-2:4x -6y +2z-2=0

n=2x-3y+z-1=0
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Ejercicio 2. Calificacién maxima: 3 puntos.
Los puntos P(1, 2, 1), Q(2, 1, 1) y A(a, 0, 0) con a > 3, determinan un plano n que corta a los semiejes positivos de
OY y OZ en los puntos B y C respectivamente. Calcular el valor de a para que el tetraedro determinado por los puntos
A, B, Cy el origen de coordenadas tenga volumen minimo.
Solucién.

Se trata de un problema de optimacién en el que la funcion a optimizar es el volumen del tetraedro
determinado por el plano 7t y los planos coordenados. La forma mas sencilla de obtener la expresion del volumen de
este tetraedro es a partir de la ecuacion candnica del plano 7.

0Z

oY
B{0b,0)
3 | a 0 0 |
Ala,0,0) V- ao{bxa)|- El|(a,n,nja (10, 6.0) (u,n,c]l]| =2 b 0= —abe
ox 00 ¢

El plano & se determina con los puntos P, Q y A.
P(1,2,1) P(1,2,1) x-1 y-2 z-1
1=1Q2L1)={ QP=(-1,10) =[ -1 1 0 [=0
A(a,00) |AP=(1-a2]1) [I-a 2 1
Desarrollando el determinante y ordenando se obtiene la ecuacion general del plano.
nzx+y+(a—3)z =a

La ecuacion general del plano permite obtener la ecuacion canonica dividiendo toda la ecuacion por el
término independiente y ordenando.

La ecuacion canonica permite expresar el volumen del tetraedro en funcién del parametro a:

1 1 1 0 0 1 1 a3
Vz—éo(ﬁxé]:—(a,0,0)o (0,2,0)%| 0,0,—2—|[==l0 a 0 |=caa. 2 =-2
6 6 a-3 a a-3 6a-3

0 0 —

a-3

Para calcular el tetraedro de volumen minimo se deriva la expresion y se iguala a cero.
v _13%-(a-3)-a’-1_12a’ -9’
6 (a-3) 6 (a-3)
223 —952 a’?=0:a=0

- — 0743 042 —0-a2(7a _0)— -
V—O.—(a_3)2 0:2a° —9a* =0:a*(2a-9)=0: 23_9:0:21:%

De las dos posibles soluciones, la tnica que cumple la condicion de a > 3 es a = 9/2. Para comprobar si se
trata de un minimo se sustituye en la segunda derivada.

V,,:l(6a2 —18a)-(a—3)2 —(2a3 —9a2)-2-(a—3)-1 :l(a—3)~«6a2 —18a)-(a—3)—(2a3 —9a2)~2):
6 (a-3)° 6 (a-3)°

1(6212 —18a)-(a—3)—(2a3 —9a2)-2 _12a°-18a” +54a _lza-(a2—9a+27)_ a~(a2—9a+27)

6 (a-3)° 6 (@-3f 6 (-3  3@a-3)
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Ejercicio 3. Calificacién maxima: 2 puntos.
Dado el sistema:

X + 2y - z
2x -y + z

Il
w O

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la compatibilidad del sistema.
b) (0,5 puntos) Afiadir una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado. Razonar la respuesta.
¢) (0,5 puntos) Afadir una ecuacion para que el sistema sea incompatible. Razonar la respuesta.
Solucion.
a. La clasificacion de un sistema segun el tipo de solucion se hace a partir de los rangos de las matrices de
coeficientes y ampliada.

1 2 -1 1 2 -10
A:( J: A*:( j AcA*=>rgA<rgA*<2;n=3

2 -1 1 2 -1 1 3
12 . o .
y 1T -5#0=rgA=2=rg A*<n=3. Sistema compatible indeterminado.
b. Para que un sistema de ecuaciones sea compatible determinado, rg A =rg A* = n. Teniendo en cuenta que el

numero de incognitas es tres, habra que afiadir a la matriz de coeficientes (A) una fila de tal forma que el determinante
de la nueva matriz de coeficientes sea distinto de cero, teniendo en cuenta que la matriz de coeficientes es una
submatriz de la ampliada, si la matriz de coeficientes tiene rango tres, la ampliada también tendra rango tres.

Si tenemos en cuenta que el menor # 0 bastara con afiadir la fila 0, 0, 1.

12 -1 12 -1 L,
A=[2 -1 1[|:A=2 -1 1 :1-(—1)3+3-2 [=3#0=rgA=3
0 0 1 0 0 1

El término 3.4 de la matriz ampliada puede ser cualquier nimero debido a que su rango es tres
independientemente del valor de ese término.

1 2 -10
A*=12 -1 1 3|:rgA*=3
0 0 1 0

X + 2y —z =0

S:42x — 'y + z = 3:rgA=rgA*=n=3. Sistema compatible determinado
z = 0
c. Para que el sistema sea incompatible, rg A # rg A*. para conseguir que los rangos sean distintos, se afiade una

tercera ecuacion en la que los coeficientes de las variables sean una combinacion lineal de los coeficientes de las dos
primeras ecuaciones (lo mas sencillo es que sean la suma), y el termino independiente cualquier otro valor excepto el
que le corresponderia por la combinacién lineal.

X + 2y —z =0
S:942x — y + z = 3
3x + y =0



www.clasesdeapoyo.com

2
1;«f20:>rgA:2

1 2 -1 0)[1 2 o0 |
1 3R —13:3~(—1)2+3~3
1 0 0)[3 1 0
g

rg A #rg A* Sistema incompatible.

2
l‘:5¢0:>rgA*:3

Ejercicio 4. Calificaciéon maxima: 2 puntos.
Dada la matriz:

0 a a+2
se pide:
a) (1 punto) Estudiar el rango de A seglin los valores del parametro a.

b) (1 punto) ;Para qué valores de a existe la matriz inversa A™'? Calcular A paraa=1.
Solucion.

a. Para discutir el rango de una matriz cuadrad en funcién de un parametro, se calculan los valores del parametro
que anulan el determinante de la matriz.
-a 0 a

detA=|a a-1 0 :—a~(a—1)-(a+2)+0+a3—0—0—0:—a2+2a=a(2—a)
0 a a+2

|A|:O:a(2—a):0:{ a=0

2-a=0 a=2
Discusion.
i Sia#0,-2. |A|#0. rgA=3
0 0 O Lo
i, Sia=0: A=[0 -1 0 :|A|=0:‘0 2‘:—2¢O.rgA=2
0 0 2
-2 0 2
. -2 0
i, Sia=2: A=| 2 01:/A]=0: , = 270rgA=2
0 2 4
b. La condicion necesaria y suficiente para que una matriz tenga inversa es que su determinante sea distinto de
cero.

Teniendo en cuenta el apartado anterior, sia # 0, 2, el |A| # 0 y por tanto existe A~

“10 1
a=l
Sia=1: A=| 1 0 0[: A =%(ade)t :|Al=a(2-a) = 1-(2-1)=1
0 1 3 Al
t
00 1o 1 0
sl o sl Tlo s
0 -3 1N" (0 10
S Y T R S T T S O
AT == adj| - + . =11 =3 1| =|-3 3 1
1 13 o 3 |o 1 0 1 o Dl
01 |11 |11
+ - +
00 |1 o [1 o




