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1. Polinomios

Definicién 1.1 Un polinomio, P(x) en x es una expresion algebraica finita
de sumas, diferencias y productos de x con valores numeéricos constantes.

P)=anz" +apn 12" '+ +arz+ao

Los numeros a; son los coeficientes del polinomio. El grado del polinomio es ]\ 13;
el mayor exponente de x.

» Ejemplos de polinomios en x son:

a) P(x) =2z + 1 es un polinomio de grado 1 o lineal.
b) Q(x) =32% —5x 4+ 1 es un polinomio de grado 2 o cuadratico.
¢) R(z) =22 —42% 4+ 5 es un polinomio de grado 3 o ctibico.
d) T(r) =22% —42% + 52 — 1 es un polinomio de grado 8.

Al referirnos al grado de un polinomio escribiremos abreviadamente gr(P(x)),
asi en los ejemplos anteriores tenemos

gr(P(x)) =1 gr(Q() =2  gr(R(z))=3  gr(T(x)) =8

<4 Doc Doch
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1.1. Operaciones con los polinomios

® Suma de polinomios

Para sumar dos polinomios se suman los términos semejantes.
Ejemplo 1.1. Sumar los polinomios
Pz)=2z*-5234+622 -z +3 Qz)=—z*+ 623 — 522 — 2z — 1.

Solucion:
Para sumarlos es convenientes colocar los polinomios de forma que coincidan
los términos semejantes o de igual grado.

Pz)= 2z* -5z2% 4622 -z 43

Qz)= —a' +62% 52 22 -1

P(z)+ Q(x) = zt -2 42?3z 42

Ejercicio 1. Efectuar las sumas de los polinomios:
a) P(z) = —32° +22* — 23 + 622 -7 Q(z) =22* — 223 + 522 + 2
b) A(x) =48z +5x2 — 23 B(z) =5+ 6x — 5z
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® Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios P(z) - Q(x) se multiplica cada término
de uno de ellos por todos los términos del otro polinomio.

B

s=B+u;

Ejemplo 1.2. Multiplicar los polinomios SOCIALES
Pz)=72>-3z+5 Qz) =2z —3.
) Ma

Solucion:
Es conveniente disponer los calculos como se muestra a continuacién:

P(z) = 722 -3z 45

Qz) = 20 -3

—2122 49z -—15

14z —622 +10z

P(2)Q(z) = 142® 272> +19z -15

Ejercicio 2. Multiplicar los polinomios:
P(z) = 42% — 3z +2 Qz)=x*+2z-5

<4 Doc Doch
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e Cociente de polinomios

Algoritmo de la division. Los pasos a seguir para dividir dos poli-
nomios,

N(z)

D(x)

siendo N(z) el numerador o dividendo y D(x) el divisor:

gra(N(z)) = gra(D(z))

a) Ordenamos los términos del numerador N(z) y del divisor D(z) de
forma que las potencias de x sean decrecientes.

b) Dividimos el primer término del numerador por el primer término del
divisor. Esto da el primer término del cociente C(z).

¢) Ahora, multiplicamos el término del cociente calculado por el divisor y
restamos al dividendo el producto calculado. El resultado es el resto.

= Si el grado del resto es menor que el grado del divisor, fin de la
division.

= En caso contrario se divide el resto entre el divisor como en el
apartado b) para calcular el siguiente término del cociente, y se
repite el proceso.

Una vez hallados el cociente C(z) y el resto R(z) se puede expresar
como,
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» Algoritmo de la divisién
20t 42 4322 -5z —12 | 2?2 —4 Divisor

By

212 Cociente SOCIALES

Se divide el término de mayor grado del dividendo entre el

2 5 o <« Doc Doch
término de mayor grado del divisor 2z : 2% = 222
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» Algoritmo de la divisién
2zt 423 4322 5z

—o* +822

2> 4522 -5z

Se multiplica 2z% por el divisor y se cambia de signo para

restarselo al dividendo

—12 | 22 —4

—12
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» Algoritmo de la divisién

2zt 423 4322 5z
—2z* +8 22

3 4522 —5z

—z3 +4x

Gy =48

—12 | 22 —4
222 +
—12  resto parcial

—12

Divisor

Cociente

Se divide el término de mayor grado del resto parcial entre el

término de mayor grado del divisor x

31.’172:!17.
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» Algoritmo de la divisién

2z 423 4322 —b5xr —12 | 22 —4 Divisor
—2z* +8 22 222 +x +5 Cociente
z3 4522 -5z —12 Ma ‘
—z3 +4x
Gy —x —12 resto parcial
—52? 20
—x  +8

Se divide el término de mayor grado del resto parcial entre el

2 5 S c <« Doc Doch
término de mayor grado del divisor 522 : 2% = 5.
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A+Au

» Algoritmo de la divisién

2z +2% +32® b5z -12 | 2® -4 Divisor N
—2z* +8 22 222+ 245 Cociente \::::lh
3 4522 —5x —12 Ma [
—z3 +4x
+527 -z —12
—52° 20

-z +8 RESTO

Cociente C(z) = 22° +x+5 Resto R(z) = —z +8 y se cumple la relacién

N(x) = D(z)-C(x) + R(x)
Cuando el grado del resto parcial es menor que el grado del divisor g poe Docp

finaliza la divisién.
Volver Cerrar
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Ejercicio 3. Efectia las divisiones de los polinomios.

203 =322+ —1 dzt + 222 +x + 1

%) T —2 b) 2 +1

Ejercicio 4. Efectua las divisiones de los polinomios expresando la solucion
de la forma:

N(z) R(z)
=
(o) ~ )" Dy
)3x3+4x2+5x—1 b) 323 + 42 + 5z — 1
“4 z+2 2 42
422 — 6x — 4 2t —2x—15
) ————— d) -
20 +1 % —5
e) —22% 4+ 822 +3x+5 f) xt =223+ 822+ 3z +5
2 +z+2 24+ x4+2
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1.2. Divisién por = — a. Algoritmo de Ruffini

Cuando el divisor es de la forma = — a, la divisién se puede realizar de
una forma sencilla con el algoritmo de Ruffini.
A la izquierda se realiza con la caja y a la derecha por Rufini para observar
como aparecen los coeficientes del cociente y el valor del resto.

42> —62® 45z —11 £—2 4 -6 5 -l1
2
—42° 4827 422 +22+9 1
2 2
v 4 -6 5 -11
222 4z 2 8
9z —11 4 2
-9z +18 4 -6 5 -11
- 2 8 4
Clz) =42 +2z+9 42 3
Resto=17 4 -6 5 -11
2 8 4 18
4 29

<4 Doc Doch
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, r=A+iu

Ejemplo 1.3. Aplica la regla de Ruffini para calcular el cociente y el resto

de las siguientes divisiones de polinomios::
.

) z® —32% + 2z +4 ) t+ 41 L
r+1 z+1 SOCIALES
223 — 150 — 8 4x3 + 422 — 5z + 3
i D%z Ma
Solucion:
1 -3 2 4 1 0 1 0 1
a) —1 -1 4 —6 b) =1 -1 1 =2 2
|1 —4 6 [-2 |1 -1 2 -2
gg;zf22_4x+6 Clx)=2%—22+22 -2
R(z) =3
2 0 —-15 -8 4 4 -5 3
c) 3 6 18 9 d) -2 -8 8 —6
|2 6 3 4 -4 3 [-3
C(x) =22 + 6z +3 C(z) =42® — 42+ 3
R(z)=1 R(z)=-3

<4 Doc Doch
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1.3. Valor numérico de un polinomio. Teorema del Resto

Si en un polinomio sustituimos = por un valor numérico x = a obtenemos
el valor numérico del polinomio y lo indicamos como P(a).
» Ejemplos de valor numérico de polinomios son:

a) Enz =1el valor de P(z) =22+ 1 es
P(1)=2(1)+1=3
b) En z = 2 el valor de P(z) =32% — 5z + 1 es
P(2)=3(22-5(2) +1=3
¢) Enz =0 el valor de P(z) =223 — 422 + 5 es
P(0)=2(0)°—-4(0)>+5=5

Teorema 1.1. Teorema del resto.

‘ El valor de P(z) en = a coincide con el resto de P(z) : (z — a) ‘

Ejemplo 1.4. Hallar el resto, sin dividir de 6 2®> — 5z —6: 2 — 1.

Solucion: El resto coincide con el valor numérico en x = 1.
P(1)=6(1)2-5(1)—6=—5

MATEMATICAS
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2. Factorizacién de polinomios

Factorizar un polinomio es un proceso inverso de desarrollar un producto
de polinomios. Por ejemplo la expresion

(x+1)(z+2)=22+3z+3

observada de izquierda a derecha estd desarrollada y vista de derecha a ]\ 1 a
izquierda estd factorizada. La factorizacion tiene varios usos matemaéticos.
Por ejemplo

Para simplificar fracciones algebraicas:

23 +322+2x x(z?+3z+2)

= < factor comin

r+1 z+1
1 2
= w < factorizando
T+ 1
=z(z+2) < simplificando

Para resolver ecuaciones: Si queremos resolver la ecuacién
23 4+3224+22=0
y el polinomio esta factorizado

zz+1)(z+2)=0=2=0 z=-1 z=-2

basta hallar los valores que anulan los factores. <« Doc Doch
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Segin se pueda o no descomponer en factores un polinomio tenemos la sigui-
ente clasificacion

Reducible Un polinomio se llama reducible cuando se puede descomponer
en producto de polinomios de grado mayor o igual que 1.
22 + 2z = x(z + 2) < reducible
242 +1=(z+1)? < reducible
23— 222 — 524+ 6 = (z — 1)(z + 2)(z — 3) < reducible

Irreducible Un polinomio se llama irreducible cuando no se puede de-
scomponer en producto de polinomios de menor grado.

Test. Considera el polinomio P(x) = 22 + 2, como P(z) se puede escribir
como

P(z) =222 +2=2(z2+1)
significa esto que el polinomio es reducible?.

I:l Si. I:l No.

Los polinomios 22 + 1 y 22 + x + 1 son irreducibles porque no se pueden
descomponer en factores de menor grado.

Los factores de un polinomio pueden ser lineales o cuadraticos. Por ejem-
plo, el polinomio
-t —1=(x—-1)(*+1)

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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tiene un factor lineal z — 1 y un factor cuadratico 2 + 1. El polinomio
(212 + 1)

tiene el factor lineal x — 1 que se repite 3 veces y decimos que es de multipli-
cidad 3, y el factor cuadrético irreducible 2% + 1.

Ejemplo 2.1. Observa el siguiente polinomio descompuesto en factores:
B2z+ D (@? +1)56B-22)3 @ +z+1)

y clasifica el tipo y multiplicidad de sus factores.

Solucion:
Factor Tipo Multiplicidad
® lineal 3
(2z+1)*  lineal 4
(2 +1)5 cuadratico 5
(5—22)%  lineal 3
(x> +x+1) cuadrético 1

MATEMATICAS
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, r=A+du

2.1. Raiz de un polinomio.

‘ Definicién 2.1 Decimos que a es una raiz de P(x) cuando P(a) = 0. ‘ >

B
s=B+py

SOCIALES

» Ejemplos de raices de polinomios son:
a) ¢ =1 es una raiz de P(z) =2z — 2 pues, P(1) =2(1) —2=0.
b) = 2esunaraizde P(z) = 322 —52—2 pues, P(2) = 3(2)?-5(2)-2 =
0.

Inicio del Test Responde las siguientes cuestiones:

1. 2 = —2 es raiz de 2% — 4 I:l Cierto I:l Falso
2. x = —2 es raiz de 32% + 62 — 1 D Cierto D Falso
3. 1= 2esraizde 2® +4x +4 I:l Cierto D Falso
4. x = —1 es rafz de (z — 2)(z? + 1) D Cierto D Falso
5.2 =3 es raiz de 4z* — 22° + 3z — 1 I:l Cierto I:l Falso
<« Doc Docp»
Final del Test [Puntos: [ Correctas |
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Teorema 2.1. Raices y Factores lineales .

x = a es una raiz de P(z) si y solo si (x — a) es un factor de P(z) ‘

2.2. Métodos de Factorizacion

El método general de factorizar un polinomio es hallando sus raices.
» Factorizaciéon de polinomios cuadraticos Para factorizar un poli-
nomio cuadratico

P(z)=azx’+bz+c a#0 (1)
hallamos sus raices con el algoritmo
. —b+Vb% —4dac

2a
Si las raices son z1 y 2 el polinomio se factoriza de la forma

Px)=az’+bzx+c=alr—z1)(z — z2)

Ejemplo 2.2. Factorizar P(z) = 2% — 3z — 4.
Solucion: Hallamos sus raices:
3+ _2\2 __ —
L, 3EVEPANED _32VE
2(1) 2

12—1 LE2=4

MATEMATICAS
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A+Au

luego
Plx)=2°>-3z—4=(z+1)(z—4) 7
O e

s=B+u;

Ejemplo 2.3. Factorizar P(z) = 22 + 2z + 1. SOCIALES
Solucion: Hallamos sus raices:
Ma

. —2+/(2)2 —4(1)(1) _ —21\/6:>

o -1 1
2(1) 2 AR o

luego
Piz)=2>+2z+1=(x+1)(z+1) = (z+ 1)

Ejemplo 2.4. Factorizar P(z) = 2° 4+ = + 1.

Solucion: Hallamos sus raices:

- V(1)2 —4(1)(1) _1£V-3

2(1) 2
luego P(z) = 2 + z + 1 es Irreducible O

= No tiene raices

Ejemplo 2.5. Factorizar el polinomio cuadrético 622 + = — 1.

Solucion:

L v1+24 — 1 1 <4 Doc Doch

2
— 1= = = _ -
6" +x 0=« 15 1=3 T2
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22
9 1 1
6x“+x—1=6 x—g x+§ < se opera
-1 2 1
=6 <3$3 ) ( x;— ) < simplifica
=Bz-1)(2x+1)
O
Ejemplo 2.6. Factorizar el polinomio cuadratico 8 z2 + 2z — 1.
-2+ 4+ 32 1 1
Solucion: 8x2+2$—1:O:>:r:—+:>9:1:— To = ——
16 4 2
9 1 1
8x°4+2x—-1=8 :U—Z x—|—§ < se opera
4r—1 2 1
= 8( x3 ) ( 1:2—1— ) < simplifica
=M@dz-12z+1)
O
Ejemplo 2.7. Factorizar el polinomio cuadratico 622 — 5z — 6.
Solucion: 62°> —5x —6=0= 1, =3/2 x5 =—2/3
3 2
62> -5z —6=6(x — 5)(:c+§) = (2 — 3)(3z +2)
O
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» Factorizacién de z? — a? Para factorizar un polinomio cuadrético de
la forma 2% — a? es muy sencilla ya que se tiene

2> —a’=(z—a)(z+a)

Ejemplo 2.8. Factorizar los polinomios cuadraticos siguientes.
a) 2% — 1. b) z2 —4. c) 422 —9.
Solucion:
a) 2 —1=(z—1)(z+1)
b) 22 —4=(z —2)(z +2)
¢) 422 —9= (22 —3)(2z2 + 3)

O
Ejercicio 5. Factorizar los polinomios cuadraticos siguientes.
a) 2+ 7z +10. b) z°> — 7z + 10.
c) 2 -3z —10. d) =%+ 3z — 10.
e) 2 + 11z + 10. f) #? -9z —10.

MATEMATICAS
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Ejercicio 6. Factorizar los polinomios cuadraticos siguientes.

a) 2’ +4zx —12. b) z°+ 3z — 18.
c¢) 2 — 10z + 21. d) 2>+ 7z —8.
e) > — 2z + 1. f) 22® +8z +8.

» Factorizacién de polinomios ciibicos
Para factorizar un polinomio cibico

P(z) = azz® +azx® + ayx + ap as #0 (3)

habréd que hallar sus raices. El caso mds sencillo es cuando P(x) tenga al-
guna raiz entera. En este caso la raiz tiene que ser un divisor del término
independiente. Esto se debe al siguiente teorema.

Teorema 2.2. Raices enteras de un polinomio .

Si x = a es una raiz entera de

P(z)=az2® +azz® + a1z +ag

entonces a divide al término independiente ag

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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ac era

Ejemplo 2.9. Factorizar P(z) = 2 — 22% — 52 + 6.

Solucion: Si hay una solucién entera estard entre los divisores de 30.

Aplicamos Ruffini con z =1 > 1 1 -1 -6 M a
Cociente 22 — 2 — 6 > 1 -1 -6 @
Aplicamos Ruffini con z = -2 > -2 -2 6
Cociente z — 3 > 1 -3 @
Aplicamos Ruffini con x =3 > 3 3

Luego la factorizacién de P(x) tiene tres factores lineales:

P(z)=2®-22>-52+6=(z—1)(z+ 2)(z — 3).

<4 Doc Doch
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A+Au

Ejemplo 2.10. Factorizar P(z) = z* + 2% — 192 + 11z + 30.
Solucion: Si hay una solucién entera estard entre los divisores de 30.

B

11 19 11 30 S
Aplicamos Ruffini con x = —1 > -1 -1 0 19 -30 Ma
Cociente 2 — 19z 4 30 > 1 0 -19 30 [o]
Aplicamos Ruffini con x =2 > 2 2 4 -30
Cociente 2 + 2z — 15 > 1 2 -15 @
Aplicamos Ruffini con x =3 > 3 3 15
Cociente z + 5 > 1 5 @
Aplicamos Ruffini con x = =5 > 9| -5
1 [o]

Luego la factorizacién de P(z) tiene cuatro factores lineales:

P(z)=z*+2° - 1922 + 11z + 30 = (z + 1)(z — 2)(z — 3)(x + 5)

0 <4 Doc Doch

Volver Cerrar
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Ejemplo 2.11. Factorizar P(z) = 32! —22° + 22 — 3.

Solucion: Si hay una solucién entera estara entre los divisores de —3.

B

s=B+u;

3 2 0 2 -3 SOCIALES
Aplicamos Ruffini con z =1 > 1 3 1 1 3 Ma
Cociente 32° + 22 + = +3 > 3 1 1 3 @
Aplicamos Ruffini con z = -1 > -1 3 02 -3
Cociente 3z% — 2243 > 3 -2 3 @

El dltimo cociente es cuadratico y con Ruffini no encontramos raices. Re-
solvemos con la ecuacién de 2° grado.

2+v-32
6

322 -2z +3=0=2= = No tiene raices

luego el tltimo cociente 3z — 2z + 3 es irreducible. Luego la factorizacién de
P(z) tiene dos términos lineales y uno cuadratico irreducible.

P(z)=3z*—-22°4+22x - 3= (2 — 1)(z + 1)(32% — 22 + 3)

<4 Doc Doch
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Ejercicio 7. Descomponer en factores los polinomios.

a) z° — 25. b) 3zt + 922 A

¢) @®+ 2%+ . d) 32 — 2022 + 27 — 10. socrires
e) 3 —42®> +5x — 2. f) a* =523+ 922 —7x+2. Ma
g) z* —62%+132% — 122 + 4. h) z® +32% — 4z —12.

Ejercicio 8. Descomponer en factores los polinomios.

a) 28 — 3z — 2. b) 3z% + 522 — 22.

c) z* —32® — 1222 + 52z — 48. d) z* —52° +52% — z - 12.
e) x3 — 2% — 142+ 24. f) 2zt + 723 + 422 -7z —6.
g) 3 —132% + 552 — 75. h) x3 +2x+3.

i) 2 —22% — x4+ 2. §) 3zt —223 42z 3.
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Seccién 3: Fracciones Algebraicas
3. Fracciones Algebraicas

Definicion 3.1 Una fraccion algebraica, es toda expresion de la forma

P(x)
Q(z)
donde P(x) y Q(z) son polinomios. Ma
» Ejemplos de fracciones algebraicas son:
2241 z—95 222 +1
z 224+ 1’ 3+ 3z

Definicion 3.2 Cuando en una fraccion algebraica el numerador y denomi-
nador tienen factores comunes se llama reducible. En caso contrario se llama
wrreducible.

2 1
s < irreducible
T
. = ks = L < reducible
224+ z(x+1) x+1
?+z  z(z+1) x

22-1 (z—1(z+1) z-1 rectiebie

<4 Doc Doc »
Ejercicio 9. Simplifica por factorizacién las fracciones algebraicas siguientes:
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1422 — Tz 422 — 1
a) ——5—— b) 55 Ta
Tx 422 — 122 +9
222 — 6z x2 — 18z + 81
¢) ——— d) ———
622 — 54 z2 — 81
22 +8x+ 16 22 +r+1
e) —m——— ) ———
z° — 162 0 —1

3.1. Operaciones con fracciones algebraicas

® Suma de fracciones algebraicas

Para sumar dos fracciones algebraicas se reduce a comin denominador.

» Si tienen el mismo denominador, se suman los numeradores y se deja
el mismo denominador.
2z+1 3z S5r+1
+ =
z+1 r+1 z+1
» Si tienen distinto denominador, se calcula el comun denominador, que
es el minimo comun multiplo m.c.m. de los denominadores.
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31 |-
Ejemplo 3.1. & o
r+1 33—z z+1)(x+1)+B—x)(z+2
x+2+x+1 = ( )((z+)2)(::£+1))< ) m.cm = (z+ 2)(z + 1) 2

3xr—5 SOCIALES
= m < operando
Mal
Ejemplo 3.2.
2¢z+4+1 3x 2z+1 3z

ol 1 s +(m—1)(x+1) m.cm= (z —1)(z+1)
(2z+1)(x—1)+ 3z

(z — 1)(z+ 1) < operando
_ 2o
C(-1D(z+1)

Ejercicio 10. Efectia las sumas reduciendo a comin denominador.

) L3 L3

a S — S —

z+1 x2-1 2+z z4+1
1 3 1 3
o2 d) —— 2

) 2¢ 4x? — 4z ) 2+ 2—2
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® Producto y divisién de fracciones algebraicas

Para multiplicar o dividir dos fracciones algebraicas se efectia: AN

B

s=B+u;

P(z) R(x) _ P(z)- R(z)
Q@) 5@ Q@) S@) Ma
P(z) R(z) _  P(z)-S)
Qz) ~ S(x) Q(z) - R(x)
Ejemplo 3.3.

r x+3 xz(x+3) x+3

t+1 z  (z+Dz z+1

xr x+3 Tz _ z?

z+1" xz  (z+1)-(24+3) x2+4z+3

T 3 z(x+1) &

22—1 z+1 3@z+D)z—-1) 3@-1)

Ejercicio 11. Opera y simplifica las fracciones algebraicas.

a)

3z +3

(z+1)?

122 —12°

2 —1

2 4+2x -3 (v-2)32

b)

(x—2)°

2 —1

<4 Doc Doch
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A+Au

Ejercicio 12. Calcula y simplifica si es posible:

0) 2 1—3x b) 6xr+4 4x+1
5 x242¢

r—2 2x44 B

s=B+u;

SOCIALES
—622 z+1 xz+1

422 -9 3
22 +2x+1 3z3 3z

Tx 3—2x Ma

d)

¢)

Ejercicio 13. Simplificar:
2+ 1 y2+1+x2—1 y?—1
B Y y x

m2—3x—|—2_ 22 —bx +4
22 —br+6 z2—Tr+12

a)

b)
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.

MATEMATICAS
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A+Au

34

<

Plj= 8" 2s == i -7
a) Qx) = 2z —243 +52% 4z M
al
Pz)+Q(z) = -32° 4a' -34° +112%® +a -7 -
Alz)= —-=2° +b22 -8z +4
b) B(z) = —522 46z 5
A(z) + B(z) = -2’ -2z 49

Ejercicio 1
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1° Bachillerato

A+Au

Ejercicio 2.

>

P(z) = 422 -3z 42 <

s=B+u\7

SOCIALES

Qz) = 2 2z -5

—9202%2 +15¢z —10
83 — 62> +4x

42 =323 4222

P(z)Q(z) = 4z* +52% —242> +19z -10

Ejercicio 2
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Soluciones a los Ejercicios

A+Au

Ejercicio 3.

a) 203 —3x2+x -1 =2$2+I—|—3+L \
xr—2 T — 2 f=n+\;n7
SOCIALES
223 —3z2 +x -1 r—2
—2x3 4422 222 +x +3 Ma, 1
z2 +z -1 i
—22 2z
3r —1
-3z 46
+5
4ot + 222 + 2+ 1 9 z+3
b) o] =4z —2—1—1:2_'_1

4a* +22%2 +x 41| 22+1

—4z* —4 22 422 — 2
—922° 4z +1
212 +2
r +3

. <4 Doc Doch»
Ejercicio 3
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Ejercicio 4.

a)

3 2 _
327 + 4x° + dx 1:3$2_2x+9_ 19
T+ 2 T+ 2
33 +4a? + 52— 1 z+9
P— 4——
2+ 2 e 242
422 — 6x —
63 6x 4:237—4
20+ 1
4
z° =2z —15 9 —2z + 10
e S oy T oF
z2 -5 Tt 2 -5
—22% + 82243 5 3 15
i i o i :_2334_10_L
24+ +2 224+ +2
4 _ 9223 + 82243 5 13
a8 r° + 8x° + 3x + —2? 3pa9g_ 0
2 +x+2 A )

37

Ejercicio 4
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<

s=B+u\:
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Prueba de los Teoremas

Prueba del Teorema 1.1. En efecto, si dividimos P(z) :
dremos un cociente C'(x) y un resto R, de forma que

Pz)=(x—a)-Clz)+ R
Sustituyendo x por a en la expresiéon anterior

Pla)=(a—a)-Cla)+ R=0+R=R

MATEMATICAS

38 1° Bachillerato
(x — a) obten-
e,
s=B+py
SOCIALES
<

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Prueba de los Teoremas 39

Prueba del Teorema 2.1. En efecto:

» Six = a es una raiz de P(z), al dividir P(z) : (z — a) obtendremos un
cociente C'(x) y un resto R, de forma que

Plz)=(x—a)-C(z)+ R
Sustituyendo x por a en la expresién anterior
Pla)=(a—a)-Cla)+R=0+R=R=0
como R = 0 la divisién es exacta y se tiene que P(z) = (z —a) - C(x), y por

tanto x — a es un factor de P(x).

» Si (z — a) es un factor de P(x), entonces se tiene que
P(z) = (z —a)-C(z)

y al sustituir por a, el valor de P(a) es 0, y por tanto z = a es una raiz de
P(z). <
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Ejercicio 5.
.

a) 2*+ 7z +10 = (z +2)(z +5) B

SOCIALES
(z =5)

) (

b) 2® — Tz +10) = (z — 2)

¢) £ -3z — 10 = (z + 2)(z — 5) Mal

d) 22 +3z-10= (z— 2)(z +5) '
) 1)
) (

e) > + 11z +10 = (z + 1)(z + 10)
f) 2> =92 —10= (z + 1)(z — 10)

Ejercicio 5
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A+Au

Ejercicio 6.

2 +4x—12= (x —2)(xz +6) <

s=B+u\7

SOCIALES

22 +32—18 = (x +6)(z —3)
22 =10z +21 = (z — 3)(z — 7) Ma 1_

)
)
)
d) 22 +7z—8=(z—1)(z+8)
Yt -2z+1=(z—-1)(z—1)=(z—1)°
)

f) 22° 4+ 8z + 8 =2(z + 2)?

Ejercicio 6
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Prueba de los Teoremas 42

Prueba del Teorema 2.2. En efecto, si a es una raiz de P(x) se tiene que
al dividir P(z) : (x — a) obtendremos un cociente C(z), de forma que

P(x) =azx® +asx® +ayx +ag = (z—a)-C(x)
Sustituyendo x por a en la expresiéon anterior
aza® +asa®+aja+ao=(a—a) Cla)=0 Ma
y despejando ag observamos que ag es un multiplo de a
ap = —a(az a® + aza + ay)

y por tanto a es un divisor del término independiente ag de P(x). |
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, r=A+iu

Ejercicio 7.
e y

a) 22 —25=(z —5)(z +5) iyt
SOCIALES

b) 3zt + 922 = 32%(2® 4 3)
) B+ tr=x(@®+z+1)
d) 3z% 202 +272 —10= (z — 1)(z — 5)(3z — 2)

f)zt—523+92> - Tz+2=(z—-1)3(x-2)

)
)
)
)
e) 22 — 4z + 52— 2= (z—1)*(z - 2)
)
g) z* — 623 +1322 — 12z +4 = (z — 1)*(z — 2)°
)

h) 23 +32% —4x—12= (z +3)(z +2)(z — 2)

Ejercicio 7
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Ejercicio 8.

a) 2* —3z-2=(z+1)%(z—2)

b) 32% + 5a% — 22 = x(x + 2)(3z — 1)
c) a* — 323 — 1222 + 522 — 48 = (z — 2)%(x — 3)(z + 4) Mal
d) z* — 5234+ 52> — 2 — 12 = (z + 1)(z — 4)(z* — 2z + 3)

23— 2% —14x+24 = (z — 2)(x — 3)(z +4)

e

)
)
)
)
)
£) 22t +72 + 422~ Tz -6 = (z - 1)(z + 1)(z + 2)(2z + 3)
g9) #* =132 + 552 — 75 = (z — 5)*(x — 3)
h) 2*+22+3 = (z+1)(2® -z +3)

i) 2 —222 - z+2=(z+1)(z - 1)(z - 2)

)

j) 3zt =223+ 22 -3=(z+1)(z—1)32% — 22 +3)

Ejercicio 8
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Ejercicio 9.

1422 -7z Tz(2z —1) &
= =2r—1
% Tx Tx * S
SOCIALES

) 422—-9 (2 -3)(2z+3) 2x+3

422 —12¢+9  (2z—-3)2 = 22-3 Z\{a
0 202 -6z 2z(z—-3) oz

622 —54 6(z—3)(z+3) 3(z+3)
2 ?—18z+81  (z—92% -9

2—-81  (z—9)(z+9) z+9
> +8x4+16 (z+4)?  z+4

2 3—162 z(z—4)(z+4) z(z-4)
m2+m—|—1_ 22 +z+1 1

2-1 (z—-1)(224+zx+1) 2z2-1

Ejercicio 9
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Ejercicio 10.

-

a) mem. = (r—1)(z+1) e
1 + 3 _ (x _ 1) —"_ 3 _ % + 2 SOCIALES
z+1 22-1 (z—-1(x+1) (z—1)(z+1) Ma

b) m.em. =x(x +1)
1 + 3 1+ 3z
24+z z+1 (z—1(z+1)

¢) m.cam. = 4x(x — 1)
1 3 20z—-1)-3  2zx-5

2 Adx(w—1) Adz(z—1) dz(z—1)

d) m.cm.=z(x—1)(z+1)
1 3 (z-1)+3(x+1) 4r 42

@ 1) a0 o e 1) ael e )

Ejercicio 10
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Soluciones a los Ejercicios 47 ATEMATICA
Ejercicio 11. , r=A¥Au
2) e
3z+3 (z+1)? (3z +3)(z% - 1) . SOCIALES

G = se opera
o-12' o1 (212 1P " Mal

= 3(1: + 1)(x _ 1)(.1: + 1) < factorizando
o 12(z—1)(z+1)2

1
< simplificando

b)
?42-3 (@-2° (@-He+3) (@2 ..
(x — 2)3 2 -1 (1, _ 2)3 (x — 1)(1‘ T 1) actorizando
= r3 < simplificando

(=2 (z+1)
Ejercicio 11
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Ejercicio 12.

0,) %
2z 1-3z _ 22(1 —3z)  2(1 - 3x) B
5 242z S5z(z + 2) o 5(x+2) SOCIALES
b)
6x+4 4r+1 23x+2)(dx+1) (Br+2)4r+1) Ma’
r—2 22+4 2z-2)(z+2) (z—-2)(z+2)
¢)
—622 r+1 z4+1 6% (z+1)2 2
x22+2x+1 3z3 3z 9(z+1)2z* 3x2
d)

422 -9 3 3(2z — 3)(2z + 3) 3(2z + 3)

7xr  3-2¢  7z(3-21) 7

Ejercicio 12
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Ejercicio 13.

a)
22 +1 y2+1+m2—1 y2—1_

_ @D+ @ -D 1)
= o X =
PPt P14 a%yt —a? — P41
= ”
2224742
e

b)

x2—3x+2_ 22 —br+4 _

22 —5x+6 22—Tr+12
_ (® -3z +2)(z? — Tz + 12)
"~ (22 -5z +6)(z2 — b5z +4)
_(z-D(@-2)(z—-4)(z—-3)
_(x—2)(ac—3)(x—4)(:c—1)_

< se opera

< factorizando

< simplificando

49

Ejercicio 13
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Soluciones a los Tests

Solucién al Test: La respuesta es que no es reducible, pues hemos definido
polinomio reducible cuando se puede descomponer en producto de polinomios
de grado mayor o igual que 1. Si escribimos

P(z) =2z +2=2(z* +1)

El factor 2 es un polinomio, pero de grado 0 y no se ajusta a la definicién,
luego 2z 4+ 2 asi como 2 + 1 son polinomios irreducibles. Final del Test
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