Numeros complejos

Las tribulaciones del estudiante Torless

—Dime, ;entendiste bien todo esto?
—;Qué?
—Ese asunto de los numeros imaginarios.

—S1, no es tan dificil. Lo unico que hay que tener presente es que la raiz cua-
drada de menos uno es la unidad de calculo.

—De eso precisamente se trata. Tal cosa no existe. Todo ntimero, ya sea po-
sitivo, ya sea negativo, da como resultado, si se lo eleva al cuadrado, algo
positivo. Por eso no puede haber ningtin nimero real que sea la raiz cua-
drada de algo negativo.

—Completamente cierto. Pero, ;por qué, de todos modos, no habria de inten-
tarse aplicar también a un nimero negativo la operacion de la raiz cuadrada?
Desde luego que el resultado no puede tener ningun valor real; por eso el re-
sultado se llama imaginario. Es como cuando uno dice: aqui, antes, siempre
se sentaba alguien; pongamosle hoy entonces también una silla. Y aun cuando
la persona haya muerto, obramos como si todavia pudiera acudir a nosotros.

—Pero, ;como puede hacerse tal cosa, cuando se sabe, con toda precision ma-
tematica, que es imposible?

—A pesar de ello se hace precisamente como si fuera posible. Quizas pueda
obtenerse algun resultado. ;Y qué otra cosa ocurre, a fin de cuentas, con
los numeros irracionales? Una division que nunca termina, una fraccion
cuyo valor nunca puedes agotar, aun cuando te pases la vida haciendo la
operacion. Y, ;qué piensas de las paralelas, que se cortan en el infinito?
Creo que no habria matematicas si pretendiéramos saberlo todo a concien-
cla y exactamente.

—En eso tienes razon. Cuando uno considera las cosas asi, todo parece bas-
tante correcto; pero lo curioso esta precisamente en que se puedan hacer
calculos reales y se pueda llegar por fin a un resultado comprensible con
semejantes valores imaginarios, que de alguna manera son imposibles. [...]

—Considero muy posible que aqui los inventores de las matematicas hayan
dado un traspiés. Porque, en efecto, ;por qué aquello que esta mas alla de
nuestro entendimiento no podria permitirse gastarle precisamente semejante
broma al entendimiento? Pero la cuestion no me preocupa mucho, pues s¢
que todas estas cosas no conducen a nada.

L1 — SR

Torless es un idealista y su amigo es un pragmatico. ;Es verdad que v —1 no es un nimero
real? Explica la referencia que hace el amigo a los nimeros irracionales

RoBERT MusiL

cuando los compara con v —1. ;Es correcto lo que dice?

V=1 no es un numero real, porque ningln numero real elevado al cuadrado da como resultado
un nUmero negativo.

La referencia del texto es: «;Y qué otra cosa ocurre, a fin de cuentas, con los nimeros irracionales?
Una divisién que nunca termina, una fraccién cuyo valor nunca puedes agotar, aun cuando
te pases la vida haciendo la operacion».

Lo que el amigo dice de los nimeros irracionales no es cierto, en realidad estd hablando de
numeros periédicos, pues se refiere a fracciones cuya expresion decimal no es un nimero exacto.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Pon tres ejemplos de nimeros reales que no sean racionales, y otros tres ejemplos
de nimeros reales que no sean irracionales.

Respuesta abierta.
Tres nimeros reales que no sean racionales: V2, wy v 3

Tres nUmeros reales que no sean irracionales: 1,2y 3

002 | Calcula las raices reales de los siguientes radicales.

a) V16 b) ¥—16 o= d) /32 e) Yo
a) V16 =+4 o Y=1=- e) Jo=0
b) Y—16 — No tiene raices reales. d) 30 =2

003 | Resuelve: 2 ++/8 —18 ++32
V2 48 V18 #4432 =V2 +2V2 —3V2 +4V2 =442

004 | Expresa en radianes estos angulos.

a) 45° b) 60° c) 120° d) 240° e) 300°
2
a) 45°= T rad o 120°= L rad e) 300°= ELS rad
4 3 3
™ 41
b) 60°= ? rad d) 240°= T rad

005 | Expresa en grados los dangulos.

a) 3rad b) Erad c) wrad d) S—Wrad e) 3—“rad
3 2 4 5
T 37
a) ? rad = 60° ) mwrad=180° e) ? rad = 108°
b) = rad = 90° &) 2 rad = 225°
2 4
180° — tg 30°
006 | Calcula: |sen 45° — s 9y (cos 30° — sen 90°)
sen 60°
R E]
180° — tg 30°
sen45"fu (c0530°fsen90°): £773 £71 =
sen 60° 2 J3 2
2
(V2 e-aE)Vi-2)_ Ve VB N2 1
2 343 2 4 3 2 3
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Numeros complejos

007 | Determina el signo del seno, el coseno y la tangente de estos angulos.

3T <) 240° d) —60° o 2™

a) 150° b)
2 3

Angulo Seno Coseno Tangente
150° + — _

3T )
— — 0 No existe

240° — _ +
—60° - + —
27

ACTIVIDADES

001 | Escribe estos numeros como nimeros complejos.

a) V=3 b) ¥—16 Q3 d) =3
a V=3 =V34-1=13 Q) 3=3+0i
b) 41 \/Zz\ﬁz[erf/]ﬁJrﬁ/ d) —3=-340i

002 | Resuelve las siguientes ecuaciones, y expresa sus soluciones como nimeros
complejos.

a) 3x>—3x+2=0 b) x> —x+1=0

a) 3x*=3x4+2=0

3+£9—-4-32 34415
X = = -

6 6 1 A1si

b) xX>)—x+1=0
PR ENE]
1 174.14_11\/—3_) T

2 2 143

X3 5

003 | Escribe dos numeros complejos cuya parte real sea —1, y otros dos cuya parte
imaginaria sea —1.

Dos numeros complejos cuya parte real sea —1: —1+iy —1 + 2i.
Dos numeros complejos cuya parte imaginariasea —1: 1 —iy 2 —i.
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SOLUCIONARIO

004 | Determina x e y para que estos numeros complejos sean iguales.

3 . . .
a) —2x+3iy§—2yl b) —x+vyiy 7—6i
3 —2><:i—>x:—i
Q) —2x+3i==—2yi—> 2 4
2 3
3==-y>y=——
b) —X+y/':7—6/‘—>{;X::_;_>XZ_7
005 | Dado el numero complejoz = —2x + %i, determina el valor de x e y para que sea:

a) Unndmero real.
b) Un ndmero imaginario puro.
¢) Un numero complejo que no sea real ni imaginario puro.

a) y=0 b) x=0 A x#0y+0

006 | Halla el opuesto y el conjugado de los siguientes nimeros complejos.

) 1 +i ) L ) i ) >
a) — o —— e) i -
2 2 93
b) 1 +i d) il i f) —5 h) 0
2 2
) 1 5
— 4 —— 4 — =1 —— i -5 = 0
2 2 2 2 2
Opuesto ERLIEY S L L —i 5 2o
2 2 2 2 2
Conjugado i,,' ,i,,' i+,' ,iJr,- —j _5 El 0
2 2 2 2 2
007 | Representa graficamente los siguientes nimeros complejos.
) i ) L ) i =
a) — o —— e) i -
2 2 9 2
b) 1 +i d) 1 i f) —5 h) 0
2 2
Ahora contesta, ;donde estard situado 8
un ndmero real? T
. . . s b) le)a)
;Y si el nUmero es imaginario puro? 1
NI S h) ‘ ,
Un ndmero real estard situado I EEEEREE e
en el eje de abscisas. sTo
€,
Un ndmero imaginario puro se situara +
en el eje de ordenadas.
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Numeros complejos

008 | Escribe en forma bindmica los nimeros complejos ]AL
correspondientes a los afijos representados. 2 a1
}..
21=(1,3),2,=1(0,3),zz= (-3, 2), —o—Z—o—o——{—n—o—o—>
72,=(=3,0),2s=(=2,-4),z,= (1, —4)
Zs T 2z
009 | Resuelve las siguientes operaciones.
a) (=1 =i+ (=445 9 (=1 —i(—4+5i)
—1—i —24i)(14+3i
1—i d) (=2+i)(1+ I)—2i
—4 45§ —142i
a) (=1 —i)+(—4+5/)=—-5+4
—1—i  (=1—i—4—-5)  —1409i
—4 450 (=4 +5i)(—4—5i) 41
o (=1 —=N(—4+5)=4—-5+4+5=9—i
d (=2+)(1+3i) i (=5—=5i)(—=1=2i) i3 i9i—3_3
=142/ (=14 2i)(—=1-=2i)

010 | Calcula x para que el resultado sea un nimero real.

Ix—i
a) (2x —1)(~2 + 7x) ==
—24+7i
a) (x — i) (=2 4+ 7xi) = —4x 4+ 14x% 4+ 2i + 7x = 3x + (14x° + 2)i
-1 7
Igualamos a cero la parte imaginaria: 14x° +2=0— x = /7 = gl
2x —i 2X—iN=2—7i —4x =7 —14x 42
o) _ ( X ) _ " /
—247i (=247iN(=2-=7i) 53 53
) o =14x 42
Igualamos a cero la parte imaginaria; ———— =0 — x = —
53 7

011 | Determina la expresion polar de los nimeros complejos

representados.
Z
Z
Z—>r=+224+3 =413 m .2.1
HEEEE
tgoa = % — =56°18'358" 7z, =(2,3) =13 515358 +

Zor=+J(=12 +22 =5

2 o o
[gu:——)w)u:]]6o33ls4” Zz:(*],2):\/g116°33'54”
1



SOLUCIONARIO

012 | Expresa en forma polar.
a) 2+i ) —i-i-il e) —4i
2 2
b) —2 i d) 2—+/3i f) 12
a) 2+i= £26“33‘542“ d 2— \/gi = \/7310°53'36,2”
b) —2—i= \/Ezoa°33‘54” e) —4i=4y
1 1 2
0 77+7i:7\r f) 12=12¢
2 2 2 13
013 | Expresa estos numeros en formas binémica y trigonométrica.
a) T Q 2,
3
b) 30400

d) 33x

2

13
a) = [_2' 2} = (cos 120° + i sen 120°)

3 33
b) Bur— = [_r R

= 3 (cos 240° + i sen 240°)
2 2
Q) 2. = [L £

T . T
= ]—2[cos+/sen]
2 3 3

30 (0, 3)= 3[cos37ﬂ+i senﬁ]
2

014 | Expresa los siguientes nimeros complejos en forma polar.
a) 3 (cos45° + isen 45°) b) 3 (cos 135° + isen 135°)
a) 3(cos45° +isen 45°) = 3, b) 3 (cos 135° + isen 135°) = 3,35
015

Dados los numeros complejos:

7 =2y

2, =cos 60° + i sen 60° Z3 = 25x
2
calcula.
a) z-z, Q) z3:23
b) 2 -2 d (2 -2
7y = 23 7=l 73 = 25
a) 20 Toor = 200 O 2950+ 2505 = daspe = 4o
b) 230+ 2135 = A

d) (230°)2 - T3000 = 4o * 13000 = 4o
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Numeros complejos

016 | Dados los nimeros complejos:
Zy = Toype Z, =3 [cos (—30°) + isen (—30°)]
calcula.
z (z)? -z
a) il b) e 2
V4 Z
2=y 7, = 33300
T 1 (T1e)” 330 T * 3 3y
a> 210 — b) 210 30° — 420° 30° — 450° — 1]20"
3330" 3240" 3330“ 3330" 3330"
017 | Dados los numeros complejos:
21 =433 2, =cos 120° + i sen 120° z3=1—i
calcula.
a) (z)? b) () Q) (z3)*-23 d) (z)*- 22
7 =45 2=y Z3 = \/5315?

N
3
e
K
5
Il

16660 = 16300°

(
( .
Q (\/5315" )4 N2 =4y V25 = 421305 = 4V2 s

d) (433()“)2 . 1240“ = ]6660” . sz = 16900“ - 16180" =-16

018 | Resuelve esta operacion.
[16 (cos 60° + i sen 60°)] « (2,10°)*

[1 6 (COS 600 + /Sen 600)] . (2210“)4 = ]660° N ]6840° = 256900° = 2561805

019 | Utilizando la férmula de Moivre, expresa cos 3ay sen 3
en funcién de cos ay sen .

Consideramos un nimero complejo de médulo la unidad:

(1% = (cos o+ i sen o)® = cos 3 + i sen 3a
Desarrollamos la primera parte de la igualdad:

cos® o+ 3icos” ausen o — 3 cos ausen’ o — i sen’ o=

= (cos® o — 3 cos v sen? o) + (3 cos? o sen o — sen’® i

Igualamos este resultado con la sequnda parte de la igualdad:

(cos® o — 3 cos avsen’ ) + (3 cos® v sen aw — sen® o)i = cos 3o+ i sen 3o
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

{cos 3o = o5’ o — 3 cos o sen’

sen 3o = 3 cos® o sen o — sen’ o
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SOLUCIONARIO

020 | Calcula las siguientes raices.
a) 3o o Y—i
b) ¥—27 d) J=1+i

a) 3

El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del médulo: V3 .

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

150°+0-360°

Sik=0-8 = 75°

150° + 1- 360°
Sik:]aBzz%:ZST

Por tanto, las raices son £75° y \/§255°.

b) ¥—27 =327

El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°

Sik=0-p =———=60°
3
180° + 1- 360°
Sik=1op, = 20 120 g
3
180° + 2 - 360°
Sik=2-0; :%:300"
Por tanto, las raices son 3¢, 31500 = —3 'Y 3300~

Q </—_/' =Yl

El mddulo de las soluciones serd la rafz cuarta del modulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

270° +0 - 360°
Sik=0-B, =%:67°30'

270° + 1 360°
Sik=1-8, :%:157"30’

270° + 2 - 360°
Sik=2—p8, = 229 supezg
4
_270°+ 3 360°
4

Por tanto, las raices son 1g730, 1157304 1247230'Y 133730

Sik=3->0, = 337°30'
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Numeros complejos

& =1+ =2
El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 9/5

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

13540 360°

Sik=0->0, = °
3
135° 4+ 1- 360°
Sik=1—>62:+7=165°
3
135° + 2 - 360°
Sik:2—>ﬁgz%:285"

Por tanto, las raices son %45", QE%S“ y g/5285".

021 | Resuelve estas ecuaciones.

a) —1=0
b) Z2+16=0
o Z2+8=0
d Z2—-8=19

a) 24—1:0%2:3/1—:‘\‘/§

El mddulo de las soluciones serd la rafz cuarta del modulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

0°+ 0 - 360°
Sik=0-8 =12 _¢
4
0°+1-360°
Sik=1—>BZ:+7:9O°
0°+ 2 -360°
Sik:2—>63:+7:180°
0°+ 3-360°
Sik:3—>64:+7:270°
4
Portanto, las raices son 1o =1, Tog =i, T1go=—1Y oy = —I.

b) Z24+16=0—2z=~-16 =165
El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del modulo: 4.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° +0 - 360°

Sik=0->0, = 0°
180° +1-360°
Sik=1-0, _ O A TS0 e
2
Por tanto, las raices son 4o = 4i'y 45y0- = —4i.
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SOLUCIONARIO

Q) 224+8=0-2z=-8 57z=38
El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°
Sik:Oa&:%:w

180° + 1- 360°
Sik:1—>62:%:180"

180° 4 2 - 360°
Sik:2—>63:%:300°

Por tanto, las rafces son 24, 2180 Y 2300°-
d) 22-8=19>2=3%27 -5 z=1327

El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

0° + 0 - 360°
Sik=0—p =2
3
0° +1- 360°
Sik=1—>BZ:+7:120°
3
0° 42 - 360°
Sik=2-58, = 22 _ o

Por tanto, las raices son 3¢, 31500 Y 3240

022 | Calculay representa las raices cibicas de este nimero.

1+
—1—i
T4+ (T+i)(=14+1) —1-1
- = : — = = —1=lig
—1=i  (=1=)(=1+1) T+1
Modulo: /1 = 1
Argumentos:
180° + 0 - 360° Tee
Sik=0-sB =2 00 _ g B
180° + 1 360°
Sik=1o8, = 20 130 gy
3 Ty
180° + 2 - 360°
Sik=2->8s :%:300"
) "
Por tanto, las raices son Ty, Tige Y 1300 00
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Numeros complejos

023 | Un cuadrado, con centro en el origen de coordenadas, tiene uno de sus vértices
en el punto A(3, 2). Determina los demas vértices.

Calculamos las raices cuartas de 3 + 2.
Modulo: y/3° +27 =13
2
Argumentos:tg o = B — o =33°41'242"
Sumamos 90° al argumento de cada vértice para obtener el siguiente.

Por tanto, las raices son V1333241242, V1312341242, V13 1341242 Y N 133034124

/:

A
N/

[
Nes s

024 | Expresa los numeros complejos en forma binémica.

(<X e
a) V=16 +3 b) —2——4 o V-8 +v2
a) V=16 +3=3+4/
b) —2—v—4 =—-2-2i
O V-8 +v2 =V2 +8i
025 | Resuelve estas ecuaciones, y expresa sus soluciones en forma compleja.
@80

a) X*+4=0 b) 2x* —2x+1=0 ) 2*—x+5=0

a) X*+4=0—>x=+-4 %{?:2[2/'
2 =

b) 2x? = 2x4+1=0

T+

24+\/4—-4-21 244 x = B

X = = - '
4 4 v = T—i

T2

Q 2X*—x+5=0

1£1-425 11739 X

X = = -

2
2 2 1439
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SOLUCIONARIO 4

026 | Expresa en forma bindmica estos nimeros complejos.
[ Jexe]
71 =5+2i l
Z,=—2+5i h\
z3=—4 4] \[’[ 7T
Zi=-3-3i — —
Zs=4— 2| Z
027 | Representa los nimeros en el plano complejo.
*0
a) 5+i f) —2i id
b) V2 —3i g S _2
2 3 5
)}
Qg —3—i h) V3 —2i 9 pm——
. . N /
d) 6i i) V3i 9 oy
_ )
e) —4 5

028 | Dibuja el conjugado y el opuesto de los nimeros complejos zy s.

a) ¢Cémo serd la representacion del conjugado de un nimero?
b) ;Y de su opuesto?

a) b)
o) =S o}
5
- _
S s
I
El conjugado de un nimero El opuesto de un numero
es simétrico respecto del eje es simétrico respecto
de abscisas. del origen.
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Numeros complejos

029 | Representa en el plano complejo los siguientes nimeros: —3 + 2iy 4 —i.
QCo
Obtén sus conjugados y sus opuestos, y represéntalos.

030 | Encuentra las soluciones de las ecuaciones.
LOReRe)

a) X*—2x+5=0 Q) X*—4x+7=0
x+1 5

+
3 X +1

b) x* —6x4+10=0 d)

+2=0

a x> —2x+5=0

2+£4-415 2++-16 X, =14 2i
X = ; = ; -

X, =1=2i
b) x> —=6x+10=0

6+.36—-4-110 6++—4 X; =341
X = = N ]
2 2 X, =3~

Q xX’—4x+7=0

4+\16-417  4+J-12 R X =243
2 2 X, =2—3i

@ X 2 0K 4842220
3 X+1
-8+ 64—4-122 —8++J-24 X, = —4+6i
X = = —
2 2 X, = —4—J6i

031 | Calculay representa en el plano complejo los numeros: i', 2, i3, i*, i°, i ...

aco

Investiga también lo que ocurre con: $
[ A A !
/4n—3 = /—4n+3 E—;
I4n—2 = 1 [—4n+2 — 1 ‘
e . -~ . -1 1
-l — ot —
l-4n — -I I—4n — w
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SOLUCIONARIO

032 | Realiza las siguientes operaciones.
e00

a) (3—50)+(2—7i)+(—4+8i) o) 2(V3 +i)—3(2v3 +4i)

b) (—1+42i)—(3+6i)—(—4—1) f) (V2 =3i)+2(2—3i)

o —(1—=2i)—(=7i)—(—4 —3i) [;+2/] [—I]+2[ /]
d) 2(1—4i)—2(1+ 4i)—3(4 — 4i) ) (1—=3i)+i(2—6i)—2i(—14+6i)

a) B=50)+Q—7)+(~4+8)=1—4i

) (—142)—B+60) — (=4 — ) = (=142 + (=3 —6) + @4+ /)= —3i
) —(1=2) = (=71) = (=4 =3 = (=142 4+ 7))+ @ +3)=3+12i
d) 200 — 4) — 201 + 40) — 3(4 — 4i) = —12 — 4i

) 23 +1) = 30233 +4i1) = (0N3 +21) + (633 —12i) = —4+/3 — 10

@JNe)

A W2 =30)+20-V31) =2 =3)+(4—-2v3) = (V2 + 4) —(3+243)i
9 []+2i]—[3—51]+2[1+]/’]—5+14/

2 4 3 3 2] 123
) (1= 30) 42— 61) — 2i(—1 +6) = (1 —3) + (6+21) + (124 2) = 19+

033 | Haz estos productos y potencias.

OO

a) (1—3i)(2—6i) Q) (—245i) o) (=3—2v2i)(=3+221)

b) (—3— 4i)(7 —1) d) (5—4i)(5+ 4i) f N2 —i)
3 (1-3)2—6)=2—6—6i—18=—16—12i

b) (=3 —4i)(7 — i) = —21 + 3/ — 281 — 4= —25 — 25;
Q) (=24 5/ =4— 25— 20/ = —21 — 20i
d) (5 — 4i)(5 + 4i) = 25 + 16 = 41
o (3-2v2)(=3+2v21)=9+8=17
) (V2 =) =v22 —6i—32 +i=—2 —5i

034 | Efectua las divisiones.

[eXeze)

— i 20 4+ 40i — j
a) 14+ 5i b + .I 0 14+ 5i
3—2i 8+ 6i 2—i
2) =145  (=14+5)(342i) —3-=2i+15i—10  —13413j — g
3—2i (3—=2i)(3+2i) 9+ 4 13

20+40/  (20+40/)(8—67) 160 —120i + 320/ + 240 — 440
8+ 61 (8+6i)(8—6i) 64 + 36

9 —1+5/  (=14502+/)  —2—i+10i—5 —7+09i
2—i (2= 2+1) 441 5
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Numeros complejos

035 | Obtén, en forma bindmica, el resultado de las operaciones.

[efeXe]
a) M.,.(z—y)i
—4—2i
by 21— (2 %303
—34i
o A0=N+8 3 216
2—6i
d) (—2—5i)— 10 — 10/ — 5(1+1)
(8+42i)—(5+3i)
(143i)? —(2i)?
e ——— ——
—344i
a) 002D o3y = —349i 4 (34 20) =10
—4 -2
o 21— 2H303 5 0 38,9 53,
34 10 10 10 10
g MOZDHE 5 hot6n =B _(6418i-2i+6)=
2—6i 2-6i
=347i—(12+416i) = -9 —9i
0 (L2 sy J0=101 =500 o 58T
(8+2i)—(5+3i) 31

=(—2-5)—(3—4i)=—5—i

—3+4i —3+4i 25 25

(1431 —(2i)) _ —8+6i+4 36 2.

036 | Representa en el plano complejo los nimeros complejos y los resultados
°°2 | de las operaciones. Explica lo que sucede en cada caso.
a) (342i)+(—1+4i)
b) (3+2i)(—=1+3i)
) (=5+2i)—(4+3i)
) —246i
4 —2j

a) B+2)+(=1+4)=2+6i

El resultado es otro nimero complejo
que tiene por coordenadas la suma
de las coordenadas de los dos nimeros.

Gréficamente coincide con el vector

suma.
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b) B4+2)(-1+3)=—3+9 —2i—6=-9+7i
El resultado es otro nimero complejo

que tiene:

« Parte real igual al producto de las N

partes reales de los nimeros, menos AN

el producto de las partes imaginarias. N

Parte imaginaria igual al producto N,
de la parte real del primero

por la parte imaginaria del segundo,

mas la parte imaginaria del primero
por la parte real del sequndo.

Q) (=542)—@44+3)=-9—i

El resultado es otro numero

complejo que tiene por coordenadas

la resta de las coordenadas ™~ ]

de los dos ndmeros.

Graficamente coincide con la diferencia

de vectores.

2460 (—2+6i)(4+20)  —8-4i+24i—12 20420 _

d = =
) 4 =2 (4—=2i)(4+2i) 16+ 4 20

El resultado es otro nimero complejo que tiene:

o Parte real igual al producto de las partes
reales de los nimeros, mas el producto

de las partes imaginarias, dividido entre

la suma de los cuadrados de la parte real

e imaginaria del divisor. \

« Parte imaginaria igual al producto de la

parte imaginaria del primero por la parte \

real del segqundo, menos la parte real

del primero por la parte imaginaria del =1

segundo, dividido entre la suma de los

cuadrados de la parte real e imaginaria
del divisor.

Representa (5 + 2i). Multiplicalo por i y representa el resultado.
Multiplica dos veces por iy explica qué se obtiene.

(54 2i)i=—-2+5i

(5+42)iP=-5-2i

Al multiplicar por i el punto se desplaza 90°, \
mediante un giro de centro el origen, \ 2 o
en el sentido contrario a las agujas >
del reloj. L~
L~

Al multiplicar por i? se obtiene el punto

simétrico respecto del origen (su opuesto).
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038

[eXeje]

039

e

040

eoo

041

e

Encuentra el nimero complejo que es inverso de —1 + 2i.

1 —1-2i o —1=2]

1420 (=14 20)(=1=20) 5

Calcula z en la siguiente ecuacién.
(2—3i)z=(6+5i)

(2-31)2=(645) 2= 6+ 5i N (64 5i)(24+3i) N —3 4 28i
2—3i (2—=3i)24+3i) 13

Calculag, b, ¢, ..., para que se verifiquen las condiciones indicadas en cada apartado.

a) (3 —5i)+ (—1+ ai)es un nimero real.
b) (b + 3i) + (5 + 2i) es un numero imaginario puro.
c) (c+ 6i)(3 —2i)esunnumero real.
d) (d+ 6i)(3 —2i) es un numero imaginario puro.
Q) 7+110
e—2i
7411
f—2i

es un numero real.

f) es un nimero imaginario puro.

a) B=5)+(1+a)=2+(-5+ai—a=5
b) b+30)+G6+2)=0b+5+5—>b=-5
(
(

)
)

Q (c+6NB—=2)=Bc+12)+(—2c+18)i > —-2c+18=0—>c=9
)

d) d+6/)3—-21)=Bd+12)+(—2d+18)i—>3d+12=0—>d=—4
7+HI:(7+11/)(€+2/):76722+11e+14/,_>11€+1420
e—2i (e—2i)e+2i) e’ +4 e’ +4 e’ +4

14
—Se=—
11

) 7+11I:(7+11/)(f—|—21):7f—22+11f+14/_>7f—22:0

F—2i  (F=2i)f+2i) Ff+4 (44 2 +4
—>f:£
7

Encuentra py g para que se cumpla:
(p+3i)(4+gi)=15+09i

(p+30)A4+qg)=15+9 —@4p —3q)+ (12+pq)i=15+9i

_ p=3q =-1
4p—3q—15}_>

3
12+ pg=9 p==;q =-4

4
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SOLUCIONARIO 4

2
V4
Demuestra que el numero complejo z= 1 — 3 verifica la igualdad > =z-—5,

2 _ \2 _Q_ :
z _ Q=30 8-60 5 3 5-,_5
2 2 2

Representa los siguientes nimeros complejos expresados en forma polar.

) 4p B 2 O 3 D V2 @) 5 ) S
4 2
) 4€D°
/
136°
180° g
X Jo
3¢
V.

Expresa estos nimeros complejos en forma polar.
Z
7 = bep0 6
Z, = Sgpr 2 5 60°
73 = 470 - —24°
3 270 4 5 2

Z4 = 533 v

Z3

Escribe estos nimeros en forma polar y represéntalos.

A3-4 b V34i o —2-v2i o -3 & -3 f-ti

2
a) 3 —4i= 5565116 3
b) \/§+/—230 7
0 N2 —V2i =2, - \
N

d) =3i= 3 | B
€) —3 =3
o 1,1

2 2o

Escribe en forma bindmica los siguientes nUmeros complejos.

a) 40 b) 2 )3, d)2; € 3 )1 Q) ﬁﬁ h) \/5300"
4

2) 24243 Q) 3i o 33 3, 91—

b) —1,64 — 1,15 d) -2 f)—i h) ———=i
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047

L X 2]

048

[ X Je)

Dados los nimeros complejos:

Z; =550

Z

=335

Z3 :\/E‘R

6

escribe, en forma polar y binédmica, el conjugado y el opuesto de cada uno de ellos.

Tenemos en cuenta que el conjugado es el punto simétrico respecto
del eje de abscisas y el opuesto es el simétrico respecto del origen.

Numero Conjugado Opuesto
Polar Bindmica Polar Bindmica Polar Bindmica
5 543 5 543 5 543
S - St - Seor -
2 2 2 2 2 2
32 32 W2 32 32 32
3135 —_ 355 - 3315 _Y
2 2 2 2 2 2
J3= 343 J3ie 3 3 5 | (L3 V3
s 2" 2 s 20 2 6 202
Efectua las siguientes operaciones.
10450
a) 410 36 e) (5 P )2 i) %
? 240°
6. . 6
b) f) 25600 * 51300 j) (\/gsﬂ )
2. 2
4
£
Q 4. 2y 9) —
3 Ssn
2
8,700 5
d) 5= h) (210)
50°

0 45 2 =4 20 =8y

3

81 70°

=4y

f) 25607 * 51300 = 103000 = 1030

721(
3 7
3
9 ==
551( 5%
—_— 6

h) (2120")5 = 326000 = 3200°

1010
i L =2y
Sour

6
) (V3z) =27 =27,
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SOLUCIONARIO 4

Realiza estas operaciones, expresando primero los nimeros en forma polar.

a (=i b (—V2442i) o (143) o (V2=

a) (1—-i)* = (\/_315")4 = gy 0 ( T+ \/_/> (20)" = 161
( \/7+\/7/) (2135)° = 64ar d) (\E—f) = \/3324”44‘8,2”

5
Calcula, usando la férmula del binomio de Newton, esta potencia: (2 — 2\/§i) .
Hazlo en forma bindmica.

Comprueba, expresando el nimero en forma polar, que se obtiene el mismo resultado.
5
(2= 2V31) = 25— 5.2 2331 = 10-2°-12410-22 - 24/37 + 5-2.72 — 288+/3/ =
= 5124 5124/3]
(4s00)° = 10245

512+ 5124/37 = 1.024

Representa en el plano complejo estos nimeros y los resultados de sus operaciones.
Explica lo que sucede en cada caso.

61500 4
a) 2500 31200 b) 2150 Q) (2« )
60°

a) Elmodulo del resultado
es el producto de los modulos, 4
y el argumento es la suma de los
argumentos de los numeros dados.

b) El médulo del resultado
es el cociente de los moédulos,
y el argumento es la resta de los N
argumentos de los nimeros dados. N

c) Elmddulo del resultado es la cuarta \
potencia del médulo, -
y el argumento es el cuddruple =8
del argumento del nimero dado. 7
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Numeros complejos

052 | Realiza las siguientes potencias, empleando la férmula de Moivre.
e0C

a) (3 (cos 25°+ i sen 25°))"

b) (2 (cos 40° + i sen 40°))9

c) [cos — +1i sen ]

ez orm)

a) (cos 25° + i sen 25%)* = 81 (cos 100° 4 i sen 100°)

(cos 40° + i sen 40°)° = 512 (cos 0° + isen 0°) = 512

€
) (2
3
[cos—w seng] =CosT+ i senw = —1

4
3[COS+IS€I’13;]] =81(cos0+isen0) = 81

053 | Con la férmula de Moivre, expresa sen 5avy cos 5acen funcion de sen ay cos a.

000
Consideramos un nuimero complejo de médulo la unidad:
(1.)° = (cos o + i sen o)° = cos 5o 4 i sen 5o
Desarrollamos la primera parte de la igualdad:
cos® ou+ 5icos* ausen o — 10 cos® ausen’ v — 10i cos® ausen® o+ 5 cos ausen® o+
+isen’ o= (cos’ o — 10 cos® avsen” o + 5 cos v sen” o) +
+ (5 cos* avsen ov — 10 cos® v sen’ o + sen” )i
Igualamos este resultado con la segunda parte de la igualdad:
(cos® o — 10 cos® asen” o+ 5 cos awsen” ) +
+ (5 cos* awsen ov — 10 cos® o sen’ v 4 sen’ )i = cos 5+ i sen 5a
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

c0s 5o = cos® o — 10¢os® o sen” o + 5¢o0s o sen* o
sen 5o = 5cos* o sen o — 10cos’ o sen® o + sen®

054 | Dibuja los numeros 2;¢ y 6150 ;POr qué nimero complejo hay que multiplicar
°®® | al primero para obtener el segundo?

Hay que multiplicar por 3.
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SOLUCIONARIO 4

055 | Dibuja los nimeros 1234 Y 4450 {POr qué nimero complejo hay que dividir
°©® | al primero para obtener el segundo?

\ Hay que dividir entre 3.

056 | Calcula las soluciones de las siguientes raices.

[eXelel
a) 364 b) 323 Q) Y90
4
a) 364

El modulo de las soluciones seré la raiz cibica del modulo: 4.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

120°+0-360°

Sik=0-8 = 40°
120° + 1- 360°
Sik=1-8, =2 F10 _ e
3
120° 4 2 - 360°
Sik:ZaB;—%:BW

Por tanto, las raices son 4.e, 4160 Y 4og0e-

b) of325. = /32,5
4

El' médulo de las soluciones serd la raiz quinta del modulo: 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

225° 40 - 360°

Sik=0—p = = 45°
225° 41 360°
Sik:1—>62=+7=117°
5
225° +2 - 360°
Sik:2—>63:+7:189°
5
225° 43 - 360°
Sik:3—>B4:+7:261°
5
205° + 4 - 360°
Sik:4—>65:%:333°

Por tanto, las raices son 24, 2117, 2189, 2261° Y 2333
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0 V%0

El médulo de las soluciones serd la raiz cuarta del médulo:+/3 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

220°+ 0 - 360°

Sik=0—p =" " 7" — 55
4
220° +1- 360°
Sik=1op, =22 F199 s
4
220° 42 - 360°
51/<:2—>Bg_+7:235°
4
220° + 3 - 360°
Sik:3—>&:%:325°

Por tanto, las raices son \/?55“, \/?145", \/?235“ y \/?325“.

057 | Realiza las raices y representa los resultados en el plano complejo.

[eXeXe]
a) ¥—16 b) ¥16i o 1—=/3i
a) 6\/—]6 = \16 16180“

El modulo de las soluciones serd la raiz sexta del médulo: 3/ 4 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°

Sik=0-5p =—— " =30
6
180° + 1- 360°
Sik=1—p =~ _qp
180° 4 2 - 360°
Sik=2o8; =0 1220 g
6
180° + 3 - 360°
Sik=38, = 2 T2 _ 5
180° + 4 - 360°
Sik=d B, =0 T4 e

180° + 5 - 360°
Sik:S—)BG:%:BO"

Por tanto, las raices son 3/23@, ﬁw = %/Z/, ﬁwsow, é/zzwo“,
%/Zyo" = *%/ZI y é/ZBO%

?

1,6
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SOLUCIONARIO 4

b) Y16/ = 164y
El médulo de las soluciones seré la raiz cdbica del médulo: 232 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

90° + 0 - 360°
Sik=0—>B]=+7:30°
90° + 1 360°
Sik=1-8, = 2110 _ 5
3
90° + 2 - 360°
Sik=2—>63:%=270°

Por tanto, las raices son 23/33@:, 2%/515@ y 23/527@' =-230i.

C) S\I 1— \E/ = \5 260“
El médulo de las soluciones serd la raiz quinta del médulo: 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

60° + 0 - 360°
Sik:O—>B]:+7:12°
5
60° + 1- 360°
Sik:1—>32=7+ =84
5
60° + 2 - 360°
Sik:2—>B3:+7:156°
60° + 3 - 360°
Sik:3—>64:%:228°
60° + 4 - 360°
Sik=4—>65:+7=300°

Por tanto, las raices son 5612“, é/?;w, %156“, %228“ y é/?goov,
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058

000

059

[eXele]

060

[eXele)

061

[e¥orel

Los vértices del poligono representado son las raices cuartas
de un niumero complejo.

Determina el nimero y sus raices. Tt

Las raices son:
21=44+4i=V324 z3=—4 —4i =~ 32 p5

ZZZ—4+4/:V32]35° Z4:4—4/:V32315°

El nimero es: z= 10245 = —1.024

En el gréfico se representan las raices de un nimero.
Determinalas y descubre de qué nimero se trata.

Las raices son:

Z1=4y=4 2= 46
2, =4y Z5 = 4y
Z3= 440

El nlimero es:z=1.024, = 1.024

Encuentra n'y z de manera que dos de las soluciones de ¥ z sean 65y y 61-.
¢Hay una unica solucién? ;Cuél es el menor nimero n que puedes encontrar?

Seaz=r,.

La raiz enésima de r debe ser 6.

El argumento debe ser multiplo de 30y de 120.

La solucién no es Unica.

El menor nimero que cumple las condiciones es n = 4.
71 = 1296y

Otra solucion es n = 8.

7, = 1.679.616,40

Resuelve las ecuaciones.

a) x24+1=0 ) x*>—32=0 e) x*4+16=0
b) x*+12=0 d) x>—1=0 f) x*—8=0
a) x2+1:Oex:\/—_1:1M
Sik=0—x,=1gp =1 ‘ Sik=1—>x="1p =—Ii
b) X+ 12=0-x=3-12 = 12 ersrer
Sik:O—)xW:%w Si3/<22—>><3:%/§3oo°

Sik:1—>X2:§/5180" :—%

QA X =32=0-x=v32 = 2¢, 10
5
Sik=0—x =25 Sik=3— X, = s
Sik=1—x=24 Sik=4—>xs=2p=2
Sik=2—X= 20s
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SOLUCIONARIO

d) X = 1=0ox=1=1g,3
5
Sik=0-x =15 Sik=3—x= Ty
Sik=1-5x=T4 Sik=4—x=1p="1
Sik=2—x3=144
&) x“+16=0-x=4-16 = 2111500
4
Sik=0—x; = 2 SMk=22% = 2n5
Sik=1—>x =23 STk=32%=25s
f) X =8=0-x=38 =25

3
Sik=0—x =21 Stk=2—>x3=2p=2
Sik=1->X =20

Realiza la siguiente operacion.

—1+i
4
1+i
=14+ —14+)(1—i 2i :

d R [ L U VA
T4 O+ =1) 2 N
Sik:O—>X1:222’5° 5ik=2—>X3=2202,50
Sik=1-x=215 Sik=3->x,= 2505

Expresa en forma polar el inverso de estos nimeros.

a) 20 b) 3. Q 4, d) [l]

2 3

Para calcular el inverso de un nimero en forma polar, calculamos el inverso

del moduloy el opuesto del argumento.
1

a) —
2 210

b
33n 4 5z

2

Calcula las siguientes raices de nimeros complejos.

a V1 b) 1 o d) Vi e i

a) J1= To k3608

2
Sik=0—3=150=—1 Sik=1—ox=1p=1

b) %/17 = Toti3e0
3
Sik:O%)ﬁ:’I}zo“ Sik:2%X3:1on:1

Sik=1 _>X2:]24O"

9 — d) 4, =4
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Q Q/T = o irer

4
Sik=0—>x=1q=i Sik=2—>X=lyp=—i
Sik=1—ox="1g=—1 Sik=3ox,=1p=1

d) \/7: ]90°+k-360"
2
Sik=0—x =145
Sik=1>x=1ys
e) %/7:190“4#«360"
3
Stk=0->x =13 Stk=2—>x3="1y0=—I
Sik:‘|—>Xz:’|150°
f) 3/7:190“4%-360“

4
Sik=0—x=lys Sik=2—=x;=lops
Sik=1—x=15¢ Sik=3=x= loos

065 | Observa el nimero complejo representado.

[ X ke
a) (A qué exponente hay que elevarlo para obtener
un numero real?

b) ;Y un ndmero imaginario puro? bttt
¢) ¢Hay una unica solucién en cada caso? ]

El argumento es 45°.

a) n-45°=180°>n=4-Q2k+1)
n-45°=360°—>n=8-(k+1)

b) n-45°=90°—>n=2-(4k+1)
n-45°=270°->n=6-(4k+1)

¢) En cada caso hay infinitas soluciones.

066 | ;Qué numero complejo hay que sumarle a —3 + 2i para que resulte 5,747
L X B

(Y para que resulte 652
3

(=34 2) 4+ (@+b)=—-5—sa=3b=—7
(=34 2)+@+b)=3-3V3isa=6b=—2—33

067 | Calcula z sabiendo que sumaédulo es NG y que z(3 — 6i) es un numero
°®° | imaginario puro.

z=+/5.

3—06i= \/Ez%“sa‘szx,v‘

a4 296°33'54,1" = 90° - v = 153°26'5,82" 4 360° - k
o+ 296°33'54,1" = 270° — o = 333°26' 5,82" + 360° - k
Por tanto, tenemos que: av = 153°26' 5,82" 4+ 180° - k.
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068 | Escribe qué condiciones deben cumplir g, b, c y d para que:
o0C

a) (a+ bi)(c + di) sea un numero real.
b) (a + bi)(c + di) sea un niUmero imaginario puro.
a+ bi
c+di
a+ bi
c+di

sea un numero imaginario puro.

d) sea un numero real.

(a4 bi)c+ di)=ac— bd+ (ad + bc)i

ctdi (cH+dic—d) +d A+ d

a+bi (a4 bi)(c—di) ac + bd —ad-i—bcl.

a) Para que sea un numero real: ad = —bc
b) Para que sea un numero imaginario puro: ac = bd
c) Para que sea un nimero imaginario puro: ac = —bd

d) Para que sea un nuimero real: ad = bc

. 134bi
069 | Calcula dos numeros reales ay b, de modo que:a + 5i = 2 + _I
00 —1

134bi _ (13+4bi4+]) _ 52-b  13+4b,

4—i (4—i)4+1) 17 17
521;b =a—-17d+b=52->5a=2
13;;% =5 51344b=85—b=18

070 | Halla el valor de a para que este nimero complejo cumpla que su cuadrado
°®“ | seaigual a su conjugado.
J3

a+—i
2

2
Calculamos el cuadrado: | g + \/?/] =ag° — 3 + \/ga/
2 4

3.
Hallamos el conjugado: a — TI
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071 | Halla el valor de m para que 3 — 2i sea raiz del polinomio x* — 6/ + m.
o000

m=a-+ bi
Para que sea raiz del polinomio debe cumplir:
B-2iY—6i+a+bi=0—-G+a)+(—18+b)i=0—a=-5b=18

072 | Calcula el valor de b para que el cociente de —9 + bientre 1 — 2i

jexoge)
tenga moédulo 572.

—94+bi _ (=9+0bi)(1+2i)  —9—-2b+(—18+0b)i

1—2i (1=20)(1+2i) 5

J(=9—2b) +(—18+b) =52 — 814 36b+ 4b> + 324 — 36b + b’ = 50

5624355 =0 b=n71i

12+ci
073 | Halla c sabiendo que la representacion gréfica de —————— estd sobre la bisectriz

00O —5 + 2i

del primer cuadrante.

Para que esté sobre la bisectriz del primer cuadrante, la parte imaginaria debe ser
igual a la parte real.

124c  (124c)(=5-2i)  —60+2c+ (=24 —5¢)i

—5+2i (=5+2i)(=5-2i) 29

—6O+2C:—24—56—>C:376

074 | ;Es cierto que, siempre que multiplicas un nimero real por un nimero complejo z,
29 | el resultado tiene el mismo argumento que z?

Si no es cierto, enuncia una propiedad correcta.
No es cierto, ya que: 1ige - Toge = 1270-.
Solo es cierto si el nimero real es positivo.

Si multiplicamos un nimero real positivo por un nimero complejo z, el resultado
tiene el mismo argumento que z.

075 | ¢Es cierto que el conjugado del producto de dos nimeros complejos es el producto
2% | de sus conjugados?

Seanz; =a+ biy z, = ¢ + di dos nimeros complejos.

Calculamos el conjugado del producto:
(a+ bi)c+ di) =ac — bd + (ad + bc)i

El conjugado del producto es: ac — bd — (ad + bc)i

Hallamos el producto de sus conjugados:
(a—bi)c—di)=ac—bd+ (—ad — bo)i = ac — bd — (ad + bo)i

Luego es cierto.
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Demuestra que, si multiplicas un nimero complejo por su conjugado,
se obtiene el cuadrado de su médulo.

Seaz=a+ bi.

Calculamos su médulo: |z] = v a® + b?

El cuadrado del modulo es: a? 4 b

Multiplicamos por el conjugado: (a + bi)(a — bi) = a* + b?
Por tanto, es cierto.

;Qué diferencia existe entre las soluciones de la raiz cuadrada real de 16
y la raiz cuadrada del nimero complejo 16 + 0i?

No existe ninguna diferencia, pues ambos nimeros tienen como raiz
cuadrada 4y —4.

Calcula las tres raices cubicas de —27 y comprueba que su suma es cero.
Comprueba si sucede lo mismo con las tres raices cubicas de 16 — 88i.
;Sucedera eso con todos los nimeros complejos? Justifica tu respuesta.

3\1 =27 = 3180“+k-360"

3

3 35/. 3 33
2

Sik=0—2 =3¢ = Sik= 2—>z3_33oo_———
2 2 2
Sik:1—>22:3180_73

343 3 33

Sumamos las raices: 74_7 —3—5———— 0
2

Calculamos las rafces cubicas de 16 — 88/ =/ 8.000 ¢ 1 17,45

6f
8.000 28018'17,45" +-360°

3

Sik=0—x, = /80000y 55 = —1,1983 + 19,965/
Sik=1-x=248000,5,s8 = —16,6902 — 11,0197i
Sik=2->x;=/80004 55 = 17,8885 — 8,94427i
Sumamos las raices:

—1,1983 + 19,965/ — 16,6902 — 11,0197/ + 17,8885 — 8,94427i =0
Sucederd lo mismo con todos los nimeros complejos.
Dado un numero complejo, sus tres rafices clbicas serdn: ry, fo 1200 Y o 240~

: o . . |3
Si multiplicamos las raices por el nimero complejo [ ,da como resultado
las raices cUbicas de —27, cuya suma es cero: I )-eten

3
O=z21+2+23 =|— (T A Tz + o)
') ateo

3 , .
Como [ #F0 = (I + fgne + fre) = 0, la suma de las tres raices cubicas
I )—a+60

de cualquier nimero complejo distinto de cero es cero.
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Numeros complejos

079

080

coa

081

eoe

082

coa

Uno de los vértices de un tridangulo es el origen de coordenadas y los otros dos son
los afijos de los nimeros complejos —2 + 5iy 3 + i. Calcula la longitud de sus lados.

Sea O el origen de coordenadas, A= —2 + 5, B=3+1.

Calculamos la longitud del lado OA:\/(=2)* + 5% =+/29
Hallamos la longitud del lado 0B:+/32 + 7 = V10
Determinamos la longitud del lado AB: \/(72 —32 + (512 =41

Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los afijos de los nimeros 6 + 5iy 3 +i.
Determina el resto de sus vértices, sabiendo que tiene uno en el cuarto cuadrante.

La variacion de la parte real de los dos nimeros es de 3 unidades y la variacion
de la parte compleja es de 4 unidades.

Por tanto, si a partir de los vértices conocidos
llevamos una variacion de 4 unidades en la parte
real y 3 unidades en la parte imaginaria, resultan
los otros dos vértices, obteniéndose dos soluciones:

C=(7,-2yD=1(10,2) .122. .

C'=(=1,4yD' =298 IR

De estas soluciones Unicamente la primera
solucién tiene un vértice en el cuarto cuadrante.

Uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen tiene coordenadas
(—1, 3). Utiliza los nimeros complejos para determinar los otros vértices y su area.

Z=—1+3i
Elevamos a la cuarta: z = 10073 44 536"

Calculamos el resto de las raices; /1004 = V10 w004 k-360°

4

Sik=0—=x;=v104g5s580 =3+ Sik=2-x;=~1019526 581"
Sik=1-x =100 58" Sik=3—xs =10 826 581"

2=, NMyz=(-1,3)

Hallamos la longitud del lado: /(—=1—3)2 +(3—1)* =20
Por tanto, el rea es 20.

Un pentdgono regular, con centro en el origen de coordenadas, tiene en (—3, —2)
uno de sus vértices. Halla los demds vértices usando nimeros complejos.

Z=-3-2i
Elevamos a la quinta: z = ~13% 51541 240

Calculamos el resto de las raices: V13 213 a1 242" 4 4-360°
5

Sik=0—>x, =V13 1220 1685" Sik=2—>x3=v13 156441685
Sik=1-=x =134 685 Sik =3 = x4 =13 25844 1685"



SOLUCIONARIO

083 | {Qué numero complejo forma un triangulo equilatero con su conjugado y con —5?

Sea L la longitud del lado del tridngulo equildtero, uno de los vértices
es el complejo a + biy el otro vértice es su conjugado a — bi.
e

2
Todos los tridngulos tienen —5 como el vértice situado mas a la izquierda.

b:L~sen30°:é a=—-5+1L-cos30°=—5+

Siel vértice —5 estuviera situado a la derecha del tridngulo, las coordenadas
de los otros vértices serfan:
L-+3

2

L
b:L-senSOf’:; a=-5—1-cos30°=—-5—
084 | Las cuatro raices cuartas de —4.096 describen un cuadrado. Calcula su area.
Ademas, sus raices cubicas describen un tridngulo equildtero. Determina su area.

Las raices cuartas de —4.096 son:

212845":(4\/5'4\5) 23:8225“:(—4\5, —46)
7= 8= (—4\2,442) 2= 85=(42, —42)

Calculamos el lado: \/(4\/3 + 4\/3)2 + (4\/_ — 4\/3)2 = 8\/5

Por tanto, el drea es de128.

Las raices cUbicas de —4.096 son:

2, =165 =(8,83) 7= 16:0=(8, —8\/3)
2, =16150=(—16,0)
Se forma un tridngulo cuya base mide 16y su altura es de 24.

Por tanto, su drea mide 192\/?

085 | El numero complejo 3 + 5i es una de las raices cubicas de z. Halla las otras dos raices.
L X B

2y =3+ 5/ =+ 355021048"
Las raices tendrén el mismo maodulo.

Calculamos el resto de las raices: /35 s 10,480 4 K360
3

Sik=0—x; =355 104" Sik=2—>x3= \/gzwz‘m,w‘
Sik=1—X,=+351702 1048"

086 | Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean 3 + iy 3 —i.
“®" | Hazlo mismo con —2 —5iy —2 + 5i.

X=34+NKx=3=-N=0>x"—=3x—ix—=3x+94+3i+ix—3I+1=0
- x> —6x+10=0

(X+2+5)x+2—5/)=0—>x> 4+ 2x — 5ix+ 2x+ 4 — 10i + 5ix +10i + 25 = 0
—x*4+4x+29=0
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Numeros complejos

087 | Demuestra que si una ecuacion de segundo grado cuyos coeficientes son numeros
°°¢ | reales tiene dos raices complejas, estas deben ser niimeros conjugados.
Tenemos una ecuacion de segundo grado: ax’ + bx+c=0
Resolvemos la ecuacion:
. —b+ (\/7(92 + 4ac )i
X_—bj:\/bz—4ac N 1 2a
2a —b— (=t +4ac)i
Xz =
2a
Luego sus soluciones son dos nimeros complejos conjugados
088

o0

{Qué condicién deben cumplir los nimeros reales a, by ¢ para que la ecuacién
ax? + bx + ¢ = 0 tenga soluciones complejas?

Se debe cumplir que: b* — 4ac < 0
089 | Resuelve la ecuacion x* 4+ 10x*> 4+ 169 = 0.
LR Re)

X4 10x2 4169 = 0 L= 2 1 10t +169 = 0

—10£10° —4-1.169 10+ 24/ _{n =—5+12i
21

2 thL =-5-12i

Deshacemos el cambio de variable:
\/ T X\ =138 3575

—5+12i = \/13112"37'11,5” =
X; =N 13 3618 3575

i X3 = N 13103 41 2404
\/75 —12i = \/132470 2 ag e =
Xq = ~N13 303 41 24,247

090 | Resuelve las siguientes ecuaciones.
eoe
z

a) 5 -+(2—i)6i=—-342i
—i

b) 2(—2 + 6i) + — 137 10 _8i= 2014+ 70)
4_3

a) SZ'+(2—1)6/:—3+2/'—> Z

— —

+64+12i=-3+2i
z

- P =—9-10/ > z=(5-i)(-9—-10/) > z=—-55—41i
—i

b) z(—2+6/)+ij+10—8i:z(1+7i)az(—2+6i)—11+
/

+i+10-8i=z(147i) > z(=2+6i)—1=7i=z(1+7i)

= z2(=246i)—z(\+71)=1+7i > z2(=2+6i—1=71)=1+7i

1+7i
%z:#%z:—]—ﬂ

— 1
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SOLUCIONARIO

Resuelve estas ecuaciones.
a) x?—8ix+4i—19=0 b) x—iy=0
y—ix=4—-06i

S 8ity\—64 —4-1-4i —19)  8i4,/10—16i
a) x°—8x+4i—19=0—> x= =

21 2

x=iQ2—=3I)=342i

Representa el niumero complejo 1+ 2430 y realiza
en este punto un giro de 60° centrado en el origen.
Halla las expresiones binémica y polar del numero
complejo resultante.

z=1+ 2\/?/ = \/573" 53'52,39" \

Hacemos un giro de 60°; EEREEE
V13133 5355300 = —2,5+ 2,61

La suma de dos numeros complejos conjugados es 16 y la suma de sus modulos
es 20. Determinalos.

Seaz=a+ bi.
a+bi+a—bi =16 a=38
%
Ja +6* +a* +(=by =20 Ja?+b62 =10

—64+b7 =100 > b =46
Los numeros son: 8 + 6iy 8 — 6i.

Encuentra todos los nimeros complejos tales que su cubo es igual a su raiz cuadrada.

Un nimero complejo es de la forma r,,. Si ponemos la condicién de que su cubo
sea igual a su raiz cuadrada, tenemos:

(Y =+n
()Y =r, =k =(Wr)e

2

P=Ar

Para que sean iguales es preciso que: 3 a
o =—

2

r=1

r3:\/7—>{r20

o«

30 = : +36O°%60c:0¢+720°%{0t:0

o = 144°
Las soluciones son:

7= O yr360n Z = looskasos Z = Nyasskzers
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Numeros complejos

095 | Investiga qué nimeros complejos cumplen que su cuadrado es igual a su conjugado.
Para realizarlo sup6n que el nimero estd expresado en forma polar.

Z=1,

|Z| = 360" —

2 __

[0 = 60— o

Igualamos: r*=r—r=0,r=1

20=360°— a— a = 120°

Por tanto, los nimeros cuyo cuadrado es igual a su conjugado son 0, Y 1150

096 | Sea u= 1 + —3i. Comprueba que siz= —2 + 5i,entonces z, U -zy u*- z

2 2
son las tres raices cubicas de un nimero complejo. Demuestra que eso sucede
para cualquier nimero z. ;Qué tiene de particular el nimero u?

Z=—=2+51=~29 145507

1 3

u-z= —5 + 2/] (=24 51) = 110 - V29 111048 507 = N 29231048 507"
2
1 V3 A =
uvez= _2“‘2/] (=2 +50) = T - N 2911048507 =N 29351248 507"

Son las raices cubicas de 293350 5415

Esto sucede para cualquier nimero complejo, ya que las raices cubicas
de un nimero complejo tienen el mismo modulo y su argumento
se diferencia en 120°.

Al multiplicar cualquier nimero por u, su médulo no varfa y su argumento
aumenta 120°.

097 | Determina si es cierta esta afirmacion.

Si dos nimeros complejos zy w cumplen que z° = w?, entonces z = w.

La afirmacién no es cierta.

Para cualquier niimero complejo z tenemos otros dos complejos: 1150+ ZY Touee - Z,
cuyo cubo coincide con el cubo de z.

(M2 =ly-2°=2
g2 =1y 22=2

098 | Del nimero complejo z; se sabe que su argumento es 150°,
y el médulo de z; es 2. Calcula z; y z, sabiendo que su producto es —8i.

Zy = Nse

7, =24

_8/ — 8270°
Isoe * 20 = 800

r-2=28 _)r:4 2y = 4ispr
150° 4+ o = 270° a = 120° 7, = 2
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099

s0e

100

101

s0e

SOLUCIONARIO 4

Representa el nimero 1 + i. Pésalo a forma polar 1
y calcula sus 10 primeras potencias. Represéntalas A
en el plano complejo. Observa que los afijos
de esos numeros describen una curva espiral.
z=14+1i= \/545\’
Zz = 2go°
22 =202
2" =4y \
25 = 4\/?225“
77 =8y 4
Z7 = 8\/3315“ »
78 =16,
A/
22 = 1632 45 -
7'9 =324

Calcula la suma de los 10 primeros términos de una progresién aritmética
de diferencia 1 + 2i y cuyo primer término es —6 — 2i.

d=1+2i

a=—6-2i

dy=a,+(h—1d

Go=—6—2+(10—1)(14+2/)=3+16i
(ai+a,)n

2

S, =

. (—6—2/+23+16/)1O 154700

Si el nUmero complejo a + bi tiene médulo my argumento o, ;cémo expresarias
en forma bindmica un nimero complejo con médulo 6m y argumento 2w —o?

. . 3
;Y siel médulo es 3my el argumento es o + 7“?

Seaw = ¢ + di el nimero complejo que tiene por médulo 6m y argumento 21 — a.
c=64a’+ b* cosQm — ) =64a’ + b cosa

d=6a’+ b> sen2m — ) = —6a* + b* sena

Sea v = e+ fiel nimero complejo que tiene por médulo 3m y argumento . + 3—ﬁ

e=3va’+ b’ cos

u+321TJ:3 a’ + b sena

f=3va’+ b* sen

OL+37TY = —-3Ja*+ b* cosa
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Numeros complejos

102 | Seaz = r,un numero complejo en forma polar y z su conjugado.
[eRexe] .
Calcula el valor del cociente.
COS QL+ COS 2Qx - ... COS N

(z+2) [24+@°] [z +(2)"]

Z=r,=1r (coso+isena)
7 = l30e_ o = I (COS o0 — i S€n o)
COS Qv+ COS 2@+ ...+ COS N

(z+2)-(Z2+ @) ... (20 +2))

_ COS Qv+ COS2Qu+ ... COS N
B (r(cos ovtiseno) +r(cosa—isenaw)) - ...« (r" (cos nou+i senno) + r” (cos nou—i sen nav))
_ COS Qv+ COS 200+ ... COS NOx _ 1
B 2rcos o - 2r>cos 2o - 2r" cos na B 5 ntn
Sro2

103 | Dada la ecuacion z2 + (a + bi)z + ¢ + di = 0, con a, b, c y d nimeros reales,
[eRexe] .z ’ .
encuentra la relacion entre ellos para que sus raices tengan el mismo argumento.

ZZ4+(@+bi)z+c+di=0

—a—bit\J(a+bi—4lc+d) —a—bita b +2abi —4c — Adi
2 2

7 =

Para que tengan el mismo argumento, el cociente entre la parte imaginaria
y la parte entera debe ser el mismo.

a’ —b> +2abi—4c—4di=0

Gz—b2—4C:O}
2ab—4d =0

Como solo tenemos dos ecuaciones y cuatro incégnitas tenemos que dejar
dos de las incégnitas en funcion de las otras.

S T Yt N o s

d

(V2c v 20" @W@ N Y e

a, =

o -4 vclbcvad —hd g o

d

_Jﬁ—dm(im_m by = 2N 1 & + 20



SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

n
ik . . or .
104 | Calculala suma 2 i* expresando el resultado lo mas simplificado posible.
k=0

=i T—i 140"

M:

k=0

Sin=4t,teN — >i*=1
k=0
Sin=4t—1,teN = >Xi*=0
k=0
Sin=4t—2,teN = Yi*=i—1
k=0

Sin=4t—3,teN = Xi*=i
k=0

105 | Demuestra que si el nimero complejo z es una raiz del polinomio P(x) = ax* 4+ bx + ¢,
cona, by c €R,z es también una raiz.

z=d+ei

P(d + ei) = ald + ei)* + b(d + ei) + c = a(d’ — €’ + 2dei) + bd + ebi + ¢ =
= ad? — ae’* + 2adei + bd + ebi+c=0

Por tanto, resulta que: ad® — ae*+bd +c=0 2adei + ebi =0

Pd — ei) = ald — ei)> + bld — ei) + c = a(d? — &> — 2dei) + bd — ebi + ¢ =
=ad’ — ae’ — 2adei + bd — ebi + c =
=ad? — ae’+ bd + ¢ — (2adei + ebi) = 0

106 | Halla un polinomio de cuarto grado con coeficientes reales, cuyas raices
sean2iy 1+ 1.

K+ 2DK =2 — (1 + N — 0 =) > x*— 2%+ 6x>—8x+8

107 | Obtén la sumay el producto de las raices n-ésimas de la unidad.

Sea Q/f = liseo-

n

T '[[]360" }n 1] T - (1=1)

La suma de las raices es: = =0
=)
n n
El producto de las raices es:
b= 1@ '1ﬂ 1ﬂ =l 230 3] = Do =3¢ (nrp = —1
[—+—+,.,+7} T(1+2+ +n) R

n n n n n n
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Numeros complejos

108 | Calcula las 5 soluciones complejas de esta ecuacion.
X4+ x*+ x4+ x2+x+1=0
El primer término es la suma de los términos de una progresién geométrica.
(x* =1

a=1r=x S5 =
X —1
X, =1
X; = ler
6 p— j—
Por tanto, resulta que: il Vi 0o x —1=0ox=1 17 b
X —1 X5 = lgo
X5 = g
Xo = laoor
Las soluciones son: Xy, X3, Xs, Xs Y Xe.
109 | Resuelve el sistema de ecuaciones con incégnitas zy w.
{iz—(1+i)w:3
(24+i)z+iw=4
w+iw+3 _ ;
=272 z=w—W+3)
iz—(1+i)W_3}_>Z i N 8 5 ) —)W_i+2i
Q+hz+iw=4] " _ a—iw z:w 3
241

z=[1+2z] [1+2/]+3/= el
3 3 3

110 | Halla la expresion de z sabiendo que los afijos de los nimeros complejos 1,z y z2
estan alineados.

Las coordenadas de los numeros complejos son:
A(1,0)  Ba, b) C(a* — b 2ab)

Calculamos los vectores:
AB=(a—1b) AC=(d—b’—1,2ab)

Los puntos estan alineados si los vectores son proporcionales.
AB=tAC—(a—1,b)=t(@—b>—1,2ab)

1
_ 2 p2 t=—o
a—1=t(a* —b 1)} 2 [1 (@ — b —1)

a
a—1=
b=t-2ab 2a

—ad -2a+1=b—>b=a-1
Portanto, resultaque:z=a+ (a — 1)i
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SOLUCIONARIO

111 | Un hexagono regular esta centrado en el origen de coordenadas y uno de sus

vértices es el punto A(1, 0).
\JA

Halla los vértices de otro hexdgono regular con el mismo centro,
lados paralelos al anterior y un area que es 5 veces mayor.

Silos dos poligonos son semejantes y la razén entre sus dreas es 5,
la razén entre sus longitudes es V5.

Un vértice es el punto (\/g O) y los otros vértices son v/5 &, /5 120, /5 1a0,

\/E 2400 Y \/E 300°

6
Esto serfa equivalente a calcular las raices sextas de (\/g) =125.
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