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 6

 

SOLUCIONES  

1. a) Los componentes de los vectores pedidos son:  

      
 

b) Existen infinitas parejas de puntos C y D que cumplan la condición pedida. Por ejemplo,       

)0,0,0(C y )3,3,1( −−D . 

 

c) Sea ),,,( cbaF debe cumplirse: ).3,3,1()9,6,3( −−=+−+ cba Luego 3,4 =−= ba y 

6−=c . 

d) Sea G ),,,( cba ′′′ debe cumplirse: =′−′−′− )9,2,3( cba )3,3,1( −− . Por tanto, 

.6,5,4 =′=′=′ cba  

2. a) El vector suma vu
��

+ el )4,0,1(=+vu
��

. Un representante de vu
��

, y vu
��

+ puede verse en el        

dibujo. 

 

    

3. Resolvemos el sistema vectorial 




=+

=+

)3,2,3(2

)5,3,5(32

vu

vu
��

��

 

Multiplicando la segunda ecuación por 2−  y sumando a la primera se obtiene )1,1,1(=v
�

. 

Con este vector sustituido en la segunda ecuación se obtiene )1,0,1(=u
�

. 

Por tanto, los vectores buscados son )1,0,1(=u
�

y )1,1,1(=v
�

. 
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4. Los vectores vu
��

, y w
�

forman una base, ya que el rango de la matriz formada por sus filas es 

tres, al ser: 

 

Las coordenadas del vector )1,1,1(=x
�

respecto de la base anterior son los escalares a, b y c, 

que cumplen: 

 

Operando y resolviendo el sistema resultante se obtiene:  

 

Análogamente, el vector )3,2,1(=y
�

tiene las siguientes coordenadas respecto de la base 

anterior: 

 

5. El determinante 

00

22

111

t

t vale .22 tt −  

Si la expresión anterior es nula, los tres vectores no forman base de 3
� . 

Por tanto, ,022
=− tt es decir, para t = 0 y t = 2. 

6. Las distintas expresiones de la recta buscadas son: 

 

 

 

En la ecuación paramétrica pueden obtenerse los puntos dando valores a t. Así, 
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7. La recta viene determinada por el punto )0,1,1(P y el vector ).1,1,0( −== PQv
�

 

Las ecuaciones de la citada recta son: 

               

8. La recta determinada por los puntos A y B tiene por ecuación: 

 

 

Al sustituir las coordenadas del punto C en la recta anterior, se tiene: 

 
 

Por tanto los puntos no están alineados. 

9. a) Ecuación paramétrica 









+=

−=

+=

tz

ty

tx

34

2

2

 ℜ∈t  

 

          Ecuación como intersección de dos planos: 

          




=−

=+

23

4

zx

yx
 

 

      b) Ecuación paramétrica 









=

+−=

+−=

tz

ty

tx

22

51

  

 

          Ecuación continua: 
12

2

5

1 zyx
=

−
=

+
 

 

      c) Ecuación continua: 
2

3

1

1

1

2 −
=

−

−
=

− zyx
 

 

          Ecuación como intersección de dos planos:   




=−

=+

12

3

zx

yx
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10. Dos rectas paralelas tienen vectores directores iguales o proporcionales. La recta pedida tiene 

por ecuación z
yx

−==
− 22

 

11. La solución es: 

 

12. Pueden ser: 









=

++−=

=

sz

sty

x

2310 , con t y s ℜ∈  

13. La ecuación es: 

 

 



 

 10

 

PÁGINA 127 
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SOLUCIONES  

14. El plano tiene por ecuación 01432110

230

311

42

=−−+⇒=−

+−

zyx

zyx

. 

15. a) El plano tiene por ecuación 02230

010

302

11

=−−⇒=

+−

zx

zyx

 

 

b) Las rectas dadas se cortan en el punto ).1,2,1( − el plano pedido tiene por ecuación 

02320

012

111

121

=−++⇒=

−

−

+−−

zyx

zyx

 

 

c) Todos los planos paralelos al dado tienen por ecuación 0=++− Dzyx ,obligando a que 

pase por el punto (1, 0, 1) hallamos que 2−=D y el plano buscado tiene por ecuación 

02 =−+− zyx  

16. Estas rectas son paralelas pues tiene vectores directores iguales o proporcionales. Para 
hallar la ecuación del plano que las contiene tomamos uno de los vectores y un punto de 
cada una de ellas, con lo que tenemos otro vector y un punto. El plano tiene por ecuación: 

023450

311

711

22

=++−⇒=

−−

−

−−

zyx

zyx

. 

17. La recta paralela a estos planos estará en la intersección de dos planos paralelos a estos de la 

forma 




=++−

=+−−

03

03

Kzyx

Dzyx
 hallamos las constantes D y K obligando a que pasen por el punto 

)2,0,0( − y obtenemos la recta de ecuaciones: 




=++−

=−−−

023

063

zyx

zyx
 

18. a) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones 




=

=+−

15

0

x

zyx
 

 

b) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones 




=++

=+−

42

32

zyx

zyx
 

 

c) Los planos se cortan en el punto )3,1,1( −  
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19. a) El plano y la recta se cortan en el punto )
2

5
,1,

2

5
(

−
 

 

b) el plano y la recta se cortan en el punto )
9

8
,

9

2
,

9

5
(

−−
 

20. Las rectas se cruzan. El plano pedido tiene por ecuación: 

 

05274

322

201

111

=−++⇒=

−

−

−−+

zyx

zyx

 

21. Estudiamos la posición relativa de estas rectas estudiando el determinante formado por el 
vector director de una de las rectas, el vector director de la otra y el vector de un punto de 
una de las rectas a un punto de la otra, de este modo: 

 

3 1

2 1 2 1

3 1 1

b

b

−

− = +

−

 

 

Si 1−=b las rectas son coplanarias, en este caso se cortan. 

Si 1−≠b las rectas no son coplanarias, es decir se cruzan en el  espacio. 

22. Discutimos el sistema formado por la ecuación del plano y las ecuaciones de la recta y 
obtenemos: 

Si 2≠m el sistema es compatible determinado por lo que la recta y el plano se cortan en un 

punto. 

Si 2=m el sistema es compatible indeterminado por lo que la recta está contenida en el 

plano. 
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PÁGINA 128 
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SOLUCIONES  

23. Sean los valores de a que hagan el determinante 

a

a

11

11

111

distinto de cero. 

El determinante anterior vale ,)1(12 222
−=+− aaa es distinto de cero para cualquier valor                     

diferente de uno. 

24. La ecuación de la recta s es: 
5

4

32

1 −
==

− zyx
 

La intersección de s con el plano π es el punto 
16

1
,

16

39
,

8

5
−−−  

25. La intersección de s con el plano π es el punto 
16

1
,

16

39
,

8

5
−−−  

El vector director de la recta pedida será proporcional al vector director de la recta 

determinada por los dos planos, ).1,1,1( −=v
�

 

 

La ecuación de la recta pedida es: 

111

2

−
=

−
=

− zyx
 

26. La recta viene determinada por el punto (4, 5, 6) y el vector ),1,3,1(=v
�

y su ecuacion es: 

1

6

3

5

1

4 −
=

−
=

− zyx
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27. La solución es: 

      

28. a) La recta r corta al plano π si 
7

23
−≠m  

b) La recta y el plano son paralelos si 
7

23
−=m y 

7

9
≠n . 

c) La recta está contenida en el plano si 
7

23
−=m y 

7

23
−=n . 

29. El haz de planos de arista r tiene por ecuación: 

      0)12()5235( =−−+−+− zyxzxx λ  

 

      Si el haz incide con el punto (0, 0, 1), se cumple: 

       2/30)11(52 −=⇒=−−+− λλ  

 

     Para este valor 2/3−=λ , el plano buscado es: 

      07734 =−+− zyx  

30. Las rectas se cruzan en el espacio al ser cuatro el rango de la siguiente matriz. 

 





















−−

−

−−

2410

4501

2310

1101
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31. La solución queda: 

Si 4−=m , las rectas se cortan en un punto x = 0, y = 3/2, z = -1/2. 

Si 4−≠m las rectas se cruzan en el espacio. 

32. La solución es: 

 

      a) Si 2−≠m , se cortan en un punto.  

    Si 2−=m , se cortan dos a dos. 

 

b) Si 0≠m y 1≠m , se cortan en un punto. 

    Si 0=m , dos planos son paralelos y el otro corta a los anteriores. 

    Si 1=m , los planos se cortan en una recta. 

 

c) Si 7≠m , se cortan en un punto. 

    Si 7=m , se cortan en una recta. 

 

d) Si 1≠m , se cortan en un punto. 

    Si 1=m , se cortan dos a dos. 

33. El punto A, punto de corte del plano y la recta del enunciado, tiene por coordenadas: )3,1,2( −A  

La ecuación de la recta que pasa por los puntos A y B es: 









+−=

+=

=

tz

ty

x

63

1

2

con t∈�  

34. Queda:  

 

Entendemos por rectas coplanarias aquellas que están en un plano, es decir, aquellas rectas 
pueden generar un único plano. 

 

De las cuatro posiciones relativas de dos rectas en el espacio, las que no son coplanarias son 
las rectas que se cruzan. 

 

Dos rectas que se cruzan son: 
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35. Sean ),,(),,(),,,( 333322221111 zyxPzyxPzyxP  y ),( 4,444 zyxP , cuatro puntos cualesquiera del 

espacio. Los puntos medios de los lados del cuadrilátero formado por 1P , 2P , 3P , y 4P tienen 

por coordenadas. 

 

 

Los vértices 1M , 2M , 3M y 4M forman un paralelogramo ya que los vectores 

son iguales; de igual forma que  

 

Los vectores anteriores tienen por coordenadas: 
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