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TEMA 7 — INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS.
APLICACIONES

TASA DE VARIACION MEDIA DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

EJERCICIO 1 : Halla la tasa de variacion media de la siguiente funcion en el intervalo [1, 2] e indica si
f(x) crece o decrece en ese intervalo: f(x )=2x2 —-3x

Solucién: T.V.M. [L, 2] = f(2)- f(l) 2-(- 1) (2+1) 3
2-1 1 1
Como la tasa de variacion media es positiva, la funC|on es creciente en el intervalo [1, 2].

EJERCICIO 2 : Dada la funcion: f(x)=(x -1

Calcula la tasa de variaciéon media en el intervalo [0, 1]. ¢Es creciente o decreciente la funcion en
dicho intervalo?

Solucién: T.V.M. [0, 1]= f(ll) g(o) 0 1(1) i 1

Como la tasa de variacion media es positiva, la funcion es creciente en este intervalo.

EJERCICIO 3 : Calcula latasa de variacion media de esta funcién, f(x), en los intervalos siguientes
e indica si lafuncion crece o decrece en cada uno de dichos intervalos:
,

AN

a) [-1,0]

b) [1. 2] N

Solucion:

a) TV.M. [10]- f(0)-f1)_1-(-1) _1+1
0-(1 1 1

Como la tasa de variacion media es positiva, la funcion es creciente en [-1,0]. (También se

puede apreciar directamente en la gréfica).

=2

b) T.V.M.[1 2]= f(22)— fl(l) _0 1 2 _ _2= Lafuncion decrece en este intervalo.

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO, APLICANDO LA DEFINICION

EJERCICIO 4 : Halla la derivada de la siguiente funcién en x =1, aplicando la definicién de derivada:

f(x)=x?+1
Solucién: f'(1)= lim FOOAQ i 65 4D=2 i X2 DDy
x—>1 x-1 x—1 Xx-1 x—1 X=1 x-51 x-1 x—1
EJERCICIO 5 : Calcula,utilizandola definiciénde derivada, f (1) paralafuncién f(x)sz_l.
x-1 0
Solucién: f'(1)= lim f(x) f(l) _imiZl
x—1 x—>1 x-1 x>13 3

EJERCICIO 6 : Halla la derivada de la funcién f(x)=(x — 1)2 en x=2, aplicando la definicion de derivada
2 2

Solugién: @)= fim T8)=F@)_ ) &-1F -1 Doty X2t X2 2x e xe2)

X—2 X—2 x—>2 X—2  xo2 X-2 X—2 X—=2 x—52 X—2  x—2
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EJERCICIO 7 : Aplicando ladefiniciénde derivada, calcula ' (1), siendo f(x)=3
X

3_2 2-2x
m FO-10) — lim —X = lim 222 _ i 202X _ i 22
X1 XL o x-1 TXOL(-DX  xDL(-DX  xoL X

Solucion: f'(1)= 1
x—>1

FUNCION DERIVADA, APLICANDO LA DEFINICION

EJERCICIO 8 : Halla f'(x), aplicando la definicién dederivada:

a) f(x)=x2+1 b f(x)=1 c) f(x)=2x2 d)f(x):% &) 1(x)="- 2X
Solucion: ‘
a)f'(x)= lim f(x+h)—f(x): lim (x+h)2+1—$<2 +1, lim x2+h2+2xh+1—x2—1:
h h—0 h h—0 h
- h%+2xh o hh+2x)
= lim = lim lim (h+2x)=2x
h—»0 h h—>0 h h—s0
x+h+l (x+1) X+h+1-x-1 h

b) £'(x)= lim Fecrn)-10)_ iy 3 3 _lim 3 Cim3im ot

h—0 h h—0 h h—0 h h—»oh h-03h 3

2k?+n? vaxh ~2x? L 2x% 4202 4 dxh-2x?

S f'(x): lim w: lim 2(X+h)2 _2x2

= lim =1 =
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
2
= lim 20EBD h(2h +4x)_ lim (2h +4x)= 4x
h—0 h h—0 h h—s0
1 1 x—(x+h) Xx—X—-h —h
d) £'(x)= lim P00 _ iy xeh x _ g XG) o xGeeh) o xbeen) e <h
h—0 h h>0 h h>0 h h>0 h h>0 h h—0 hx(x+h)
—1
= lim ———
h—0 x(x+h) x2
2(x+h) 2x 2x +2h — 2x 2h
&) /()= lim FOENFC) 8 8 8 3 22
h h—0 h h—0 h h—0 h  h-03h 3
CALCULO DE DERIVADAS INMEDIATAS
EJERCICIO 9 : Hallala funcion derivada de:
a) f(x)=3x*-2x +5 b) f(x)=e* c) f(x)=2x3-x2+1 d) f(x)=1Inx
e)f(x)=2x5+§ f) f(x )=sen x g)f(x)=x3—3x2+% h) f(x )=cos x
i) f(x)=4x3-3x2 +2 j) f(x)=tg x K) f(x )= 242 1) f(x )= xeX
2X +1
3x-1 2 o 1-x2
m) f(x )= 5 n) f(x )= x “sen x A) f(x)= . 0) f(x)=xInx
<2 _
2
p)f(x)=ﬂ+§ q) f(x)= 3::1 r f(x)= 2?;(X+3 s) f(x)=¥x -sen x
Solucion:
a) f'(x)=12x3-2 b) f'(x)=e c) f'(x)=6x2 —2x d) f'(x)=l
X

e) f'(x)=10x* +% f) f'(x)=cos x 9) f'(x)=3x? —6x h) f'(x)=—senx
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i) £'(x)=12x2 - 6x j) f'(x)=1+tg%x =

COS X

0 60 2x(2x+1)-k2 +2 -2 ax?eox-® -4 xP42x—4
(2x+17 (@x+1Y (2x +1)
) 32 —2-(3x-1)2x _3x*-6-6x%+2x _—3x? +2x-6

0 IR S R O

n) f'(x)=2x senx+x2cos x

m) f'(x

2 2 2 2
ﬁ)f,(x):—ZX(x—3)—‘1—x ,_ —2X74+6x-14x" _—x“+6x-1 0) f'(x)zlnX+X~l=|nX+1
(x—-3) (x—-3)% (x-3)% X
12 , X -(3x+1)e® eX(3-3x-1) 2-3x
fr(x)e—— - = £'(x)= - -
P )= q) £'(x)

¢

—3x2. 2 ay? 2
yp ) (2332 12x® +18x—6x® _ 6x” + 16X

OlC

(2x+3)2 (2x+3)2 - (2x+3)2
s) 1"(X)=%X’2/Bsenx+x]/3 COS X = 3%/1_2 sen x + /X - cos x
X

CALCULO DE DERIVADAS

EJERCICIO 10 : Halla la funcién derivada de:

) fr(x)=e* +xe* =(1+x)e*

a) f(x)=(3x? +x]4

b) f(x)=v4x? +1

c) f(x)=e™

d) f(x)=1In(3x"* —2x]

e) f(x)= sen[z’;’:lgj f) f(x)= 3x4—% g) f(x)= 3:22__12 h) f (x )= xe*
i)f(x)=8x5—2x3+§ ) ()= —3x e k)f(x)zsen(xzx_lj |)f(x):§_§
m) f (x )= 2Xx23_+31 n) £ (x)=1In &4 —2x: ) f (x ):‘2"45—+3X2 0) f(x)= X3X::X

5 2x

t) f(x)=4x -

w) f(x)=-x" +%x—1

0) ()= k2-3x X

3
X) f(x)= 4x~ -3

v) f(x)zsen( Xz‘lj

X< +1

y) f(x)=e™"3

x? -1
3 \
2) f(x)=9x2—3x4+l 1) f(x)= 3x 2) £(x)=In kx5 +3x
3 4-x2 g
5,5 x2+1
3) f(x)z_?’x+x 4) £(x)=x“*cosx 5) f(x)=e x-1
6
6) f(x)=4XT—2x+5 7) f(x)= ix 8) f(x)=v2x-3x*
X“+1
Solucion:
a) f'(x)=4(3x2 + x:3 -(6x +1)
2 2
b) f'(x)= ——t .12x? = 12X° __OX
2Vax® +1 Nax® 41 Vax® 1

c) f'(x)=e* 2. (12x? —2:
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@) ()= 3x* -2 2) & ~2x

e)f'(x)zcos[ X +1 j.(zx—s)—(x+1)2 _ 2x—3—2x—2.cos[ x+1 j: -5 .Cos[x_uj

2x -3 (2x -3 (2x-3) 2x=3)  (2x-3) 2x -3

— (123

f) f'(x)=12x> —18TX

)_6x$<2—1 (3x2 —2 2x _ 6x° —6x—6x3 4 4x _

$<2—1)2 $<2—1)2 $<2—1)2
hy f'(x)=eX +xeX =eX(1+x) i) f'(x)=40x* —6x?
j) frx)= ‘4x3—3/ex +$<4 —3x/ex = ¢1X3 ~3+x% -3x eX = ‘(4 +4x3 -3x-3 eX

k) f(x)= COS(XZX_J. Xl_zl__Szzx ) COS(X —1] 2‘(21 12))2( i k2 21)12 Cos(xzx—l]

9) f'(x

3 2 2
I)f'(x):lzx _18x =6x3—18X
2 5
. 2x(2x3 +1 - &2 -3 .6x2 _axteax-ext r18x? —2x” +18x? 4 2x
(2x3 +1)2 (2x3 +1)2 (2x3 +1)Z
A 3
n) f'(x)= ‘4x3—2/= -2
x4 —2x x4 —2x
ﬁ) f'(X)Z —8X5+6X
0 ()= 3‘(2+3x/—(3x—4)(2x+3): 32 +9x—6x —9x+8x+12 _ _ —3x? +8x+12
$<2+3x)2 ‘><2+3x)2 (X2+3X)2
1 ) 6x2 3x2
o) 160)-— - - -
2y 2x3 -3 2 23-3 V2x3 -3
) F'(x)=2x3 - 251 x©

r) f'(x)=e* -senx+e* -cosx = (senx+ cosx Je*

N
2 2 2
S)f'(X)=—Sen( 3x ]3& +2-3x-2x _ | 3% +6-6x .Sen( 3x ]:

2 2
X +2 2 )g X +2
€2+2)2 Q +2
~3x%+6 3x 3x2 -6 3x
= > = - sen 2—
Q +2)z X< +2 €2+2)z X< +2

t) f'(x)=20x* _E

u) (%)= (2x—3)eX +(x2 —3x:ex —eX(2x-3+x2 —3x:=ex (x2 —x—3:

, x-1 ) x%+1-(x-1)2x x—1 ) x? +1-2x2 +2x x-1 ) —=x?+2x+1
v) f'(x)=cos : =cos : = cos : =

2 2 2
X< +1 (X2 +17 X“+1 (X2+1f X< +1 (X2 +1f
_-xP+2x+1 (x—lj
(x2+1)2 x?+1

w) f'(x)=-7x8 +%
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12x2(x2 1 —bx3 -3 2% 12x* —12x? —8x* +6x  dx? —12x% 4 6x
(2 (2-1f (2 -of

y) f'(x)=e*"3 ‘28x —28x3.e7'3

z) f'(x)=18x—12x3

x) f'(x)=

2 2" 4.3 2 oud 4 2 L4
B 60 (4-x2 —3x3(C2x) 36x2-9x* +6x*  36x% —3x

(4—x27 IO ED

N 4
2) £()=——— lox? +3 = 22X *3
2x° +3x 2x° +3x

3) f'(X)Z —15)(7 +2
4) f'(x)=4x3cosx +x* (= senx)= 4x3cosx — x *senx

x*+1 x*+1 x*+1

2= 2 L= 2 2 2
5) f(x)=e xL. 2x(x -1)- +1 Cext 2xT-2x-xt-1 oy xT-2x-1

(x-1)? (x-1)? -1
5

6) f'(x)= 24;‘ —2=8x5 -

2.9 2 2 2
7 (%)= Z‘X +1-2X-2X  2X“ +2-4X —2X°+2

(x2+1)2 ) (x2+1f :(x2+1)2 \

b1 -2 12x3  ol-ex® 1-6x3

1
2 2x —3x4 2x/2x ax?  22x-3xd  yax—3x?

ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA

8) f'(x)=

EJERCICIO 11 : Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y:x2+ 2x-1 en el punto de abscisa
x=1.

Solucion: y —f(1) =f* (1).(x — 1)

e f(1)=1°+21-1=2

e fr()=2x+2=f'(1)=2+2=4

o Larectaserdy—2=4(x-1)=y=4x-2

EJERCICIO 12 : Escribe la ecuacién de larecta tangente alacurva y = 2x2 - 3x gue tenga pendiente
7.

Solucionn m=-7=f'(x) =>f‘X)=4x-3=-7T=>x=-1
y—f(-1) =f' (-1).(x + 1)

f(-1) = 2.(-1)*—=3.(-1)=2+3=5

o fi(-1)=-7

o Larectaserd: y-5=-7(x+1)=y=-7x-2

EJERCICIO 13 : Hallalaecuaciéndelarectatangentealacurva y =Jx gue seaparalelaa. larecta

1
=—Xx+1
y 4

- . 1
Solucion: e Lapendiente delarectaes m= 2

. . . 1 1
e La pendiente esigual aladerivada: = ——=—=x=4

2Jx 4

oy —f(4) =F(4)(x - 4) = Larecta sera: y—2=z(x—4):y=%x+1
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ESTUDIO DE LA MONOTONIA DE UNA FUNCION

EJERCICIO 14 : Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las siguientes funciones:

a)f(x)=3x2—2x+1 b) f(x)=2x° c) f(x)=3+12x —3x? d) f(x)=(x +2f
e) f(X)— 3X +1

Solucion:

a)

. D(f) =

. f(x) 6X —2 = D(f)_

f(x) 0=6x-2=0=>x=1/3

/ Creciente (1/3,+x)
Decreciente (-0,1/3)

Minimo (1/3,f(1/3)) = (1/3,2/3)

b)
e D(f) =
Df =
o F(x)=6x>= ()=
f(x) 0=6x2=0=x=0
/ / Creciente en todo R
c)
e D(f) =
. f(x) 12-6x= (f)_
f( )=0=12-6x=0=x=2
Creciente (-,2)
Decreciente (2,+x)
Maximo (2,f(2)) = (2,15)
z
d)
e D(f) =
o f(X) 2(x+2)=> (f) .
f() 0= 2x+4=0=x=- Creciente (-2,+c)

Decreciente (-,-2)
\ / Minimo (-2,f(-2)) = (-2,0)
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e)
» D(f) =

. f'(x)= 2x—3:> D(f)=R
2 f'(X)=0=2x-3=0=x=3/2

Creciente (3/2,+x)

Decreciente (-0,3/2)

* Minimo (3/2,£(3/2)) = (3/2,-5/8)
352

EJERCICIO 15 : Dada la funcién:f(x )= 4x? - 2x +1

a) ¢Es creciente o decrecienteen x=0? ¢Yen x=17?
b) Halla los tramos en los que la funcion crece y en los que decrece.

Solucién: e f'(x)=8x -2
a) f'(0)=-2<0 = Decrecienteenx =0
f'(1]=6>0 = Crecienteenx =1
b) e D(f) =
Df =
o f'(x)=8x-2= ()=
f(x) 0=>8x-2=0=>x=1/4
Creciente (1/4,+x)

Decreciente (-0,1/4)
Minimo (1/4,f(1/4)) = (1/4,3/4)

EJERCICIO 16 : Consideramos la funcion: f(x)z 5x % —3x

a) ¢Crece o decreceen x=-1? ¢Yen x=1?
b) Halla los tramos en los que la funcion es creciente y en los que es decreciente.

Solucion:

a) f'(x)=10x -3
f'(-1)=-13<0 = Decrecienteenx = -1
f'(1)=7>0 = Crecienteenx =1

b) e D(f)=
D(f)=R

o f'(x)=10x-3=4 " ' ~ ~
£'(X) = 0=>10x ~3=0=> x = 3/10

Creciente (3/10,+x)
\ / Decreciente (-,3/10)
- +
.

Minimo (3/10,f(3/10)) = (3/10,9/20)

3/10
EJERCICIO 17 : Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién: f(x )=8x —x?

Solucién:
« D(f) =

o f'(x)=8-2x :>{D(f') =R

f(xX)=0=8-2x=0=>x=4
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Creciente (-=,4)

Decreciente (4,+)

&

Maximo (4,f(4)) = (4,16)

2 —
EJERCICIO 18 : Estudia el crecimiento y el decrecimiento de la siguiente funcién: f(x )= X —3x

Solucion:
e D)=R
o f'(x)= 2x=3 PR 2x—3
4 f'(x)=0= 4" =0=>x=3/2
Creciente (3/2,+x)
- + Decreciente (-0,3/2)
&
7] Minimo (3/2,(3/2)) = (3/2,-9/16)

EJERCICIO 19 : Dada la siguiente funcién:  f(x)=14x - 7x?

a) ¢Es creciente o decrecienteen x =0? ¢Yen x =47
b) Halla los tramos en los que la funcion es creciente y en los que es decreciente.

Solucion:
a) f'(x)=14-14x
f'(0)=14>0 = Crecienteenx =0
f'(4)=-42<0 = Decrecienteenx = 4
b)
« D =R
D(f')=R
o f'(x)=14-14x = *)
f(x)=0=14-14x=0=x =1
Creciente (-,1)

Decreciente (1,+)

. Maximo (1,f(1)) = (1,7)

1

APLICACIONES DE LA DERIVADA

EJERCICIO 20

a)Hallalaecuaciondelarectatangentealacurva f(x)= x®-3x%+1 enelpuntode
laabscisa x =1.

b) ¢ Es creciente o decreciente f(x) en x =3?

Solucion:
a)y-f1)=f'(1)x-1)

of(l)=1-3+1=-1

o f'(x)=3x2—6x =f(1)=3-6=-3

o Larectaserd: y+1=-3(x-1)=y=-3x+2
b)f'(3)=9>0 = Escrecienteen x =3.

EJERCICIO 21 : Dadalafuncién: f(x)=3x?-x
a) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la funcion en x = 1.
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b) Halla los tramos en los que la funcion crece y en los que decrece.

Solucion:
a)y-f(1) =f (DK -1)
of(1)=3-1=2
o f'(x)=6x-1=f'(1)=6-1=5
e Larecta sera: y—2=5(x—1):>y=5x—3
b)
e Df)=R
D(f')=R
o f'(x)=6x-1= )
f'(X)=0=6x-1=0=x=1/6

Creciente (1/6,+x)

- + Decreciente (-o,1/6)

L
16 Minimo (1/6,f(1/6)) = (1/6,-1/12)

EJERCICIO 22 : Consideremos la funcion: f(x)zgx2 -2x+1

a) Obténlaecuaciéon delarecta tangentea f(x) en el puntode abscisa x =2.
b) Hallalos tramos en los que la funcion crece y en los que decrece.

Solucion:
a)y-f(2)=1(2)(x-2)
of(2)=6-4+1=3
o f'(x)=3x-2 =" (2)=6-2=4
o Larectaserd: y-3=4(x-2)=y=4x-5
b)
e Df)=R
D(f')=R
o f'(x)=3x-2= ™)
f(X)=0=>3x-2=0=>x=2/3
Creciente (2/3,+x)

Decreciente (-0,2/3)

- Minimo (2/3,f(2/3)) = (2/3,1/3)

PUNTOS DE TANGENTE HORIZONTAL

EJERCICIO 23 : Hallay representa graficamente los puntos de tangente horizontal de la funcion:
f(x)=x*-x2-8x +12

Solucioén:
X=2
2+, 4 +
o f'(x)=3x*-2x-8=0 = x-= ¥96 _2:10 -8 -4
6 6 X=—=—
6 3
4 500
Puntos: (2,0 -
( )y[ 3 27]
500
Maximoen _—4 500 il kY
3 27
* - -2_4
—453 2 3 |

Minimoen (2, 0)
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2
EJERCICIO 24 : Dadalafuncién f(x)= 2X , hallasus puntossingulares yrepreséntalos
xc-1
Solucion: ,
2 2 3 _ 3 _
. f()_4x(x 1) 2X7-2x  Ax° —4x-4x 4x 0= x=0 — Punto: (0, 0)

- @ o)

/ / \ Méaximoen (0,0)

-1 1}

...
|

EJERCICIO 25: Averigualospuntosdetangentehorizontaldelafuncion f(x)= yrepreséntalos

X< +9
Solucion:

2.0 _o0oy. 2 1av?  _oy?2
. f,(x)zg(x +9,-9x-2x _ 9x*+81-18x* _-9x®+81_ _

kz+of i G2+9f  G2+of

X, = -3 - Punto: [—3, _3]
2

X, = 3> Punto: |3, 3]
2

3 ol
Minimoen | -3, —
. N
& - T

L. 3 Sg
Maximoen | 3, E A

= -9x2+81=0 = x*=9 =

-3 3

EJERCICIO 26 : Halla y representa graficamente los puntos de tangente horizontal de la siguiente
funcion: f(x) = (x —1)*(x +5)

Solucion:
o f'(x)=2(x -1)(x +5)+ (x —1F =(x —1)[2 (x + 5)+ (x = 1)]= (x—1)(2x+10+ x -1)= (x -1)(3x+9)=0=
x=1 — Punto: (1,0)
= {x =-3 — Punto: (-332)
Maximoen (-3, 32)

~ 32
Minimoen (1, 0).

3 1

EJERCICIO 27 : Halla los puntos de tangente horizontal de la siguiente funcion y, con ayuda de las
ramas infinitas, decide si son maximos o minimos: f(x )= x* +6x? - 15x

Solucion:
o f'(x)=3x?+12x-15=0= x?+4x-5=0
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~4+416+20 -4+6 _-4:.16+20 -46 x=1 — Punto(1,-8)

2 2 2 2 |x=-5- Punto(-5,100)

e 100
/ \ / Méaximoen (-5,100)
. -
1

Minimoen (1, -8). =5 8 ey
_s )
_ 2
EJERCICIO 28 : Averigua los puntos de tangente horizontal de la funcién: f(x)= 3 X2
X +
Solucion:
, —2x(x+2)—(3—x2] —2x? —4x-3+x®> -—x?-4x-3
. x)= - -
(x+2)2 (x+2)2 (x+2)2

¢ '(x)=0 = -x?>-4x-3=0 = x’+4x+3=0 =

—4++16-12 —4+2 x=-1 — Punto (—1, 2)
X = =
2 2

=

x=-3 — Punto (-3,6)

EJERCICIO 29 : Halla y representa graficamente los maximos y minimos de la funcion:
y =x°-3x?-9x +1
Solucion: D(f) = D(f ) =R
26N2:12 244 | X=3 — Puno (3,-26)

'=3x% - 6x-9=3Kk2-2x-3)=0= x = ==
Ty X (X X ) = 2 2 x=-1-> Punto(—1,6)

Maximoen (-16) ~+-1b
-1 3
- S

Minimoen (3, - 26).

A

EJERCICIO 30 : Determina los puntos de tangente horizontal de la funcion: f(x)= X >
X +

Solucion:
. ()= 3x*(x+2)-x> _3x°+6x* —x® _2x° +6x°
(x+2)2 (x+2)2 (x+2)2

x=0 - Punto (0, 0)

e f'(x)=0 = 2x*+6x*=0 = x’(2x+6)=0
x=-3 — Punto(-3,27)

EJERCICIO 31 : Halla y representa graficamente los puntos singulares de la funcién: f(x )= x* - 2x?

Solucion:
x=-1 - Punto (-1,-1)
o f'(x)=4x° —4x =4x(x?-1)=0{x=0 — Punto (0,0)
x=1 — Punto (l —1)
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Méaximoen (0,0)
SHE
& &

Minimoen(-1,-1)y (1,-1) R S

-1 1} 1

REPRESENTACION DE FUNCIONES

EJERCICIO 32 : La siguiente gréfica corresponde ala funcién f(x). A partir de ella, indica:

Y

=

a) Maximos y minimos.
+H 5 X b) Puntos de corte con los ejes.

\ \ ¢) Ramas infinitas.
: | d) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
; |
Solucion:
a) f(-3)=0
) FE3) Hay unminimoen (-3,-3)
f(-3)=-3

f(0)=0 -
1(0)=3 } Hay un méaximoen (0, 3)

b) (-4,0), (-2,0), (3,0) y (0, 3).
¢) limflx)=—o  lim f(x)=+e0
d) Decreceen (~w, —3)yen (0, +»); creceen (-3, 0).

EJERCICIO 33 : Dada la graficade f(x), di cuales son sus asintotas e indica la posicion de la curva
respecto a ellas. Halla también los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcidn:
Y

|
\

Solucion:
o Asintotavertical: x=0=  Posicién de la curva:  lim f(x)= —o; lim f(x)= +o0
x—0*

x—0"
Si X—> -o, y<0

Asintota horizontal: y=0 = Posicion de la curva; _
Si X —> +0o, y>0

o Lafuncién es decreciente en (~x, 0) y en (0, + ).
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EJERCICIO 34 : A partir de lagraficade f (x):

S , .
° ,l \ a) ¢Cuédles son los puntos de corte con los ejes?
2 . 7z z
\ b) Di cudles son sus asintotas.
1 . . . 7z z .
! N c) Indicalaposicion delacurva respecto alas asintotas verticales.
™~/ 1 2 DEg
N :
N
\uni
2
11l
-4
Solucion:
a) (0,0

b) Asintotas verticales: x=-1, x=1
Asintota horizontal: y=0

c) lim f(x)=—o; lim f(x)=—oo lim f(x) = +oo; lim (x)= +o0
x—-1" x—1" x—1"

x—>-1"

EJERCICIO 35 : Representaunafunciénpolinémica f(x), delaquesabemos que:
o lim f(x)=—o0; lim f(x)=+mo

e SuderivadaesOen (-2,-2)yen (0, 2).

e Cortaalosejesen (-3,0), (-1,0), (1,0)y (0, 2).

Solucién:

=

=3\ =2 L f-1 -

)
T

=T

EJERCICIO 36 : Representa una funcion f(x), de la que sabemos lo siguiente:
e Laderivada no se anula en ningun punto.

e Lafuncion es decreciente.
e Cortaalosejesen (-1,0)y en (0,-1)
o limf(x)=—0;  limf(x)= o0
X—2" x—2*
e Tiene una asintota horizontal en y = 1. Ademas:
Si x > -0,y <1
Six > -0,y >1
Solucion:
|
\
1 N
i

\
\

EJERCICIO 37 : Representa graficamenteunafuncion f(x), delaqueconocemoslo siguiente:
o Suderivadase anulaen (-1, -4)yen (1, 4).
e No corta alos ejes.
o lim f(x)=—ox; lim f(x )= +o0
x—0*

x—0"
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e Tiene una asintota oblicua, que es y = 2x. Ademas:
{Si x —» —o, lacurvaestapordebajodelaasintota.

Si x —»> +w, lacurvaestaporencimadelaasintota.

Solucién:

EJERCICIO 38 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x)=x? +3x?

Solucion:
e Dominio: D(f) = R
e Puntos de corte con los ejes:

_ . . ) ~ x =0 — Punto (0,0)
Coneleje X > x*+3x2=0 = x2(x+3)=0

Xx=-2 — Punto (-2, 4)
ConelejeY: x=0 = y=0 — Punto(0,0)

e Ramas infinitas: lim ‘(3 +3x2 = +00; lim ‘(3 +3x2 = 0
X—>+00 ’ X—>—00 /
¢ Monotonia y extremos:
D(f)=R
D(f')=R

f'(x)=3x2 +6x = x=0 — Punto (0,0)

Xx=-2 — Punto (-2, 4)

Creciente: (-o0,-2) U (0,0)
Decreciente: (-2,0)
Maximo: (-2,4)

r

Minimo: (0,0)

f'(x)=0:>3x(x+2)=0:>{

e Curvaturay puntos de inflexion:
Df)=D(f)=R

f''(x)=6x+6= {D(f') =R

f'"(X)=0=6x+6=0=>x=-1

Céncava: (-,-1)
- + Convexa: (-1,x)

Punto de Inflexion: (-1,2)

e  Gréfica:

y=x" +3x°

14
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EJERCICIO 39 : Estudia y representa la funcién: f(x)=x* -2x?

Solucion:
e Dominio: D(f) = R
e Puntos de corte con los ejes:

x=—\/2_—> Punto(—«/z 0)
Coneleje X » x*-2x*=0 = X26(2—2)=0 x=0 — Punto (0, 0)

x = —/2 — Punto(—/2, 0)

Conelee Y > x=0 —» y=0 — Punto(0,0)

o Ramas infinitas:  lim &*—2x2 = +o0; lim &4 —2x2 = 400
X—>+00 ’ X—>—00 /
e Monotonia y extremos:
D(f) =R
D(f)=R
' 3 x=0
PO =X X = ) 0 ax(x? 1)~ 0 | x=-1
x=1

Creciente: (-1,0) U (1,+wx0)
Decreciente: (-o0,-1) U (0,1)
Maximo: (0,0)
Minimo: (-1,-1), (1,-1)

& & 8

-1 o 1

e Curvaturay puntos de inflexion:
Df)=D(f)=R

f''(x)=12x2 —4:{D(f') -

f'(x) =0=12x% —4=0= x =+41/3
Concava: {_\/IJr\/IJ
3 V3
\_/ m \_/ Convexa: (_w,_\/IJU(-F\/I’mJ
3 3
& -

Punto de Inflexion: J_r\/I,—E
39

e  Gréfica:

S

Sx)=x"-2x*

15
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EJERCICIO 40 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x)= 3 5
X —
Solucion:
. Dominio = R- {2}
e Puntos de corte con los ejes:
Coneleje X > y=0 — 3—X2=0 - x=0 — Punto(0,0)
X —
ConelejeY » x=0 — y=0 — Punto(0,0)
e Asintota vertical: x =2 lim f(x)=-o ; lim f(x)=+o0
X—2" x—2"
lim 3x =3, con y>3
X>+0 X — 2
Asintota horizontal: y=3
lim 3x =3, con y<3
X—>—0 ¥ — 2
e Monotonia y extremos:
D()=R-{2}
D(f')=R-{}
f,(X)ZS(X—Z)—SXZSX—G—Sx: -6 _ 6
(x—2) k-2¢ (x-2F | (x)= 27 = 0= —6=0= No tiene solucién

Creciente: (0,x)
- + Decreciente: (-,0)
-0

No existe ni maximo ni minimo
e Curvaturay puntos de inflexion:
D(f) =D(f) = R—-{2}
D(f)=R-{2}
Lo 0.x=2)% —(-6)2(x-2) 12
' (x)= = = i) = 0 12
(x-2)4 (x-2)° ()=0=

=0 = No tiene solucién
(x-2)*

v Céncava: (-,0)
- +
Convexa: (0,+x)
O

Punto de Inflexién: No existe

z

e  Gréfica:

o
—

(@)}

N

N

(@)}

@0

fo=3%

16
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17

EJERCICIO 41 : Representa graficamente la siguiente funcién, estudiando previamente los aspectos

que consideres mas relevantes: f(x )=

XZ

X +1

Solucién:

Dominio =R — {-1}

Puntos de corte con los ejes:

2

Coneleje X > y=0 — =0 - x=0 — Punto(0,0)

x+1
Coneleje Y > x=0 — y=0 — Punto(0,0)
e Asintotas verticales: x =-1 lim f(x)=—oo; lim f(x)=+o
X—-1" x—>-1"
X2
Asintota horizontal: lim f(x) = lim —— =40 = No existe asintota horizontal
X—>00 X—o0 X+
Asintota oblicua: y = mx + n
x2 ,
m=tim T _ i X+ iy X5

2 2 2
n= lim [f(x)-mx]= lim [X——l.x]= lim XXXy =X 2

X—0 X X—w X X—00 X & 4+ X

X—>00 X—o0| X +1 X—>00 X+1 X—o0 X +1 1

f(100) > Asin t(100)
=>y=x-1= .
f(-100) < Asin t(—100)
Monotonia y extremos:
D(f) =R —-{-1}
D(f)=R-{1}
2x(x+1)—x2.1 2x2 +2x-x2  x242x
f'(X): = = = f () X2+2X
L} X —
(x+17 (x+1) (x+17 (1)

Maximo (-2,-4) y Minimo (0,0)

Creciente: (-,-2) U (0,+»)
/ \ \ / Decreciente: (-2,-1) U (-1,0)

f'(x)= (2% +2).(x +1)? — (x% +2x).2(x +1) _ (2% +2).(x +1) — (x2 +2x).2 _ v 4 2% 2% 42 2x2 _ax
(X+1)4 (X+1)3 (X+1)3

=

f'"xX)=0=

Curvatura y puntos de inflexion:
D(f)=D(f ") =R-{1}

=0:>x2+2x=0:>x(x+2)=0:>{

Xx=0
X+2=0=>x=-2

2

D(f') =R-{-3
2

3= 0= No tiene solucién
(x+1)

Concava: (-«,-1)
m v Convexa: (-1,+)
Punto de Inflexion: No existe

L)
-1
Gréfica:

SRR R
EAEIEILS

"
f(x) i

) (x+1)°
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EJERCICIO 42 : Estudiay representa la siguiente funcion: f(x )= -
X j—
Solucioén:
e  Dominio =R - {2}
e Puntos de corte con los ejes:
3

X -0 - x=0 - Punto(0,0)
X—-2

Coneleje X > y=0 -

Coneleje Y > x=0 — y=0 — Punto(0,0)
e  Asintota vertical: x = 2 lim f(x)=—oo; lim f(x)= -+
X—27 x—2*

Rama parabdlica (pues el grado del numerador es dos unidades mayor que el grado del
denominador). lim f(x )= +o0; lim £ (x)=-+o0

X—>+0

¢ Monotonia y extremos:
D(f)=R-{2}

D(f)=R-§{

f'(X)z 3X2(X—2)_X3 _3X3_6X2 —X3 2X3_6X2 _ 2X2(X—3) ( ) { }

(x—2) G2 -2f  (-2f |F&)=0 :»2xﬂk—®=0:>{§fg

Creciente: (3,+x)
Decreciente: (-0,0) U (0,2) U (3,+)
& C &

Minimo: (3,27)

z 3

e Curvaturay puntos de inflexion:
D(f) =D(f) = R—-{2}

£ ()= (6x2 ~12x)(x~2)% —(2x3 ~6x2)2(x ~2) _ (6x? ~12x)(x~2) - (2x® ~6x%)2 _

(x-2)* (x-2)°
6x3 —12x2 —12x? + 24x —ax—2x3 +12x%  ax® —12x% + 20x
(x—2)3 T (x-2)8
D(f') =R —{2}
f'(x)=0= HC12X7120x o 43 )02 +20% = 0= 4x(x2 —3x+5) =0:>{X -0
(x—2)3 x2 —3x +5 =0 = Notienesolucién

Céncava: (0,2)

Convexa: (-0,0) U (2,+00)
Punto de Inflexion: (0,0)

o z

e  Gréfica:

fo'e)

DD | DD
N
.

Pz

,
S| DD | O

3

|e<

fe=

xX—

(38
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EJERCICIO 43 : Representa graficamente la siguiente funcion, estudiando los aspectos que

3
consideres mas relevantes: f(x )= 2
X
Solucion:
e Dominio=R - {0} o  Grafica:
e  Puntos de corte con los ejes: (-1,26;0) -
e Asintotavertical: x=0:  lim f(x)=—c;  lim f(x)= -+ I
x—0~ x—0" “
\ U
Rama parabélica: lim f(x )= +o; lim f(x )= +o0 s
e Monotonia y extremos: \ 2
Creciente (1,+) 316 2 .
Decreciente (-«,0) U (0,1) >
Minimo (1,3)
e  Curvaturay puntos de inflexién
Céncava: (-1,26;0) d
Convexa: (-»;-1,26) U (0,+x) )
Punto de inflexion: (-1,26:0) Jo==
X 3
EJERCICIO 44 : Estudiay representala funcion: f(x)= >
X +
Solucion:
e Dominio=R -{-2} e  Gréfica:
e  Puntos de corte con los ejes: (0,0) -
e Asintotavertical: x=-2  lim f(x)=+u; lim f(x)= - \ 0 ]
X—-2" x—-2" fa
. . . N e /
Rama parabdlica  lim f(x)= +o; lim (x)=+o0 40
e  Monotonia y extremos: 20 » /
Creciente (-3,-2) U (-2,+») N > — —X
Decreciente (-,-3) et T
Minimo (-3,27) 0
e  Curvaturay puntos de inflexién: a un nimero entre -2 y 0 "
Céncava: (-2,a) -
Convexa: (-;-2) U (a,+©) e |
Punto de inflexion: (a,f(a)) =15
4 J—
EJERCICIO 45 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x )= x -1
X
Solucion:
e Dominio=R - {0} o  Grafica;
e Puntos de corte con los ejes: (1,0) y (-1,0) L I
e Asintotavertical: x=0 lim f(x)= +o; lim f(x)=—oo : I
x—0" x«0* I
Rama infinitas: ~ lim f(x)= +o0; lim (x)= —oo | /
¢  Monotonia y extremos: mva [ X
Creciente R — {0} P ;/ g t
e  Curvaturay puntos de inflexion: EREEYEREY IR
Céncava: (-«;-0,58) U (0;0,58) .
Convexa: (--0,58;0) U (0,+x) Y RN IR

Punto de inflexion: (-0,58;1,54) y (0,58;-1,54)




Tema 7 — Derivadas. Aplicaciones — Matematicas CCSSI — 1° Bachillerato

EJERCICIO 46 : Estudia y representa la siguiente funcion: f(x)=

Solucién:

e Dominio=R -{-1,1}

e Puntos de corte con los ejes: (0,0)
e Asintotas verticales: x=-1, x=1

x=-1= lim f(x)=—o; lim f(x)=+o
X—>-1 x—-1"
x=1= lim f(x)=+o; lim f(x)=—o
X—1 x—1"

. . {f (200) <1

Asintota horizontal: y=1=

f(-100) <1

e Monotonia y extremos:

Creciente (0,1) U (1,+x)
Decreciente (-,-1) U (-1,0)
Maximo: (0,4)

e  Curvaturay puntos de inflexion:
Concava: (-0,-1) U (1,+00)
Convexa: (-1,1)

Punto de inflexion: No existen

20
X% -4
x2 -1
e  Gréfica:
8
6
9]
B/ S, NS p
\ [ |5 [
4 |
6
8
_x-4
f(x) xl_l

EJERCICIO 47 : Representa graficamente la siguiente funcién, estudiando previamente los aspectos

2

que consideres més relevantes: f(x )= — :
X+
Solucion:
e Dominio=R
e  Puntos de corte con los ejes: (0,0)
¢ No tiene asintotas verticales.
. . f(100) <1
Asintota horizontal: y=1=
f(-100) <1

¢  Monotonia y extremos:
Creciente (0,+)
Decreciente (-,0)
Minimo: (0,0)
e  Curvaturay puntos de inflexion:
Céncava: (-;-0,58) U (0,58;+x)
Convexa: (-0,58;0,58)
Punto de inflexién: (-0,58;0,25) y (0,58;0,25)

2
EJERCICIO 48 : Dada lafuncién  f(x)=2X_*1
X

represéntala graficamente.

Solucién:
e  Dominio = R - {0}
e Puntos de corte con los ejes: No existen
e Asintota vertical: x=0
lim f(x) = +o0; lim f(x)= -+
x—0"

x—0"
. i {f (200) > 2
Asintota horizontal: y=2=
f(-100) > 2
e Monotonia y extremos:
Creciente (-»,0)
Decreciente (0,+)
Maximo y Minimo: No existen
e  Curvaturay puntos de inflexion:
Céncava: R — {0}
Punto de inflexion: No existe

Gréfica:

D[ &

2

e

S ==

xH1

estudia sus aspectos mas relevantes

Gréfica:
Y

12

.gm

o= Bt

y
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3
EJERCICIO 49 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x )= xi( :
+
Solucion:
e Dominio=R o  Grafica:
e Puntos de corte con los ejes: (0,0) . Y 7
e Asintota vertical: No tiene i 7
i . {f (100) < Asin t(100) . A
Asintota oblicua: y =x= . 4 4
f(-100) > Asin t(-100) NEEG4
e Monotonia y extremos: i A ¥
Creciente R ST,
Maximo y Minimo: No existen pZans
e  Curvaturay puntos de inflexion: //4’* ;
Céncava: (-,0) ; A 9
Convexa: (0,+x) V4
Punto de inflexién: (0,0) fo=+25
. x*+4 . ]
EJERCICIO 50 : Dada la funcién f(x)= 5 estudia sus aspectos mas relevantes vy
X
represéntala graficamente.
Solucion:
e  Dominio = R - {0} e  Gréfica:
e  Puntos de corte con los ejes: (-1,6;0) 1{ 7
e Asintota vertical: x=0 l\ //
lim f(x)= +oo; lim f(x) = +oo 5 7
x—0" x—0" )y ,///l/
i . {f (100) > A'sin t(100) ’
Asintota oblicua: y =x= .
f(-100) > Asin t(-100) ViR 0%
e Monotonia y extremos: BT f“;z M
Creciente (-0,0) U (2,+0) A
Decreciente: (0,2) AT
Minimo: (2,3) 7 =6
e  Curvaturay puntos de inflexion: A =8
Convexa: R — {0} P
Punto de inflexién: No tiene X
3
EJERCICIO 51 : Estudiay representala funcién: f(x)= ZX—
X +2x +1
Solucion:
e Dominio =R - {-1} e  Gréfica:
Puntos de corte con los ejes: (0;0) 4 7
Asintota vertical: x =-1 5 =D
lim f(x)=—oo; lim f(x)=—o A
X—=>-1 X—-1" % X
) _ {f(lOO) > Asin t(100) AT o1
Asintota oblicua: y=x-2 = . z
f(~100) < Asin t(-100)
e Monotonia y extremos:
Creciente (-0,-3) U (-1,+©)
Decreciente: (-3,-1) A R
Maximo: (-3,-27/4) /
e  Curvaturay puntos de inflexion: /
Céncava: (-,-1) U (-1,0) P
Convexa: (0,+x)

Punto de inflexion: (0,0) ) x3

X)=>
XH2x+1
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EJERCICIO 52 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x )= Z( :
X j—
Solucion:
e Dominio=R-{-1,1} e  Gréfica:
e Puntos de corte con los ejes: (0;0) Y
e Asintotas verticales: x=-1, x =1 7 -
x=-1= lim f(x)=—o; lim f(x)=+o0 /
x—>-1 x—>-1" J )
x=1= lim f(x)=—0;  lim f(x)= 4o i\ A
X—1 x—1 \v
) _ {f (100) > Assin t(100) -
Asintota oblicua: y=x = .
f(-100) < Asin t(-100) gl gl | 2 - > 6l ®
e  Monotonia y extremos: ,.\ 2
Creciente (-0;-1,73) U (1,73;+x) A 1\,
Decreciente (-1,73:-1) U (-1,1) U (L,1,73) A=A
Maximo (-1,73;-2,6) Vi c
Minimo: (1,73;2,6) // 8
e  Curvaturay puntos de inflexion: =
Céncava: (-,-1) U (0,1) =57
Convexa: (-1,0) U (1,+x)
Punto de inflexion: (0,0)
: . L x*+1
EJERCICIO 53 : Estudia y representa la funcion: f(x )= =—
X
Solucion:
e  Dominio = R - {0} e  Gréfica:
e Puntos de corte con los ejes: No tiene X T
o Asintotavertical: x=0  lim f(x)=+4o0;  lim f(x)= + \ /
x—0" x—0" 6
Rama parabélica  lim f(x)= +oo; lim f(x)= +oo
e  Monotonia y extremos:
Creciente (-1,0) U (1,+) YRR X
Decreciente (-o,-1) U (0,1) 2
Minimo: (-1,2) y (1,2) 4
e  Curvaturay puntos de inflexion: 6
Convexa: R — {0} 8
Punto de inflexién: No tiene e
fe)= "
EJERCICIO 54 : Estudia y representa la funcion: f(x)=— :
X+
Solucion:
e Dominio=R o  Grafica:
e  Puntos de corte con los ejes: (0,0) i - Y T
e Asintotas verticales: No tiene. "
Rama parabélica  lim f(x)=+c;  lim f(x)= +o0 T
¢  Monotonia y extremos: 1
Creciente (0,+) X

~
[{§)
L[S

Iy

L)
G

Decreciente (-w0,0)

Minimo: (0,0)

e  Curvaturay puntos de inflexion:

Convexa: R

ST TN [+

Punto de inflexiéon: No tiene

f(x)=

X

xX*+1
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EJERCICIO 55 :
3
a) Dibuja la grafica de la funcién: f(x)=x?—x2—3x

b) Ayudatedelagraficapara estudiar los siguientes aspectos de f(x): dominio,continuidad e intervalos
de crecimiento y de decrecimiento.

Solucién:
a) e  Gréfica:
e Dominio=R Y
e  Puntos de corte con los ejes: (0,0), (4,86;0) y (-1,85;0)
e Asintotas verticales: No tiene.

Rama parabélica  lim f(x) = +o0; lim f(x)=—o0

N B

=~

e Monotonia y extremos:
Creciente (-o0,-1) U (3,+0)
Decreciente (-1,3)

Maximo (-1,5/3)
Minimo: (3,-9)

e  Curvaturay puntos de inflexion:

Concava: (-o,-1)
Convexa: (-1,+x)
Punto de inflexion: (-1,-11/3)

|
N

e ——

T ——

[y

H
N

b) e Dominio =R
e Es una funcién continua.
e Crecienteen (-, ~1)U(3, +«) ydecrecienteen (-1 3).



