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TEMA 2 - MATRICES
OPERACIONES CON MATRICES

5 -4 2

EJERCICIO 1 : Dada la matrizA=| 2 -1 1 |, comprueba que A?>= 2A — I, siendo | la matriz identidad. Usando la

4 4 -1

formula anterior, calcula A4.

5 -4 2 5 -4 2 9 -8 4
A2=|2 -1 1|2 -1 1|=|4 -3 2
4 4 -1J{-4 4 1) |-8 8 -3
Solucién: Comprobamos que A2 = 24 - I: Son iguales.
10 -8 4 1 00 9 -8 4
2A-1=4 -2 2 |-|0 1 0|=| 4 -3 2
-8 8 -2 0 1 -8 8 -3

Utilizando que AZ=2A - I, calculamos A%:
A= (A2)2 = 2A~ 12 =4p274A1+ 12 = 4(2AT 1)~ 4A+ 1 = 8A- 41 + 4A- 1= 4A~ 3|

5 -4 2 100 20 -16 8 300 17 -16 8
Portanto: A* =4A-31=4| 2 -1 1|-3/0 1 0|=| 8 -4 4|-|0 3 0|==| 8 -7 4
-4 4 -1 0 01 -16 16 -4 0 0 3 -16 16 -7

1
EJERCICIO 2 : Si lamatriz Az[

2 .
4] Satisface la igualdad A? + xA + yl = 0, halla los valores numéricos de x e y (I

representa la matriz identidad de orden 2.

Solucioén:

1 2y 1 2 -5 10
Calculamos A2: A2 — -
-3 4)\-3 4 -15 10

A2 -5 10 1 2 1 0) (-5+x+y 10+2x 00
Asi: A® + XA +yl= + X +V = =
-15 10 -3 4 01 -15-3x 10+4x+y) \0 O

~5+x+y=0] - y=5-x=5-(-5)=10
10+2x=0 x=-5
Luego, ha de ser: " -
-15-3x=0] —» x=-5
10+4x+y=0] —> y=-10-4x=-10+20=10

Por tanto: x=-5; y=10

2 3
EJERCICIO 3: Si leslamatriz identidad de orden 2y A = ( 5 1] , halla el valor que deben tener “x” e "y" para que
A?- xA-yI=0
Solucidn:

Calculamos A* —xA -yl eigualamosa0:
2 2 32 3) (-2 9
Ac = =
-2 1){-2 1 -6 -5

2 -2 9 2 3 10 -2-2x-y  9-3X 00
AT —xA-yl = -X -y = =
-6 -5 -2 1 01 -6+2x —-5-x-y 00
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-2-2x-y=0| -»> y=-2-2x=-2-6=-8
9-3x=0 X=3
Asi, tenemos que ha de ser: - Por tanto: x=3, y=-8
-6+2x=0] —> x=3
-5-x-y=0] > y=-5-x=-5-3=-8

010
EJERCICIO 4 : Dada la matriz:Az[1 0 J

a) Calcula Ata y AAY, donde Al denotalamatriz traspuestade A.
X
b) Encuentralas matricesde laforma X = (y] talesque: AAtX = X

a
c) Encuentra todas las matricesde laforma Y =| b |, talesque: Atay = v
c

Solucion:
a) La matriz transpuesta de A es:
01
Al=|1 0] Por tanto:
01
010 1 01
A'A=1 0 ( =0 1 0
101
1 1 01
010 01 10
AAl = j 10 =( j
101 0 2
01
b) Imponemos la condicion dada:
t 1 0Y)(x X X X X=X
AA' X=X > = =
0 2)\y y 2y y 2y=y — y=0

X
Por tanto: X:(Oj’ donde xeR.

1 0 1)fa a+c a a+c=a — ¢=0 0
c) A'AY=Y - [0 1 0||/b|=| b |=|b| = Ib=b Por tanto: Y =| b |, donde beR.
1 0 1)lc a+c c a+c=c — a=0 0

PROBLEMAS CON MATRICES

EJERCICIO 5 : Los consumos anuales de agua mineral, pan y leche de tres familias vienen expresados en la matriz A. La
evolucién de los precios de los afios 1997 a 2000 viene reflejada en la matriz B.

a) Hallar, sies posible, A-B y B - A eindicar que informacion proporciona el producto matricial.

b) ¢Quéinformaciénnos dael elemento c,, delamatrizproducto?

PAN AGUA LECHE 1997 1998 1999 2000
Fq (450 800 650 PAN (85 90 90 95
A=F>|500 810 620 B=~AcGuA |28 30 30 35
F31200 500 600 LECHE\70 72 75 80

Solucioén:

a) Lamatriz A es 3x3 yla B es 3 x 4. Para poder efectuar el producto de dos matrices, el nimero de columnas de la primera
debe coincidir con el nimero de filas de la segunda.
Por tanto, el producto B - A no se puede hacer, peroel A-B si.



Tema 2 — Matrices — Mateméaticas CCSSII — 2° Bachillerato 3

PAN AGUA LECHE 1997 1998 1999 2000 1997 1998 1999 2000
Fp (450 800 650) PAN (85 90 90 95 F (106150 111300 113250 122750
A-B=F,|500 810 620 |- AGUA|28 30 30 35|= =F,|108580 113140 115800 125450
F31200 500 600) LecHE{70 72 75 80 F3{ 73000 76200 78000 84500

La matriz A - B nos da el gasto anual de cada familia en el total de los tres productos durante los afios 1997 a 2000.
b) Elelemento c,, =84 500, corresponde ala familiatercera en el afio 2000; es decir,
nos indica el gasto total de esta familia en los tres productos durante ese afio.

EJERCICIO 6 : En una aceria se fabrican tres tipos de productos que llamaremos A, B, y C, que se obtienen a partir de
chatarra, carbén mineral y ciertas aleaciones metélicas, segun la tabla adjunta, que representa las unidades de cada material
necesaria para fabricar una unidad de producto:

PRODUCTO

MATERIAL A B C
CHATARRA 8 6 6
CARBON 6 6 4
ALEACIONES 2 1 3

Obtener una matriz que indique las cantidades de chatarra, carbon y aleaciones necesarias para la produccion de 6 unidades
de A, 4de B y3de C.

Solucion:
Organizamos los datos que tenemos en dos matrices; su producto nos da la matriz que buscamos:
A B C

CHATARRA(8 6 6) A(6 CHATARRA (90
CARBON|6 6 4|-B|4|= CARBON | 72
ALEACIONES|2 1 3) Cl3) ALEACIONES| 25
Es decir, necesitaremos 90 unidades de chatarra, 72 de carbén mineral y 25 de aleaciones.

EJERCICIO 7 : En una compafiia se utilizan tres tipos de materiales (madera, plastico y aluminio) para fabricar tres tipos de
muebles: sillas, mecedoras y sofés, segun la tabla:

SILLA MECEDORA SOFA
MADERA 1 unidad 1 unidad 1 unidad
PLASTICO 1 unidad 1 unidad 2 unidades
ALUMINIO 2 unidades | 3 unidades | 5 unidades

Obtén, matricialmente, las unidades de madera, de plastico y de aluminio que se han utilizado para fabricar 100 sillas, 100
mecedoras y 200 sofas.

Solucioén:

Organizamos los datos que tenemos en dos matrices; su producto nos da la matriz que buscamos:
SILLA MECED. SOFA

MADERA (1 1 1 SILLAS 100 MADERA ( 400
PLASTICO | 1 1 2 | MECEDORAS| 100 |= PLASTICO | 600
ALUMINIO | 2 3 5 SOFAS 200/ ALumiINIOl1 500
Es decir se han utilizado 400 unidades de madera, 600 de plastico y 1 500 de aluminio.

EJERCICIO 8 : Un fabricante produce tres tipos de clavos: de aluminio (A), de cobre (Q) y de acero (H). Todos ellos se
fabrican en longitudes de 1; 1,5y 2 cm con los precios respectivos siguientes:

Clavos A: 0,20 0,30 0,40 céntimos de euro
Clavos Q: 0,30 0,45 0,60 céntimos de euro
Clavos H: 0,40 0,60 0,80 céntimos de euro

Sabiendo que en un minuto se producen:
De 1 cm de longitud: 100A 50Q 700H
De 1,5 cm de longitud: 200A 20Q 600H
De 2 cm de longitud: 500A 30Q 400H

Se pide:
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a) Resume la informacion anterior en dos matrices: M y N. M que recoja la produccién por minuto, y N que recoja los
precios.
b) Calculael elemento a;; delamatriz M- N y da su significado.

c) Calculael elemento a;; delamatriz N-M vy da su significado.

Solucioén:
1 15 2

100 200 500

20 20 30 (=M

700 600 400

A Q H

0,20 0,30 0,40
151|030 045 060 |=N
2 (0,40 0,60 0,80

b) a;1 =100 0,20 200- 0,30 500 - 0,40 = 280 céntimos.

Producen 280 céntimos de euro de clavos de aluminio por minuto.
¢)agq =0,20-100 0,30-50 0,40 - 700 = 315 céntimos.

Producen 315 céntimos de euro de clavos de 1cm por minuto.

a) Unidades producidas por minuto:

o>

Precios (en céntimos de euro):

CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ Buscar alguna sin inversa

EJERCICIO 9 : Calcula la inversa de las siguientes matrices:

1 3 6 1 2 0 2 -3 1
A=|2 1 7| B=|2 -1 2 C=(2 1 -1
1 -2 -1 0 5 -2 0 2 0
Solucion:
1 3 6 0 1° 1 3 6|1 0 O
. Lainversade A: | 2 1 710 1 0 - 2#-2.1*1 0 -5 -5|-2 1 O -
1 -2 -1|0 O 3-1* {0 -5 -7|-1 0 1
1° 1 3 6|1 0 O 1 +3.3° 1 3 0 4 -3 3
- 2t 0 -5 -5(-2 1 0 - — 2.2*-5.3 0 -10 0 |-9 7 -5| —>
-2l 0 0 -2|1 -1 1 3° 0 o -2 1 -1 1
el o o |B .9 B
10-1* +3-2%( 10 0 0 13 -9 15 10 10 10 10
> 2 0 10 0|-9 7 -5 5> -2l 0 1 o |2 T O3
3 0 0o -2|1 -1 1 110 101 110 101
-—-3 0 0 1 |- = -
2 2 2 2
13 -9 15
Por tanto, A™ = 1 9 -7 5
10
-5 5 -5
. La inversa de B:
1 2 0]1 00 N 1 2 0|1 00O N 1 2 0|1 00O
2 -1 2|0 1 0|Fp=Fp-2F|0 -5 2 |-2 1 0|FR3=F3+F|0 -5 2|-2 1 0
0 5 -2|0 01 0 5 -2|0 01 0 0 0|-2 11
No tiene inversa porque la tercera fila es nula.
2 -3 1|1 0 o0 1° 2 -3 1|1 o0 O
. LainversadeC:| 2 1 -1 0 1 O - 22110 4 -2|-1 1 O -

0 2 00 0 1 3 0 2 00 0 1
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1° 2 -3 1|1 0 O 4.1*+3.2°(8 0 -2|1 3 0
- 22 |0 4 -2|-1 1 0| »>—> 2)+3* |O 4 0|0 0 2| >
2.32 221 0 0 2 1 -1 2 3° 0 0 2 1 -1 2
1ef1 o oft 1 12
#+3(8 0 0|2 2 2 8 4 4 4 1 1
- 28 0 4 O 0 2 —>—>%2§0 1 0|0 O %Asi,C’lzioo
3 {0 0 21 -1 2 £3§0011_11 2 -2 4
2 2 2
CALCULAR LA POTENCIA N-ESIMA DE UNA MATRIZ
0 a b
EJERCICIO 10 : Se considera la matrizz:A=|0 0 c |, donde a, b y c sontresnimerosreales arbitrarios.
0 0O
a) Encuentra A" para todo natural n. b) Calcula (A% —Ajz.
Solucidn:
a) A=A
0 a b)(0 a b 0 0 ac
A%=|0 0 c|lo 0 c}[o 0 o}
0 0 0J)l0O 0 O 00O
0 0 ac)(0 a b 000
A3A2A[O 00 [o 0 c}[o 00
00 0)lO OO 00O
Por tanto,como A3 =0, tenemosque A" =0 para n>3.
0 0 ac
b) Teniendo en cuenta lo obtenido en a): @35—A)=(0—A)2=(—A)2=A2= 000
000
RESOLVER ECUACIONES MATRICIALES
2 01 11
EJERCICIO 11 : Dadas las matrices:A=|1 3 0| y B=|2 1
51 3 0 3
9 1 -3
a) Comprueba que A’1=% -3 1 1 b) Halla una matriz, X, tal que AX=B.
-14 -2 6
Solucidn:
a) Se trata de probar que AA™L=1, donde I eslamatrizidentidad de orden 3. Efectuamos el producto:
2 01 9 1 -3 2 0 1y(9 1 -3 4 00 100
130 % -3 1 1 =% 1 30|]-3 1 1 =% 0 4 0|==|0 1 O}, comoqueriamosdemostrar.
51 3 -14 -2 6 51 3){-14 -2 6 0 0 4 0 01
b) Despejamos X enlaigualdad AX =B, multiplicando por laizquierdapor A™:
A'AX=A"B - IX=A"B —» X=A"B
9 1 -3)(1 1 11 1 11/4 1/4
Por el apartadoa), conocemos A_l; Iuego:X=% -3 1 1|21 =% -1 1 |=|-1/4 1/4
-14 -2 6 0 3 -18 2 -9/2 1/2
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301 1
EJERCICIO 12 : Halla la matriz X que verificaBX =A,siendo B=|{1 0 2|y A=|-2]|.
010 4
Solucién: Despejamos X multiplicando por la izquierdapor B¥* B*'BX =B™*A — X =B'A
301|100 (3 0 1|1 0 0 1° 3 0 1|1 0 O
Hallamos B™: |1 0 2|0 1 0| — 3|0 1 0|0 0 1| — —> 28 0 1 0|0 0 1 -
010|001 2°{1 0 210 1 0 3.32-1*{0 0 5|-1 3 O
e LI
5.1°-3"(15 0 0|6 -3 O El’ 15 15 6 -3 0
- 2? 0 1 0|0 O 1| 5> 2° 0 1 0|0 O 1 - Bfl:i 0 0 15
# (0 0 5|-1 3 0 Ly 13 -3 9 0
5 0 0 1 |-= = 0
5 5
6 -3 O 6 -3 0)(1 12 4/5
Como B 1 0 0 15|, X=i 0 0 15| -2 .Asi:X=i 60 | > X-=
15 15 1
-3 9 0 -3 9 0/ 4 -21 715
L, . . 1 2 3 -1
EJERCICIO 13 : Resuelve la ecuacion matricial XA =B, siendo Az[o 1] y Bz(o ) ]
Solucién: Despejamos X multiplicando por A™ por la derecha: XAA™ =BA™ — X =BA™
Hallamos Al:[l 2‘1 oJ F12F2(1 01 —2J A_lz(l —2J
0 1|0 1 Fo 0 110 1 0 1
Asi:Xz[S _J(l _ZJ X:(s JJ
0 2)l0 1 0 2
1 21 5
EJERCICIO 14 : Halla la matriz X que verifica AX+B=0,siendo A=|2 4 3|, B=|-2|y 0 lamatriz nula.
3 52 1
Solucién: Despejamos X:AX =B — A'AX=A"(-B) » IX=-A"B —» X=-A"B
12 1/1 00 22218 1 2 1 1 0 0
Calculamos lainversade A:{2 4 3|0 1 0| — O o0 1|-2 1 O
3 52/0 01 3#-3.1°{ 0 -1 -1/-3 0 1
1 2 1 1 0 0 1 (1 2 1 1 0 0
Intercambiamos lasfilas2* y3%| 0 -1 -1|(-3 0 1 - -2)/0 1 1|3 0 -1 bz
0 0 1]-2 1 0 #l0 0 1]-2 1 o0 -
1 0 -1|/-5 0 1+3°(1 0 0[-7 1 2 -7 1 2
- |0 1 1 0 ®_32/0 1 0| 5 -1 -1|Portanto, A'=| 5 -1 -1|
0 0 1 |- 1 3 (00 1/-2 1 O -2 1 0
-7 1 -35
X=-5 -1 -1|-2 - X=|-26
-2 1 12
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RESOLVER SISTEMAS MATRICIALES

1

-5

0 5 -4 7
EJERCICIO 15 : Resuelve el siguiente sistema matricial: 3X -2Y =5 9 0 |; 2X+Y=|-6 6
15 -4 4 10
Solucion:
0 5 -4 7 1 2 3X —2X = A
Llamamos:A=|5 9 O y B=|-6 6 7 Asi, el sistema queda:

15 -4 4 10 -5 -2
3X-2B-2X)=A — 3X-2B+4X=A - 7X=A+2B — X=%(A+ZB)

Y =B-2X =B—%(A+ZB)=B—%A—£B =§B—EA=%(3B—2A)

777
Por tanto:
0 5 -4 71 2 14 7 0 2 1 0
X=%(A+ZB)=% 5 9 0 |[+2|-6 6 7 =% -7 21 14|==|-1 3 2
15 -4 4 0 -5 -2 3B -14 0 5 -20
71 2 0 5 -4 21 -7 14 3 -1 2
Y=%(3B—2A)=;3 -6 6 7 |-2|5 9 0 =% -28 0 21|==/-4 0 3
10 -5 -2 15 -4 4 0 -7 -14 0 -1 -2

EJERCICIO 16 : Halla la matriz X 2+ Y 2, donde X e Y son dos matrices cuadradas de orden dos,

2 0 1 -
verificando: 5X +3Y = 3X+2Y =

-4 15 -2 9
Solucidn:

2 0 1 -1 .
Llamamos A = y B= . Tenemos que resolver el sistema:
-4 15 -2 9
5X+3Y=A} (3)1r - -15X-9Y=-3A 2.1° — 10X +6Y =2A
3X+2Y=B 5.22 — 15X +10Y =5B -3.2* - -9X-6Y=-3B
Sumanda Y =5B - 3A Sumanda X=2A-3B

Por tanto:

2 0 2 -1 4 0 3 -3 1 3
X=2 -3 - _ _
(— 4 15} (— 2 9 J (— 8 30) (— 6 27) (— 2 3}
1 - 2 0 5 -5 6 0 -1 -5
Y =5 -3 = - -
-2 9 -4 15 -10 45 -12 45 2 0
Calculamos X? e Y?:
» (1 3\ (1 3 (-5 12) _, (-1 -5)(-1 -5) (-9 5
X2 = - - y2 o -
-2 3)\-2 3 -8 3 2 0 2 0 -2 -10
2 oo (-5 12) (-9 5 (-14 17
Luego: X +Y*“ = + =
-8 3 -2 =10 -10 -7

HALLAR LAS MATRICES QUE COMUTAN CON UNA DADA
EJERCICIO 17 :
20 .
a) Dada A = 10 hallar las matrices que conmutan con A.
b) Escribe una matriz que conmute con A.

Solucioén:

2
7
-2

2X+X:B}X:B—2X
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o (1 olle 6l o)~ (35 o

2a=2a+b
= = 2
2b=0 b=0 Por tanto, X = c+d 0 c,deR
a=2c+d| a=2c+d c d
b=0

30
b) Porejemplo,si c=1y d=1 X:(l 1)

COMBINACION LINEAL. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA DE VECTORES

EJERCICIO 18 : Estudia la dependencia lineal del conjunto de vectores:
i,=(, 1, -1, 1) 4,=@,3 -2, 1} 4, =@ 3, -1, -1)

Solucidn:
Estudiemos el rango de la matriz cuyas filas son los tres vectores dados. El rango coincide con el nimero de vectores linealmente
independientes.

1 1 -1 1 1° 1 1 -1 1 1° 1 1 -1 1
2 3 -2 1 - 22-21*10 1 0 -1| - 28 0 1 0 -1
1 3 -1 -1 - {0 2 0 -2 3-2.2°{0 0 O O

Por tanto, el rango de la matriz es 2. Luego, hay dos vectores linealmente independientes; el tercero se puede escribir como
combinacidn lineal de los otros dos.
Los tres vectores u,, U,, U, sonlinealmente dependientes.

RANGO DE UNA MATRIZ

EJERCICIO 19 : Halla el rango de las siguientes matrices:

1 -4 2 -5 2 -1 3 O 4 7 2
1 -1 0 1 1 2 -1 2 1 0 1 O
a) M= b) A= c) A=
1 8 -6 19 1 -8 9 -6 2 7 -2 2
31 2 1 5 -10 15 -6 1 -7 1 -2
-3 0 1 1 2 31 -1
-1 1 -11 -1 0 2 1
d) A= e) M=
1 2 -31 4 9 7 -1
-2 -1 2 0 7 9 1 -4
Solucion:
1 -4 2 -5 22(1 -1 0 1 1° 1 -1 0 1
1 -1 0 1 (1 -4 2 -5 22-1* |0 -3 2 -6
a) - - -
1 8 -6 19 31 8 -6 19 -1 |0 9 -6 18
31 2 1 443 1 2 1 4*-3.1*°{0 4 2 -2
1° 1 -1 0 1
28 0 -3 2 -6
- . Por tanto, ran (M)=3.
3¥+3.2210 0 0 O
3-424+4.2°\0 0 14 -30
2 -1 3 O 20(1 2 -1 2 1° 1 2 -1 2
1 2 -1 2 #l2 -1 3 0 22 2.0 -5 5 -4
b) - - -
1 -8 9 -6 3¥l1 -8 9 -6 3 -1 |0 -10 10 -8
5 -10 15 -6 425 -10 15 -6 4*-5.1°\0 -20 20 -16
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1 1 2 -1 2
28 0 -5 5
- Por tanto, ran(A)=2.
3 -2.2*|0 O
4* -4.2°{0 0 O
4 7 0 2 22(1 0 1 0 12 1 0 1 0
1 0 1 0 114 7 0 2 22 —4.14|0 7 -4 2
C) - - -
2 7 -2 2 32 7 -2 2 32-2.1*0 7 -4 2
1 -7 1 =2 481 -7 1 -2 4t 12 \0 -7 0 -2
1 (10 1 O
22 |0 7 -4 2
- Por tanto, ran (A)=3.
322210 0 0O O
4*+2°{0 0 -4 0
-3 0 1 1 2¢(-1 1 -1 1 12 -1 1 -1 1
-1 1 -11 -3 0 1 1 22 -3.1*| 0 -3 4 -2
d) - - -
1 2 -31 1 2 -3 1 41 |0 3 -4 2
-2 -1 2 0 4tl-2 -1 2 0 42 -2 0 -3 4 -2
(-1 1 -1 1
28 0 -3 4 -2
- Por tanto, ran (A)=2.
3428l 0 O O O
42 -2°{0 0 0 O
e)
2 31 -1 22(-1 0 2 1 18 -1 0 1
-10 2 1 12 31 -1 22421 0 3 1
- -
4 9 7 -1 34 9 7 -1 3+4.1°| 0 9 15 3
7 9 1 -4 42\7 9 1 -4 4*4+7.1°{ 0 9 15 3
1 -1 0 21
28 0 351
- . Por tanto, ran(M)=2.
3-3.2°| 0 0 0 O
4*-3.2°{ 0 0 0 O
EJERCICIO 20 : Halla el rango de las siguientes matrices:
1 -4 2 4 7 0
2 -1 3 0 -3 0 1
1 -1 0 1 0 1
A= B=1 2 -1 2 C= D=|-1 1 -1
1 8 -6 2 7 =2
1 -8 9 -6 1 2 -3
3 1 2 1 -7 1
Solucion
1 -4 2 221 -1 0 18 1 -1 0 1 1
1 -1 0 121 -4 2 22-12 | 0 -3 2 28 0
e A - —
1 -6 31 8 -6 -1 | 0 9 -6 3 4+3.2° | O
3 2 4403 1 2 4*-31°\ 0 4 2 3.4 +4.2° 0
2 -1 3 0 (1 2 -1 2 1 1 2 -1 2
eBl1 2 -1 2|—> 12 -1 3 0|—>2*-21* 0 -5 5 -4|>
1 -8 9 -6 31 -8 9 -6 -1 | 0 -10 10 -8

Por tanto, ran (B) = 2.

-1

2 3
-1 0
4 9

2

=ran (A) = 3.
0
14

a

1 2
0 -5
0 0

-1

5
0

2
—4
0

=
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4 7 0 2(1 0 1 18 1 0 1 18 1 0 1
1 0 1 ¥4 7 0 22 -4 0 7 -4 28 0o 7
o C - - - > =ran (C)=3.
2 7 =2 #2227 =2 32-21* 0 7 -4 32-221 0 O
1 -7 1 42\1 -7 1 4212 {0 -7 0 4* 0 -7 0
-3 0 1 1 2°(-1 1 -1 1 1° -1 1 -1 1 1 (-1 1 -1 1
eD/-1 1 -1 1| » 22/-3 0 1 1| —» 22-312* 0 -3 4 -2|—> 28 0 -3 4 -2
1 2 -3 1 3l 2 -3 1 12 0 3 -4 2 3¥+2°{ 0 0 0 O
Por tanto, ran (D) = 2.
2 3 1 -1 2°(-1 0 2 1 1° -1 0 2 1 1° -1 0 2
e E/l-1 0 2 1| —» 1*{2 3 1 -1| —» 22+2.2*|0 3 5 1| »—> 2° 0 3 5
4 9 7 -1 3*l4 9 7 -1 F¥+4.2°{0 9 15 3 3¥-3.2°l0 0 O
Por tanto, ran (E) =2.
EJERCICIO 21 :
2 0 -1
. -1 1 3
a) Halla el rango de la matriz: A = 1 4
4 2 1

b) Estudia la dependencia o independencia lineal del conjunto de vectores:
i,=(, -1,3,4)0,=0,1,1,2) y G,=(1, 3,4, 1)

Solucién:
a (2 0 -1 22(-1 1 3 12 -1 1 3
-1 1 3 112 0 -1 22422810 2 5
- - -
1 323 1 343.° 0 4 13
2 1 4la 2 1 4440 6 13
1° -1 1 3 12 -1 1 3
22 0 2 5 28 0 2 5
N N . Por tanto, ran (A)=3.
3*-2.2°/ 0 0 3 3= 0 0 3
42 —3.280 0 0 -2 3.4242.32L0 0 O

b) Observamos que las columnasde la matriz A coinciden con los vectores Uy, Uy, Us.
El nimero de vectores linealmente independientes es el rango de A. Por tanto, los vectores son linealmente independientes.

EJERCICIO 22 : Estudia la dependencia o independencia lineal del conjunto de vectores
fi,=@, -1,0,1) G,=(1,0, 2 1} i,=(, -4, 6, 7)} ydicuales elrango delamatriz cuyas filas son i,, U,, Us.

Solucioén:
Estudiamosel rangode la matrizcuyas filasson tq ,Uo ,Ug:
2 -1 0 1 (-1 0 2 1 1 -1 0 2 1
-1 0 2 1| > 1*r{2 -1 0 1| - 2*+21*|0 -1 4 3| >
5 -4 6 7 (5 -4 6 7 3¥+5.1°( 0 -4 16 12

1° -1 0 2 1
— 2° 0 -1 4 3| Portanto,elrangodelamatrizes?2.

32 -4.2°{0 0 O O

Esto significa que los vectores son linealmente dependientes. Hay dos vectores linealmente independientes y el tercero depende de
ellos.

EJERCICIO 23 : Calcula el rango de la siguiente matriz y di cuél es el nimero de columnas linealmente

3 2 1 2
independientes:A=| -1 1 1 -2
1 -6 -5 6

Solucioén:
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Calculamos el rango de la matriz dada:

3 2 1 2 (-1 1 1 -2 1° -1 1 1 -2
-1 1 1 -2 » 1*|3 2 1 2 - 22431 0 5 4 -4 >
1 -6 -5 6 *l1 -6 -5 6 ¥+ O -5 -4 4

(-1 1 1 -2
— 22 |0 5 4 -4 Portanto, ran(A)=2.
3+2°{0 0 0 O
Esto significa que hay dos columnas linealmente independientes en A; las otras dos dependen linealmente de ellas.

EJERCICIO 24 : Estudiar el rango de las siguientes matrices, en funcién de los valores de los parametros:

1 0 -3 1 1 a 2 a
1 a a-1 a 3
A= B=|2 a 1 C=|3 2 0 D= = 1 a+1|.
a 4 2 2 a-1
3 2 -a 1 al 0 a-1
Solucién:
. , 1 a a-1 1% 1 a a-1
o A: Aplicamos el método de Gauss: - 5 5
a 4 2 2 a1 0 4-a —a‘+a+2
a=2
Hacemos 4-a® = O{
a=-2
. 1 21
o Sia=2, — ranA=1
0 0O
. 1 -2 -3
o Sia=-2 — ranA=2
0 0 -4
0 Siazt2 ranC=2.
1 0 -3 12 1 0 -3 18 10 -3
e B: Aplicamos el método de Gauss:|2 a 1 | —» 22-2.1*|0 a 7 - 2° 0 a 7
3 2 -a 3#-3.1°0 2 —a+9 a.3-2.2°(0 0 -a?+9a-14
2 a=7
Hacemos —a“ +9a-14=0
a=2
O Sia#7ya=#2 ranB=3
1 0 -3 1 0 -3
o Sia=7, |0 7 7 — ranB=2 Sia=2 |0 2 7| - ranB=2
0 0 O 0 0 O
1 1 a 1% 1 1 a 1% 1 1 a
e C: Aplicamos el método de Gauss:| 3 - 2°-31*|0 -1 -3a| > 2° 0 -1 -3a
1 312 (0 a-1 1-a) 3*+(-1p*(0 0 -3a%+2a+l
2 a=1
Hacemos —3a“ +2a+1=0
a=-1/3
1
1 1 1 . 11 -3
o Sia=1 [0 -1 -3| —» ranC=2 Sia=-—, |0 -1 1 — ranC=2
3
0 0 O 0 0 O

o Si a;tlya;t—%, ranC = 3.

. . a 3 1° a 3
o D: Aplicamos el método de Gauss: - )
2 a-1 a-2"-2.1\0 a*-a-6

a=3

Hacemos a? —a-6=0 {
a=-2
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o Sia=3 (3 3) — ranD=1 Si a=-2, (_2 3) — ranD=1
00 0 0
0 Sia#3ya#-2, ranD=2.
2 a v 2 a
e E: Aplicamos el método de Gauss:| 1 a+1| —» 2.22-12| 0 a+2
0 a-1 3® 0 a-1
Latercerafilase anulasi a=1 ylasegunda, si a=-2. Estudiamos estos dos casos:
2 1 2 -2
o Sia=1 |0 3| —» ranE=2 Sia=-2, | 0 O — ranE=2
00 0 -3
Por tanto, ran D =2 cualquiera que sea el valor de a.
SISTEMAS EN FORMA MATRICIAL
Ejercicio 25 : Expresay resuelve los siguientes sistemas de forma matricial:
X—-2y+2z2=0 3x+y-2z=10 -X-y+2z2=4
a) -x+y-z=1 b) x+2y+z=5 C) 2x+y—-2z=-3
2X+y=-4 -X +2z=-3 X+y+z=2

Solucién:
1 -2 2\x 0

a|-1 1 -1|yl=| 1 |=>AX=B=>ATAX=A'"B=IX=A'B=X=A'B
2 1 0)\z) \-4

1 -2 2|1 00 ~ 1 -2 2|1 00
i F2=F2+F1 ~
Calculamos lainversade A: [-1 1 -1{0 1 O -1 1|1 1 0|F3=F3+5F
F3 =F3-2F

2 1 0|0 01 0 5 -4]-2 01

1 -2 2|1 00 ~ 1 -2 0|-5 -10 -2 1 0 0|-1 -2 O
F» =Fo -F3 ~ ~

0 -1 1(1 10 F = F - 2F 0 -1 0(-2 -4 -1|KR=F-2F|0 -1 0|-2 -4 -1|F2=Fy /(-]
0 0 1|35 1)+ 30 0 1]3 5 1 0 0 13 5 1
1 00|-1-220 -1 -2 0
0102 4 1|=>A"'=|2 4 1
0013 5 1 3 5 1

-1 -2 0 0 -2

Calculamos X: X=A"B=|2 4 1|.| 1 |=]| 0 | = (Xy,2)=(-2,0,1)
3 5 1)(-4 1
3 1 -2)x) (10
by|]1 2 5 |y|=| 5 |=2AX=B=>ATAX=A'B=IX=A"B=X=A'B
-1 0 2)\z) (-3

3 1 -2|100 ~ 31 -2|1 00
: Fo =3F -F .
Calculamos lainversade A: | 1 2 5 |0 1 O 0 5 17 |-1 3 0|F3=5F3-F
F3=3F3+F1

-10 2]0 01 01 4|1 0 3
31 -2|1 0 0O F _3; 17F 9 3 0] 15 -6 30 N 45 0 0] 180 -90 405 F1=FI/(45)
0 517|-1 3 © F12—_3F12+2F 30 15 0|-105 60 -255 Fi=5F—-F| 0 15 0|-105 60 —255|Fy =F5/(15)
00 3|6 -3 15" 3lo o3/ 6 -3 15 0 0 3| 6 -3 15 JF3=R/(3)
1004 -2 9 4 -2 9
010[-7 4 -17|=>AY=|-7 4 -17
0012 -1 5 2 -1 5
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4 -2 9 )\(10) (3
Calculamos X: X=A"B=.-7 4 -17|| 5 |=|1| = (X,y,2) =(3,1,0)
2 -1 5 )(-3) (0
-1 -1 2Yx 4
0|2 1 -2|y|l=|-3|=AX=B=ATAX=A'B=IX=A'B=X=A'B
1 1 1)z 2

—1—12100F F:2F1 —12100F13F:2F
= + = —
Calculamos lainversade A: | 2 1 -2|0 1 O 2772 -1 2|12 10 3
F3=F3+F1 F2=3F2—2F3
1 1 1001 0 0 3|1 01
3 -3 0[1 0 -2 (-3 0 0[-3 -3 0 R=R/-I
0 -3 0|4 3 -2|FR=FR-F| 0 -3 0|4 3 -2|F2=F/(-3)
0 0 3|10 1 0 0 3|1 0 1)rRR=F/3
1 00 1 1 0 1 1 0
01 0[-4/3 -1 2/3|=>AY={-4/3 -1 2/3
00 1] 12/3 0 1/3 1/3 0 1/3
1 1 0 4 1
Calculamos X: X=A"B=.|-4/3 -1 2/3||-3|=|-1| = (X,y,2) = (1,-1,2)
/3 0 1/3)( 2 2
1 1 X 1
Ejercicio 26 : Resuelve matricialmente el siguiente sistema: | 2 2 y|=|0
-1 0 z 0
Solucion:
AX=B=A'AX=A'B=IX=A'B=X=A'B
111100F F:2F11 1100F:F
=Fp - ©
Calculamos lainversade A: | 2 2 1|0 1 2-"2 -1]|-2 0| ? 3
F3=F3+F1
-1 0 1|0 0 1 1 2|1 01
11 1|11 0O ~ 11 0|-110 10 0|2 -1 -1
F2=F2+2F3 ~ ~
01 2|1 01 0|-3 2 1|R=FR-FK|0 1 0|-3 2 1|FR=FRI/-]
Fi=F+F
00 -1|-2 10 00 -1|-2 10 00 -1/1-2 1 0
1002 -1 -1 2 -1 -1
010[-3 2 1|=>A'=|-3 2 1
0012 -1 0 2 -1 0

2 -1 -1)(1 2
Calculamos X: X=A"B=.-3 2 1 (|0|=|-3| = (X,y,2) =(2,-3,2)
2 -1 0)lo) (2



