Tema 9 — Iniciacion a las Integrales — Matematicas CCSSII — 2° Bachillerato

TEMA 9 — INICIACION A LAS INTEGRALES

CALCULO DE INTEGRALES

EJERCICIO 1 : Calcular las siguientes integrales:

a) I(2x3 — 3x+ 5)dx

d) Itgx-dx

9) jl 10x+ 4 _10x+4 4

25x + 20x%

i) J'(x3 +2)2.3x2 .dx

m) J.(ex+1)3~ex-dx

X+ Yx
o)J'4 > dx

1) J.7sen3xcos 3xdx

4
4)J.de

10) ‘[ 7senx cosx

1+ 53en x

Solucién:

b)jx3_5x~dx

)IXdX

Cos™ X

h)I—(X3+2)3~dx

k)J'(x3+2)%-x2.dx
n)I(xz—%+lex .
p)-|‘3x+1

5+ 8x
s)j " dx

v)j(2x+1)$<2 +x—635dx

y) J.«5/1+ 2x dx

2) J.xsenxzdx .

5)]5';‘de

8) J' 7xe3X 4y

xX+4
11)]‘ N dx

4

c) J‘ Senx — cos X
Senx + Cos X

f)j 2X2~dx

)I3+4x

3)_[x e 3% dx

10x -5
G)I
x - X - 2

3
9) | ———dx
)'[(1+4x)5
4c0s 3X
)19+sen3x

x4 3x

a)J'(2x3—3x+5)dx=2J'x3-dx-3J’x-dx+5J'dx+c=2-XT—3.XT+5X+C_T—T+5X+C

x3 5x 1 x°
b)I _EIX}/ “I y
=%~\/x_7—%~x/x_3+C=7~x . x—§~x~ x+C

—Ix% -dx—%jx 2 ~dx+C=§-—2——~—

senx — Cos X —(cos x — senx COS X — Senx
cI—~dx= Q-dx=—j—~dx=—In|(senx+cosx)|+C.
Senx + Cos X senx + cos X Senx + Cos X
senx —senx
d) J.tgx~dx=J. ~dx=—J. -dx = —Injcos x|+ C .
oS X oS X

)I X dx —lj ; 2~2x~dx=ltgx2+c.
cos? x2 cos“ X 2



Tema 9 — Iniciacion a las Integrales — Matematicas CCSSII — 2° Bachillerato

f)|=j 2x ~dx =In(L+x?) +C.

1+x
g)jl _10x+4 d_J'1d J'10X+4 (X = X+ 2In(Bx2 + 4x) + C.
25x +20x 5(5x 2 + 4x) 5
3, -2
h) I =§I(x3+2)_3~3x2~dx=§~M=—i(x3+2)_2+c.
(x3+2) 3 3 -2 3

3
2 _ 3
) [ ~dx=%j(x3+2)%~3x2~dx=%~m=%~(x3+2)%+c.

\/4x3+2

) I(x3+2)2-3x2-dx=%(x3+2)3+C.

k)j(x +2)% x2.dx == I(x +2)y 3x2

) [3c-2x? ax==> j(l 2x2)72 . (_ax)-dx = 3(123"—)/ PN S
%
m)‘[(ex +1)3~ex~dx—M+C
4

n)J. -X 3+1 dx— \/—+X+C

4x
fi) ‘[e4xdx =eT+C.

P o e 2

In(3x+1)
)J.3x+1
N
X 4
q)J.X4+3dx=zln$< +3 +C.
‘ex +1

r)J.é +1)e dx = —*—+C

S)J-5+8X dX=J. O L 8lix=—2isinx+c
%2 x2 X X

—2X+3

t)_[e’zx)r:’)dx=—e > +C.

u)_[#dx=— ! +C.
€2+1) 2€2+1)
%
2
V)J.(2X+1£2 +x—6)dx=wl—+c.

w)
J.1+x
x)J.Q +4XIZ—1)X=J.€4+4X3—X2—4X)X=1X5+X4—1X3—2X2+C.
5 3
5/
y)J'(1+2x)dx— 5@ ox) +k=2 WP

12

dx———ln(l+x +C
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J.3+4X dx =J.(3X*% +4x%/dx =%5\/x4 +55\/x9 +C.

1 J.7sen3x cos 3xdx =%sen23x+k = —%cos2 3x+C.

 cosx?

2) ‘[xsenxzdx +C.
. -3x°
3)Ix5e‘3x dx = - +C.
18
N
4)J.3X +X+4d =J.(3x%+x%+4x’%/dX=§\/X9 +§VX3 +8Vx +C.
2 2
5)_[5“1)(dx=5_|.£Lnxdx=5In X+C=5In Xic
X X 2 2

G)J. 10x=5 dx —5J. 2x -1 dx=5|n‘x2—x—2‘+C.
-X-2 -X

7”@“:_‘.@% +2x’%)x=2&+3§/x—2+c.

8) j?xe3x2+4dx _ T3+ o
6

3 3

9) dx =-

I @+4xy 160 +4x)*

10)I7senxcosx lln(+53en2x)c
1+5sen“x 10

7X+4 X 72 x=£ X +i x +C.
11)]' =I[Tx}/ % }/Jd 3£J_3 ﬁfc

=3 In|9 +sen3x| +C.

+C.

4cos 3x
12) -[ 9 +sen3x

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

EJERCICIO 2 : Calcula las siguientes integrales:

a) LBZ(SX2 — x)dx c) Lole3x+3dx

Solucioén:
3 3 2] $2 ] 9 9 9 65
a)_[ @Gx?2-x)dx=32—-2—| =x3-2_| =|27-2|-[8-2]=27-2+10=37-2=2
) 32, 2, 2 2 2 2

12 1 16
b) J.Ox+3dx_2-|.0x+ dx = 2Lnfx+ 3} = 2Ln4-2Ln3= Ln

0
0 0
C)J' e3x+3dx=lj' 33+3gy 13| 13 1o 1.3 1 1( 3_y
-1 3d1 3 a "3 3% 73° 373

x2-1 six<0
EJERCICIO 3 : Dada la funcion f(x) = {x-1 si0<x<1 Calcula:
2x-2  six>1

a) I;f(x)dx b) jff(x)dx o) flf(x)dx
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Solucién:

1
a) ﬂf(x)dx=‘[§(x—1)jx=§—x] :F_l}_[o]:_%

2
0 3

Foodx = [*(2x - 2)d 2X22 22] -2 1-4
b)L(x)x=L(x—)x= T_ x1=x - 2X =[9—6]—[— ]=3+ =

3 0 2 1
) _[_11f(x)dx =fl(x2 _1)dX+I§(X—1)dX =X?—X]_l +XT—X]0 = [O—O]—{—%+1}+{%— }—[O—O]:

CALCULO DE AREAS

EJERCICIO 4:

Calcula el areadelrecinto limitado porlacurva y =-x 2

+x -2 yeleje X enelintervalo [0, 2].
Solucion:
2

-1+,1-8

e Puntos de corteconel eje X:—x“ +x-2=0 — X= — Nocortaal eje X.

¢ Solo hay un recinto: [0, 2]
3 2
_ 2, o X X
-G(x)_jex + X 2} 3 + > 2X

¢ G(0)=0 ; G(z)z‘gﬁ . Area=|c3(2)—c3(o)|=%u2

3

EJERCICIO 5: Calculael area delrecinto limitado entrelas curvas y =x° -x e y =2-2x2.

Solucion:

. x3—x—(2—2x2;:x3—x—2+2x2:x3+2x2—x—2

e X +2x?-x-2=0 = (x-D)x+1)x+2)=0 = x,=-2,%,=-1,%,=1
e Hay dos recintos: | [-2, -1]; Il [-1, 1]

4 3 2
=3 2 o)X 22X XT
o G(x)_'[@ +2X° =X 2): 2 + 3 > 2X
2 13 -19
. G(—z)zgi G(—l):E; G(1)=—12
o Area del recinto I:|G(—1)—G(— 2)|:%

Area del recinto I1=|G(1)-G(-1)|= g

. Areatotalzi+§:3—7u2
12 3 12

EJERCICIO 6 : Halla el area comprendida entrelas curvas y =3x°® e y =2x° +9x.

Solucidn:
. 3x3—(2x3+9x):3x3—2x3—9x:x3—9x
e x*-9x=0 = x()<2—9;:0 = X =-3;%=0; X3=3

e Hay dos recintos: |[-3,0]; I1[0, 3]
4

¢ G- [ —ox)- X -9

4 2
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. G(—3):%; G(0)=0; G(3):%

o Areadelrecinto 1=|G(0)-G(-3)|= %

Area del recinto 1= |G(3)—G(O)| - %
o Area total 81,8 8 u?
44 2

EJERCICIO 7 : Calculael &reacomprendida entrelacurva y =x*+4x +3 yeleje X enelintervalo
[-2, 0].

Solucioén:

X1 =-3
~4+,J16-12 42 i

o Puntos de corte en el eje Xix2 4+4x+3=0 - x= 5 5 -

X9 =-1
Solo nos sirve x =-1, pues X =-3 no pertenece al intervalo [-2, 0]
e Hay dos recintos: | [-2, -1] ; Il [-1, O]
3

3 2
— [ (2 X7 Axt _xX 2
* G(X)—IQ +4X+3): P +3X = 3 +2X° + 3X
s 6(2)-35 6(D=3 6(0)-0
e Areadelrecinto = |G(— 1)-G(-2 )| = %
Area delrecinto 11=|G(0)-G(-1)| = %

e Areatotal =

w|N

+£:—:2u2
3

EJERCICIO 8 : Halla el area delrecinto limitado porlacurva y =x® -x? -12x yeleje X.

Solucién:
x=0
X=4

Puntos de corte con el eje X:x3-x%-12x=0 - x@z —x—12):0 - 1+,/1+48 1+7
X = =
2 2

x
Il

|
w

X, ==3, X,=0, XxX,=4
Hay dos recintos: 1[-3,0]; 11 [0, 4]

4 3 2 4 3
G(x):j@3 - x? —12x):XT—X?—122X :XT—X?—GXZ

6(-3)-"  60)-0  6(4)-"2

Area del recinto 1=|G( 0)-G(-3)|= %

Area del recinto Il = |G(4)—G(O)| = %
99 160 937 ,
R

3 12

e Areatotal =
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EJERCICIO 9:
a) Dibuja la grafica de la funcion: f(x)=x%-6x+5
b) Halla el area limitada por la funcion y el eje X enel intervalo [0, 5].

Solucion:
a) Es una parabola:

[

fx)=x2—6x+35
b)
6+36-20 6+4

e Puntos de corte con el eje X: x2-6x+5=0 — x= 5 >

e Hay dos recintos: 1[0, 1]; 1l [1, 5]

J G(x):J.Q2 —6x+5):§—3x2 +5X
« 6(0)=0; G(1)=§; G(S):%

« Areadelrecinto 1=|G(1)-G(0)| :g
* Areadelrecinto II=|G(5)-G(1)| :3—32

. Areatotalzz+£:§:13u2
3 3 3

EJERCICIO 10:
a) Dibujalagraficadelafuncion f(x)=4-x>.
b) Obtén el &rea del recinto limitado por la funciény el eje X enel intervalo [0, 3].

Solucion:
a) Es una parabola:

e NN

vl

]
2
-

T—r——

[ NS

f=4-x2
b)
e Puntosdecorteconel eje X: 4-x2=0 — X1 =-2, Xp =2 (solonossirve x=2).
e Hay dos recintos: 1[0, 2]; 11]2, 3]

. G(x):J.(4—x2): 4x—§ s G(0)=0; G(Z):%; G(3)=3

16

« Area del recinto 1=|G(2)-G(0)|= 2

Area del recinto Il = |G(3)— G(2)| - g

. AreatotaI:E+Z:§ u?
3 3 3
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EJERCICIO 11:
a) Representagraficamente: f(x)=x?%-2x>.
b) Calcula el &rea comprendida entre la funcién f(x) yeleje X.

Solucidn:
a)
o f(x)=x%(x-2)
e Cortaaleje X en (0,0)yen (2, 0).
x=0 — Punto (0,0)

o f'(x)=3x2-4x=xBx-4)=0 — x—i  Punto (i ﬁj
3 3’ 27

o limf(x)=—o;  lim f(x)=+w

X—>—00 X—>+00

BN oo

T

5}

[« NS

——

fx)=x3-2x2

b)
e Puntos de corte con el eje X: x1 =0, x2=2
e Hay unrecinto: [0, 2]

4 3
. G(x):J.Gs—ZxZ):XT—% * G(0)=0 ; G(Z):_?A' . Area:|G(2)—G(O)|:%u2
EJERCICIO 12:
a) Representa graficamente las funciones: y = x
b) Halla el area del recinto limitado entre las dos curvas.

2_x e y =x+3

Solucion:
a) La primera es una parabola y la segunda una recta:
Y
\\ ) II
\L i/
\
VEXH3
816 2 X
/ :r
y=x2-x
b)
e VVemos en la gréafica que se cortan en (-1, 2) yen (3, 6). Comprobémoslo:
Xx=-1
2+,4+12 +
xz—x—(x+3)=x2—x—x—3=x2—2x—3:>x2—2x—3=0 - X= > =2£4 -
X2 =3

e Solo hay un recinto: [-1, 3]
3
G(x): J.GZ —-2X —3):%—x2 - 3X

G 1):2 ;. G(@B)=-9

Area=|G(3)-G(-1)|= %uz
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EJERCICIO 13:
a) Representagréaficamente elrecinto limitado entrelas curvas f(x)z x?—-4x +3 y

g(x)=-x2+4x -3.
b) Hallael area de dicho recinto.

Solucion:
a) Son dos parabolas. Observamos que: g(x)=—f(x)

f)=x2-4x+3

[ W[ & 0
~

Rl 6412

5)
~
L

=

—

gx)=—x2+4x-3

b)
e Vemos en la grafica que las dos parabolas se cortan en (1, 0) yen (3, 0). Lo comprobamos:
x2—4x+3-Fx214x -3 =x2 —4x+3+x? —4x+3=2x% -8x +6

X1=3
4+,/16-12 _4x2

2 2

2x2—8x+6=0 — x2—4x+3=0 — X=
X9 =1

e Sélo hay un recinto: [1, 3]
3
. G(x): J.(sz - 8x + 6):2%— 4x? 4 6x

. G(l)zg; G(3)=0

o Area=|G(3)-G(1) = guz



