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1 Los numeros enteros y racionales

Objetivos
Antes de empezar.

En esta quincena aprenderas a:

) 1.NUMeros enteros .....cccceeeveeeveeveceenn . pag. 3
o Representar y Ordenar numeros Representacién y Orden
enteros Operaciones
e Operar con numeros enteros Problemas
° Aplicar los conceptos relativos 2.Fracciones y decimales .........cc........ pag. 5

a los niUmeros enteros en

problemas reales Fracciones equivalentes.

Expresion decimal. Clasificacion
e Reconocer y representar

numero racionales 3.NUmeros racionales ........cccceevureeennnns pag. 7
Representacion y orden

e Operar con numeros
Suma y resta

racionales A ) o,
Multiplicacion y division
e Expresar numeros en notacion Potencias de exponente entero.
cientifica y operar con ellos Operaciones con potencias.
Problemas.
4.Notacidn Cientifica ......cc.cocveeveverennene. pag. 11
Definicion

Operaciones

Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen

Autoevaluacion
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Los numeros enteros y racionales

Antes de empezar

Comienza con un juego de numeros:

Tienes que rellenar las casillas que estan en
blanco, con nuimeros del 1 al 9, con la Unica
condiciéon de que sumen los niumeros blancos
indicados y que no se pueden repetir en la
misma fila o columna.

Y aqui tienes alguno mas para practicar:

cidead MATEMATICAS A M 5



1. NUmeros enteros

Representacion y orden

El conjunto de los niUmeros enteros Z esta formado
por:

¢ NuUmeros enteros positivos: 1,2,3,4....
¢ NuUmeros enteros negativos: -1,-2,-3,-4..
e El nimero cero: 0

El opuesto de un numero entero, op(a), es el
numero cambiado de signo: op(a)=-a, op(-a)=a

El valor absoluto de un numero entero, |a|, es el
mismo numero si es positivo y su opuesto si es
negativo.

Los numeros enteros son un conjunto ordenado.

Los numeros enteros se representan en la recta
numeéerica.

a -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Sumay resta
e Para sumar dos nimeros enteros, a+b

e Si son del mismo signo se suman sus valores
absolutos y se pone el mismo signo.

« Si son de distinto signo se restan sus valores
absolutos y se pone el signo del nUmero de mayor
valor absoluto.

e Para restar dos numeros enteros, a-b, se suma
al primero el puesto del segundo: a - b = a + (-b).

Producto y division

Para multiplicar 6 dividir dos numeros enteros, se
multiplican 6 se dividen sus valores absolutos. El
signo sera positivo si los dos son del mismo signo vy
negativo si son de signo contrario.

Regla de los signos:

Opuesto:
op(-3)=3
op(8)=-8

Valor Absoluto:

171=7
[-3]=3

Orden:
-3<-2<-1<0<1<2<3

Suma y resta

-3-4=-7
-3+4=1
3-4=-1
3+4=7
Producto
-3)(-4) =12
-3)(+4) =-12
+3):(-4)=-12
+3)-(+4) =12
Division
-8):(-4)=2
-8):(+4)=-2
+8):(-4)==-2
+8):(+4) =2

4 m MATEMATICAS A
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10.

EJERCICIOS resueltos

Calcular el valor absoluto de -3, 5, 0
Sol:|-3]=3 |55 |0}=0

Ordena de mayor a menor: -78, -12, -35
Sol: -12>-35>-78

Calcula el opuesto de -3, 7, 0
Sol: op(-3)=3 op(7)=-7 op(0)=0

Calcula: 4(1-9)-1+8(1+2)
Sol: 41-9)-1+8(1+2)=4(-8)-1+8(3)=-32-1+24=-9

Calcular: -8(7 +3): (-8)
Sol: Dividiendo —-8(7 +3):(-8)=-8(10):(-8)=-80:-8=105x+4 =3

Halla el m.c.m. (882,168)

882 = 2.32.72 168 = 23.3.7
Sol:
mcm(882,168) = 23.32.72 = 3528

Todos los pasteles que hemos fabricado hoy los hemos metido en cajas de 75 y
189 pasteles y no ha sobrado ninguno. é¢Cuantos pasteles como minimo henos
fabricado hoy?

75 = 35° 189 =37
Sol: Se han fabricado 4725 pasteles
mcm(75,189) = 3°.52.7 =4725

El pasillo de una casa tiene 1024 cm de largo por 192 cm de ancho. Se quieren
poner baldosas cuadradas del mayor tamano posible. Halla las dimensiones que
deben tener las baldosas si no queremos cortar ninguna.

_ 510 _ 56
Sol: Las baldosas deben tener 64 cm de lado 1024 =2 192 =27-3
mcd(1024,192) = 2° = 64
¢Cuanto tiene que valer x para qué el nUmero 9x7 sea divisible por 3?
- 9+x+7=16+x tiene que ser multiplo de 3
ol:
X=2 X=5 x=8
Escribe un nimero mayor de 200 y menor 250 que sea multiplo de 30
Sol: 210, 240

cidead MATEMATICAS A
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2. Fracciones y decimales

Fracciones equivalentes

Una fraccion es una expresion de la forma:

a

b

con a y b numeros enteros y b#0, a se llama

numerador y b denominador.

e Sim.c.d.(a,b)=1 la fraccion se dice irreducible.

. a ¢ . .
e Dos fracciones Bya son equivalentes si a-d=b-c

El conjunto de los niUmeros racionales Q
esta formado por todos los numeros que
se pueden expresar en forma de fraccion

Expresion decimal. Clasificacion

Para obtener la expresién decimal de una fraccion, se
divide el numerador entre el denominador.

Al hacer esta division el resultado puede ser:

Decimal Numero finito de
exacto cifras decimales
Periodico La parte decimal
puro se repite
indefinidamente
(periodo)
Periodico La parte decimal
mixto esta formada por

una parte que no
se repite (ante
periodo) seguida
del periodo

Los Unicos
divisores del
denominador son
205

Los numeros 2 o
5 no son
divisores del
denominador

Los divisores del
denominador son
2 05y tiene
ademas otros
divisores

Los decimales exactos y periddicos, puros o mixtos,
pueden expresarse ne forma de fraccion.

6 W MATEMATICAS A

Fraccion irreducible

3
4
mcd(3,4) =1

Fracciones equivalentes

3_6
48
38 = 46
24 =24

Decimal exacto:
7

—=3'5
2
y al contrario:
4543587
100 20

Periédico puro:
%:0'3333....:0'3

y al contrario:
43-4 39 13

43 =
9 9 3

Periddico mixto:

é=0'1666....=0'16
y al contrario:
4113 - 4113-411 3702 _ 1234

900 900 300

cidead




EJERCICIOS resueltos

11. Escribe la fraccion irreducible de:

160 . . 1
— Sol: se simplifica por 160 =
2) 800 PR 5
b) % Sol: se simplifica por 128 %
14 . e 1
— Sol: se simplifica por 14 —_—
) 228 PGS (el 32

12. Halla x para que las fracciones sean equivalentes:

25 75
~y = Sol: x=9
a) o y27 ol: x
b)éyE Sol: x =96
32 X
c)iyg Sol: x =44
18 ° 36

13. Escribe la expresion decimal de las siguientes fracciones:

a) £ Sol: 9,7
9

331

222 gol: 3,34
99

b)

) ol Sol: 3,6
3

14. Escribe la fraccién generatriz de:

=~ 3319
3,332 Solh =212
a) °" 390
192
b) 7,68 Sol: 222
) 25
~ 575
c) 5,80 Sol: —
) 99

cidead MATEMATICAS AW 7



3. NUmeros racionales

Representacion y orden

Los numeros racionales es un conjunto ordenado,
para ordenar las fracciones se escriben fracciones
equivalentes a ellas con el mismo denominador
(reducir a comun denominador) y se ordenan los
numeradores.

Los numeros racionales se representan de manera
exacta en la recta numérica.

Sumay resta

Para sumar o restar los numeros
racionales se escriben en forma de
fraccion y luego se suman o restan las
fracciones.

Para sumar o restar las fracciones se reducen a
comun denominador y luego se suman o restan los
numeradores.

Multiplicacion y division
e El producto de dos numeros racionales es otro
numero racional que tiene por numerador el

producto de los numeradores y por denominador el
producto de los denominadores.

e Para dividir dos nimeros racionales se multiplica la
primera fraccion por la inversa de la segunda

Antes de representar una fraccion
hay que saber entre que valores
esta comprendido

9 1

Z_24+=

“ —>2<2<3

4
9L4T 4
1

Se divide el segmento de

extremos 2 y 3 en cuatro partes

iguales:
1 2 o 3 4

Y
3§

Suma
9 2 11

12 12 12

3 1
_+_
4 6
Resta

9 2 7

12 12 12

Ca
46

Producto
31_31_3
45 45 20

Cociente
35_15

41 4

3.1
4°5

Operaciones con
numeros periodicos

1,§+1,7§=12—1+178—17=
9 90

_ 11,161 _110 161 _
9 90 90 90

_271 507
90

8 m MATEMATICAS A
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32-33=9
1 1
2= — ==
3 9

3°=1
311
3
34.37 _ 311
2233
34

3°.5° = (3.5)° =15°

-5 -5 -5
3= (3] (L) —xso32
6> |6 2

En la vida cotidiana aparecen
situaciones donde es necesario
trabajar con niumeros faccionarios.

Para resolver problemas con
fracciones debes seguir las mismas
pautas que con otros tipos de
problemas.

o lee atentamente el
enunciado.

e Reflexiona sobre la situacién
que propone el problema,
qué te pide, qué datos
tienes,...

e Organiza la informacion que
tienes, haz un esquema, un
dibujo...

e Una vez que tengas Ila
solucion compruébala.

cidead

Potencias de exponente entero
Si a es un nimero real y n un numero natural, se
tiene que:

|
oir

n veces

Ademads para cualquier valor de a distinto de 0, se
cumple:

Para elevar una fraccidon a una potencia se elevan el
numerador y el denominador.
Operaciones con potencias

Si m y n son numeros enteros cualesquiera se
cumple:

am.g" = gm+n
m
a _
== am-n
a
(am)" — am-n
am.b™=(a-b)"

Resolucidon de problemas

Si tres kilos y cuarto de manzanas cuestan 2'6 €.
¢Cuanto costaran dos kilos y medio?

Calculamos el precio de un kg de manzanas. Para ello se
divide le precio pagado entre los kilogramos comprados:

2'6:[3+1 :Q:E:ﬁ:o%e/kg
4 10 4 130
El precio de dos kilos y medio sera:

0'g{2+1]-82_490 ¢
2)7102 20

Un abuelo deja al morir 120000€ para sus nietos
Juan, Pedro y Ana. A Juan le toca 1/5, a Pedro 1/3 y
a Ana el resto.¢Cuanto le toca a cada uno?

Juan 120000-% = 1205000 = 24000€

Pedro 120000-1 _ 120000 _ 20000€

3 2
Ana 120000 -24000 =96000€

MATEMATICAS AN 9




EJERCICIOS resueltos

15. Ordena de mayor a menor:
a)&yﬁ So|:£>§ b) _EY_E So| _E _E
5 2 2 5 3 2 3 2
16. Calcula dando el resultado en forma de fraccion irreducible:
a) 41|10 1,3} 4 L(0 11} , 19 , 9 39 _13
2| 3 6 2 3 6 2 6 12 12 4
py L2 41 2} 4 5 5,5 4 _5.3 4 50 175 16 209
3 2 4 3 5° 6 12 15 6 12 15 60 60 60 60
2 (kzj 2 .=9 2. 9 %
C)4 4 5) 4 20 _4 20 20 24 _38
31,4 3.3 27 27 27 9
2 53 2 20 20 20
17. Calcula dando el resultado en forma decimal:
a) 2,§§+ 6,4 Sol: 2 + il T 9,4/13
99 9 99
b) 1 56 Sol: l—Ez—lg—Sz—sAlé
4 4 9 36
c) 0,1 - 0,52 Sol: ORI 0,132
10 99 990
18. Calcula dando el resultado en forma decimal:
a)l:Z'? sm;l-ﬁ:l;ézi:olls
2 2 9 2 9 50
b) 4'6-E Sol: 46_42:4—2:5:&:75
3 9 3 9 3 27
c)6,15:0,5 Sol; 15-6.1_609.1 1218 ., 45
99 2 99 2 99
19. Calcula las siguientes potencias:
-2 2
a) 2° Sol: L_1 b) [2 Sol: (ij _ 9
23 8 3 5 25
p 1 1 13 3
c) (-3) Sol: — =— d) |-= Sol: (-2)° =-8
) £3) 37 "8t )[ 2] (-2)
20. Calcula:
L1 2 N\ (3) N33
a) 472 = Sol: 227 . 23] =22 =4 by || |2 Sol: [= ==
) (8} ( T ( )3 ) 3 2 2 2
5 3\5
c) 22 sol: £ _ 71514 _7 d) ()%(x4) Sol: x!512=x?
497 7%y
10 = MATEMATICAS A cidead



Notacion cientifica
178'23 =1'782310?

234000000 = 2'34-10°
0'00000012 =1'210"

Con la calculadora
Para introducir en la calculadora
nUimeros en notacion cientifica como:
»9,0043 - 10*3
Teclea 9. | 0043 EXP 13
Aparecerd: |9.0043 '3
»6,0743 - 1078
Teclea 6 .| 0743 EXP +/- 18
Aparecerd: | 6.0743 8
Si introduces:
» 900,43 - 10*3

Teclea 900 | . |43 EXP 13
Aparecerd: | 900.43 *3
Y pulsando | = | sale el n® en

notacién cientifica: 9.0043 °

Segun el modelo de calculadora la
tecla indicada es x10*

4. Notacion cientifica

Definicidn

Para escribir nUmeros muy grandes o muy pequefios
se emplea la notacién cientifica.

Un numero escrito en notacién cientifica
esdelaforma+a-10con1<a<10y
k nimero entero, que se llama orden de
magnitud del nUmero.

Los numeros escritos en notacion cientifica son faciles
de comparar:

e Los nUimeros esSi k>0 el nimero de cifras
enteras es k+1.

e Si k<0 el nimero de cifras decimales son la
suma de las cifras decimales de a mas | k |

Diametro del

i : -Di.éme'tro de la
! ga‘laxia de Andrémeda:
8804608 10" km

'D'i‘st_anc-ia: . L ¢
1,802210 9 km

L]
atomo-de oxigeno#

1,2-%0'7 A

L

Pidmeétro.del
rdcleo:

6,55:10 mm

Suma y resta

1,2:10849,3:10° =
=(1,2-:101+9,3)-10° =
=(0,12+9,3)-10° =
= 9,42-10°

3,7-10% - 5,3-10° =
=(3,7 - 5,3-10)-10% =
=(3,7 - 0,53)-10% =
=3,17-108

Producto y divisiéon

7,2:10% - 3-107 = 21,6-10%°=

= 2,16-10'®

8,4-10% : 6:10%° = 1,4-107

cidead

Operaciones
Suma y Resta

Si los sumandos son del mismo orden de magnitud
sumamos o restamos los nimeros que preceden a las
potencias de 10.

Si los sumandos no son del mismo orden de magnitud
se reducen al mayor de los 6rdenes, y se suman o se
restan los nimeros que preceden a las potencias de
10.

Multiplicacion y division
Para multiplicar o dividir dos numeros en notacion
cientifica, se multiplican o dividen los nimeros que

preceden a las potencias de 10 y también dichas
potencias.

En todos los casos el resultado se da en notacion
cientifica.

MATEMATICAS Am 11



21.

22.

23.

24.

25.

EJERCICIOS resueltos

Escribe en notacion cientifica:
a) 0'0000038 Sol: 3'8-10°
b) 1230000000 Sol: 1'23-10°
Escribe la expresion decimal de:
a) 8'44-10° Sol: 844000000
py 2'1-10° Sol: 0'00021
Cuantas cifras decimales tiene el nimero:
1 -9
a) 3'2-10 Sol: 10
b) 7'27-107*° Sol: 21
Cuantas cifras enteras tiene el numero:
1 23
a) © 2l Sol: 24
] 54
by 1'234-10 Sol: 55

Realiza las siguientes operaciones:
a) 3'2:102 +1'5-10%
Sol: 3'2:10% +1'5-10% = (3'2+1'5-10)10% = (3'2+0'15)10%

11.10-12 _1'c.10-1t
b)4110 1'5-10

Sol: 4'1:10"* -1'5-10"" =(4'1-10" -1'5)10"" = (0'41-1'5)10"* = -1'19-10°**

4'1-10"- 2:10*

)
Sol: 4'1-10%-2-10* =8'2-10%
6'2-10%
-22
1 . 23
Sol: %:3'1-1045
2:10°
(6'2-1023)2
e)

Sol: (6'2-1023)2 - 38'44-10% =3'844-10"

- 3'35.10%

12
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Para
% practicar

1. Calcula: 6. Escribe la fraccién generatriz:
a) 6-6(3-1) a) 1,2
b) 2-(3-5(2+5)-1) b) 3,12
c) 3-3(4-4(3-7)+1) c) 2,32
d)6-(1+2(-3-1)-5) d) 1,92
> Calcula: 7. Indica qué tipo de niumero decimal es:
a)6:2-2(3-1) a)ﬁ
625
b) (-16):2-34
b 223
) 30:(5-5(2-3))+1 ) =4
d) 415:5-2):2 Q) 51
27
3. Indica si los siguientes pares de
fracciones son equivalentes: 8. Ordena de menor a mayor:
3 6 7 67
a J— —_— J— —_
) 5y10 ) 4y20
4 8 5, 3
by XTy2 2y_2
) =Yg b) 3V 5
3.,-3 23 34
C — —_— —_ —_
) cY ¢ c) > V3
4. Halla x para que las fracciones sean 9. Calcula y simplifica:
equivalentes: 0 Z+Z_l
a) 2y X 47375
3712 3 1
b) =+3-=
b) Xy1o 57 2
3715 5 1
C) Y45
X 28

d) E—l+1 - E+£—2
5 4 4 5
5. Escribe la expresion decimal:

o33}

cidead MATEMATICAS A



10. Calcula y simplifica:

11. Calcula y simplifica:

a) l+£(1+lj

N

3 2

b)

12. Calcula y simplifica:
a)1'5+3'7
b) 2'3-3'1
c) 3'5:1'7

13. Calcula y simplifica:

(3

14 m mATEMATICAS A

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Escribe en notacion cientifica:
a) 23'12034

b) 0'12310%

Calcula y escribe el resultado en
notacion cientifica:

a) 2'310Y +5'6-10"
b) 6'810° -5'610"°
c) 2'4107-5'2:107'®

1'24107

dy <=2~
) 2'4810°

Sonia bebe diariamente un litro de
leche. Si la leche la compra en botellas
de un cuarto de litro. éCuantas botellas
debe comprar para 14 dias?

Si medio kilo de fruta cuesta 3€.éicuanto
costaran tres kilos y medio?

Al morir Juan deja una fortuna de
420.000€. A su mujer le deja la mitad y
el resto a sus tres hijos en partes
iguales. éCuanto le toca a cada uno?.

En un laboratorio se ha observado que
la poblaciéon de un cultivo de bacterias
se multiplica por 5 cada hora. Si el
ndmero inicial era de 1,4-10%° bacterias,
écuantas habrd al cabo de 5 horas?.

Un microorganismo mide 1,5 micras;
sabiendo que una micra es |la
millonésima parte de 1 m, expresa en
metros y en notacién cientifica la
longitud que ocupan 7 millones de
microorganismos puestos en fila.

.Un embalse que abastece a una

poblacion tiene 107,8 dam? de agua. Si
una persona gasta por término medio
770 litros de agua anuales. ¢A qué
poblacion podra abastecer en un ano?.

cidead



Algoritmo de Euclides

para hallar el m.c.d. de dos numeros

Para saber mas

M.C.D([12345 60 =15
205| 1
12345| 604515
45| 15( O
M.C.D([123456 2346 ) =6
52 1 1 1] 1| 1115 1
123456 (2346|1464 | 882|582(300|282(18(12|6
1464| 882| 582|300(282| 18 12| 6| O
Sudokus

Al comienzo del tema se proponia un juego con numeros,
este tipo de pasatiempos se ha hecho muy popular en los
Ultimos afios. Posiblemente el mas famoso sea el "sudoku",
que tiene verdaderos adeptos en todo el mundo. Suele ser un
cuadrado 9x9, en el que hay que colocar las cifras del 1 al 9
sin repetir en la misma fila o columna, ni en cada region 3x3
en que se divide el cuadrado grande.

Aqui tienes dos, tamafio 4x4, para entrenarte, el de colores
esta resuelto, completa el de nimeros, es muy facil, iqué te

diviertas!.

El m.c.d. de dos numeros se
puede calcular dividiendo los
numeros, luego se divide el
divisor entre el resto vy
asi hasta que el resto es

cero. El ultimo cociente es
el m.c.d.
Fijate en estos dos
ejemplos.

"y

S

cidead
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Recuerda

lo mas importante

Z NUmeros enteros

Numeros enteros positivos:
+1,+2,+3,..

NUmeros enteros negativos:
-1,-2,-3,-4,..

El nimero cero

Valor absoluto
|+a |=a |-a|=a |0|=0
Opuesto

Op (-4)=4 Op (4)=4.

NUumeros Racionales

Son los que pueden expresarse en
forma de fraccion.

e NUmeros enteros
» Positivos
« Negativos
o El cero

e NUmeros decimales
o Exactos 1,23

« Periddicos
« Puros 1'23
- Mixtos 1'23

Potencia positiva de un nudmero

entero
n veces

"_-a.a-a-..a

a

Potencia positiva de una fracciéon

a)" _a"

b pn
Potencia negativa de un numero
entero

_ 1

a"=—

an

Potencia negativa de una fraccion

LA
b a"

Notacion cientifica

W=210" 1<|al<lD

16 m MATEMATICAS A
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Autoevaluacion R

1. Calcular -5(8 -7)-3+4(-9+3):

2. ¢Cudl es el mayor valor que puede tener x para qué el
numero 3x6 sea divisible por 3

. . 40 80 .
3. Halla x para qué las fracciones —ya sean equivalentes
X

4. Encuentra el periodo de %

5. Escribe en forma de fraccion irreducible el nimero 6'435

6. Calcular: 8'667 -4'8

7. Calcular: E+Z E—9
8 513

8. ¢Cuantas botellas de dos tercio de litro se pueden llenar con
128 litros de agua?

9. Calcular: 6'310° - 6'6-10*

-1 2
10. Calcular: (Zj —(ﬂ)
6 7

cidead MATEMATICAS AN 17



Soluciones de los ejercicios para practicar

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.

a) % b) % c) g

a) % b) % C) %
a)5'3 b)-0'7 c) 2

a) %7 b) -%

0) % 6 >

a) 2,31203-107¢
b) 1,23-10%

a) 5,83.10!8
c) 1,248-.10710

b) 6,24-10°8
c) 5-10°16
56

9

210.000€ y 70.000€

4,375 - 10%°

1,05-10 m

1,4 - 10°

1.a)-6 b)35
c)-60 d) 18
2. a)-1 b) -20
c) 4 d) 2
3. a) si b) no c¢) no
4. a) 8 b)2 ¢ 7
5. a)l4 b)1'6 c) 1'13
6. a) ) b) oy
9 33
0 209 d) 48
90 25
7. a) decimal exacto
b) periddico mixto
c) periodico puro
8. a) Z<g
4 20
b) _E < _E
3 2
34 23
) = <=
3 2
9 ayi3B L 32
60 30 12
21 23
d) 10 e) &0
Soluciones
AUTOEVALUACION
1. -32
2.9
3. 32
4. 50
5. 6371/990
6. 3'778
7. 2
24
8. 282
9. 5'6410°
10. é
49

No olvides enviar las actividades al tutor »
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Objetivos
En esta quincena aprenderas a:

¢ Clasificar los nUmeros reales
en racionales e irracionales.

e Aproximar niumeros reales por
truncamiento y redondeo.

e Representar graficamente
numeros reales.

e Comparar numeros reales.

e Realizar operaciones sencillas
con radicales.

NUmeros reales

Antes de empezar.

1. Los nUmMeros reales ..., pag. 22
NUmeros irracionales
Numeros reales
Aproximaciones
Representacion grafica
Valor absoluto
Intervalos

2. Radicales ... pag. 26
Forma exponencial
Radicales equivalentes

3. Propiedades de las raices .................... pag. 27
Ordenacién de numeros reales
Valor absoluto y distancias
Intervalos y semirrectas

4. Operaciones con raices .................. pag. 28
Introducir y extraer factores
Calcular raices
Sumas y restas
Productos
Cocientes
Ejercicios para practicar
Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

cidead
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Antes de empezar

~ 3,1415926535897932384626
~ 43383279502884197169399375
- 105820974944592307816406286
20 8998 6280
g 3482 5342
1170 6798
2148 0865
1328 2306
6470 9384
4609 5505
8223 1725
3594 0812
8446 0955
0582 2317 y
25359 40812 84
81117 4502841027
0193 85211055
596 - 4462294

Investiga

Seguramente hayas realizado alguna vez algun calculo con el nimero pi; por ejemplo,
calcular la longitud de alguna circunferencia o el area de un circulo. En estos calculos
habras utilizado valores como 3'14, 3'1416, 3'141592,... También es posible que hayas
leido en algun peridédico que se ha descubierto otra cifra del nimero pi, o que ya se conocen
con exactitud tantas cifras del nimero pi. Todo lo anterior resulta un poco confuso. ¢Cual de
las cantidades anteriores es el auténtico niumero pi? ¢Cémo es posible que llamemos pi a
todas ellas si es obvio que son diferentes? ¢CoOmo es posible que se estén descubriendo

todavia cifras de pi si lo estamos usando desde hace un montén de afos?
Intenta dar una respuesta a estas preguntas. Si no lo consigues ahora vuelve a intentarlo

después de ver este tema en profundidad. Para finalizar la propuesta ahi va otra pregunta:
¢Cual es o cudl podria ser la ultima cifra del nimero pi?

MATEMATICAS AW 21
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1. Los numeros reales REPRESENTACION DE
NUMEROS IRRACIONALES

Nl.] meros irraCionaleS El hecho de que los nimeros irracionales

tengan infinitas cifras decimales que no
se repiten de forma periddica plantea el
problema de cémo representar dichos
numeros de forma exacta.

Algunos de estos numeros pueden

En la quincena anterior has visto que los numeros
racionales pueden escribirse en forma decimal,

produciendo siempre un decimal exacto o periddico. representarse de forma exacta. Por
También hemos visto que todo decimal periddico ejemplo:
uede escribirse en forma de fraccion. A+f5 3
p N ] Ny
, . , ., son representaciones exactas de los
Es facil comprobar que hay numeros cuya expresion nimeros 1,41421356...; 1,61803398...;
decimal no es periddica, por ejemplo: L elyr e EEpEEEmEN G (I
puntos suspensivos indican que no hay
un final).
0,1234567891011121314..... En cambio, otros numeros irracionales

no pueden expresarse en forma exacta.
’ . Por ejemplo, el cociente entre Ila
Estos numeros no se pueden escribir en forma de longitud de una circunferendia y su
fraccion: no son racionales. didmetro es una cantidad constante que
es irracional pero no puede ser descrito
, en una forma sencilla como los niumeros
Llamamos irracionales a los numeros cuya parte anteriores.

decimal no es periddica. Para representar estos nlmeros de
forma exacta les ponemos un nombre.
En este caso se trata del niumero pi: TI.
Para hacer calculos con estos numeros
usamos un valor aproximado.

El nmero 2 es irracional (ampliacion)

¢Cémo puede saberse si un nimero es irracional? No hay una técnica general pero en algunos casos puede
usarse una técnica de demostracion denominada reduccién al absurdo que consiste en suponer que lo que
se quiere probar es falso y llegar, a partir de esa suposicion, a una contradiccién. Eso implica que el hecho
inicial no puede ser falso.

5 ) , - . .
Lo que queremos probar es que = no es un nimero racional. Para ello empezaremos suponiendo que si lo es.

Por tanto puede escribirse en forma de fraccién que podemos convertir en irreducible simplificando todo lo que
se pueda. Asi pues, existirian dos nimeros enteros, m y n, sin factores primos comunes de forma que

L gl -plE-_ - pr
TET m gl-e2. .-
Siendo p1, p2,...,pr los factores primos de n y q1, g2,...,gr los factores primos de m y todas las p son distintas
de todas las q. Elevando al cuadrado queda:
gz ¥ = t'_'-t.":-'ij g
w gl - s

Y n? y m? siguen sin tener factores primos comunes. Por tanto, n>=2m?, de donde se deduce que n es divisible
por 2 y por tanto puede escribirse como n=2t. Asi pues:

Y t y m no tienen factores primos comunes. Elevando de nuevo al cuadrado queda:

2= A _omts - mie gy

Por tanto, m también es divisible por 2. Partiendo de que n y m no tienen factores primos comunes hemos
llegado a la conclusiéon de que ambos son multiplos de 2. Hemos llegado a una contradiccion. Por tanto la

suposicién de que este niumero es racional es falsa y deducimos de ello que i = es irracional.
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a’=12+1% = a=-/2

b

Lo

1,5

72

1,4 <42 <15

1.4l o

1,42

J2

1,41 <2

<1,42

Lgla,

1,415

7

1,414 <+2

<1,415

ladlds

(1,4143

Lo

il

1,4142 <2

<1,4143

TRUNCAMIENTO

REDONDEO

1,4

1,4

1,41

1,41

1,414

1,414

1,4142

1,4142

1,41421

1,41421

1,414213

1,414214

1,4142135

1,4142136

1,41421356

1,41421356

Un truncamiento
aproximacion

por

siempre es una
defecto; el

redondeo puede ser por defecto

O por exceso.

cidead

NUumeros reales

El conjunto de los nudmeros reales,
denotado por la letra R con la forma que
ves a la izquierda, esta formado por todos
los numeros racionales y todos los
numeros irracionales. Es decir, todos los

nimeros que pueden escribirse en forma decimal, sea
ésta exacta, periddica o no periddica.

Esto engloba a todos los tipos de numeros que
conocemos hasta el momento.

N Naturales
Cero

Enteros negativos
Fraccionarios

R Reales Q Racionales Z Enteros

Irracionales

Aproximaciones

Como has comprobado, los numeros reales tienen
infinitas cifras decimales, por lo que, en general, no
es posible dar su valor exacto. En algunos casos,
como los racionales (con la fraccién generatriz) y los
radicales, si es posible representarlos de forma
exacta. Pero en infinidad de otros casos (como el
numero ) esto no es posible.

Cuando en un problema necesitamos usar un niamero
con infinitas cifras decimales, en la practica usamos
un valor aproximado que nos permita obtener un
resultado aceptable aunque no sea exacto.

Una aproximacién es por defecto si es menor que el
ndimero exacto y por exceso si es mayor.

v/ Cuando en un decimal nos quedamos con las n
primeras cifras decimales decimos que hemos

realizado un truncamiento con n cifras
significativas.
v" Realizamos un redondeo con n cifras

significativas, si truncamos con n cifras, dejando
igual la cifra n-ésima si la siguiente es menor que
5, y aumentando la ultima cifra en una unidad en
caso contrario.

Observa los ejemplos de la izquierda donde se toman

distintas aproximaciones de V2.

MATEMATICAS AN 23



Representacion grafica de numeros
irracionales

En este tema hemos visto ya las dificultades de
representar de forma exacta los nimeros irracionales,
dificultades que se trasladan a su representacion
grafica.

A la derecha puedes ver distintas técnicas usadas
para la representacion en forma grafica de numeros
irracionales. En algun caso pueden usarse métodos
geométricos de gran exactitud, pero en la mayoria de
los casos sdélo podemos realizar una representacion
aproximada, eso si, con el nivel de precisién que
queramos.

Estos métodos garantizan que puede asociarse de
manera Unica un punto de la recta a cada numero
real y, reciprocamente, un nimero real a cada punto
de la recta. Por este motivo suele identificarse al
conjunto R de los numeros reales con una recta, a la
que se denomina recta real.

Valor absoluto

La equivalencia entre puntos y numeros permite
aplicar conceptos geométricos al calculo, en particular
la idea de distancia mediante el valor absoluto de un
namero.

v Llamamos valor absoluto de un ndmero real, a, al
mayor de los nimeros a y -a. El valor absoluto de
a se representa asi: |a].
|-al
s - a 5
. Bl .

El valor absoluto de un nUumero representa la
distancia del mismo al cero. Podemos generalizar esta
idea:

v La distancia entre dos numeros reales, a y b, es
el valor absoluto de su diferencia:
d(a,b)=|b-a]=]a-b]

dia,b)

_d@ap)

24 m MATEMATICAS A

2, .2
a=l4z)2+12 = 3
bl 2 'I
1 P
I 1 i 2 3
- 3
T = 3,141592353589793...
i E 1 1
i 1 2z 3 4 5 & T & 4§ 1o
‘Jtl 1

3 4
+ 1 1 1 1 ‘Jt 1 1 1 1 1 -
Ehil 3,2
314 315
+ 1 -g-[ 1 +
3141 3142
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ’I[ +
31415 31416
. , T , .
314159 314160

De esta forma podemos acotar m entre
dos numeros racionales, que vya
sabemos representar, y que estan cada
vez mas proximos.

Propiedades del valor absoluto
1) la] >0
2) lal=]-a]
3) la+b|<|al+|b]|
4) la-b]=|al-|b]
5 |2]_lal
b [b]
a=2,6828 la]=2,6828
-a=-2,6828 |-a|=2,6828

Si a y b tienen el mismo signo la
distancia entre a y b es la resta de los
valores absolutos, y si el signo es
distinto la suma.

a=-4,2946 la]=4,2946
Ib]=2,5447
d(a,b)=6,8393

b=2,5447

a=3,0054
b=4,2861

la]=3,0054
Ib]=4,2461
d(a,b)=1,2807

cidead



Intervalo cerrado:

Los extremos pertenecen al intervalo. Intervalos: SegmentOS ) semirrectas
b El concepto de intervalo esta ligado a los conceptos
[ab]={xcR/a<x<b | geométricos de segmento y semirrecta: un intervalo
Intervalo abierto: acotado equivale a un segmento y un intervalo no
Los extremos no pertenecen al intervalo. acotado equivale a una semirrecta.
- o v Dados dos nimeros reales a y b, se llama
(ab)={xeR/a<x<b | intervalo de extremos a y b al conjunto de
Intervalo  semiabierto: Un  extremo numeros reales comprendidos entre ambos.
pertenece al intervalo y otro no. v La longitud del intervalo es la distancia(a,b)=|b-al]
O ._
En los interval ndien I
(abl={xcR/a<x<b | os intervalos acotados depeT diendo dg que los
extremos pertenezcan o no al mismo, se distinguen
Entorno simétrico de a: los intervalos cerrados, abiertos y semiabiertos (por
& ® S la izquierda o por la derecha).
(a-r,a+r)={xeR/a-r<x<a+r | Si se construye un intervalo abierto alrededor de un

Semirrecta acotada superiormente

punto a se obtiene un entorno simétrico de a y de

radio r, conjunto de nimeros reales cuya distancia a

(—oo,b]={XeR/X£b}

a €s menor quer.

Un intervalo no acotado es el conjunto formado por

Semirrecta acotada inferiormente todos los numeros mayores (o =), o menores (0 <)

O

que uno dado, a, la cota inferior o superior

(a,+ ©)={xeR/a<x | respectivamente. Se representan mediante una

semirrecta y su longitud es infinita.

Indicar el menor de los conjuntos numéricos a los que pertenecen los nimeros:

a) R (decimal no periédico) b) Q (decimal periédico)y C€) Q (fraccién no exacta)
d) Z (fraccién exacta negativa) €) R (radical no exacto) f) N (radical exacto)

El radio de una circunferencia es de 4 m. Calcula su longitud
2.1.Truncando el resultado primero a cm y luego a m.

2.2.Redondeando el resultado primero a cm y luego a m

Calcula el valor absoluto de los nimeros a=-3 y b=5, y la distancia entre ellos.
Calcula |a+b| |a-b] |a-b| y |a/b]|
Indica qué puntos pertenecen al intervalo en cada caso:

5.1.Intervalo (-74,-52]. Puntos: a) -53 b) -74 c¢) 11 Respuesta: a
5.2.Intervalo (-o0,75]. Puntos: a) 32 b) 75 c) 76 Respuesta: a y b.

EJERCICIOS resueltos

a) 5,97500... b) 6,103 c)% d)—g e) V5 )16

L=2-mr =24,88141381..m = 2488 cm = 24 m

L=2-mr =24,88141381...m = 2488 cm = 25 m

lal=3, |b]=5, dist(a,b)=[|b-a|=]|5-(-3)|=|8]=8

la+b]|=|-3+5|=|2]|=2; |a-b|=]|-3-5]=]-8]|=8; |a-b|=]-3-5]=]-15]|=15;
|asb|=]-3/5|=3/5

cidead
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2. Radicales

Forma exponencial
LI,amamos raiz n-ésima de un nUmero dado, a, al %/5:2 por ser 23 _g
numero b que elevado a n nos da a.
nfo _ no_ 1
Ya=beb'=a ¥ 53
Un radical es equivalente a una potencia de 5
exponente fraccionario en la que el denominador 5/xz _ x5
de la fraccion es el indice del radical y el numerador B
de la fraccion es el exponente el radicando.
P
VaP =an
Radical ivalen
adicales equivalentes 2 _ e
Dos o mas radicales se dicen equivalentes si las ) 2 4
fracciones de los exponentes de las potencias son equivalentes por ser: 376

asociadas son equivalentes.

Dado un radical se pueden obtener infinitos radicales
semejantes, multiplicando o dividiendo el

exponente del radicando y el indice de la raiz por un Simplificar: §/x* = *%/x*2 =3/x?

mismo numero. Si se multiplica se llama amplificar y
si se divide se llama simplificar el radical. 3/y2

Radical irreducible, cuando la fraccién de la potencia
asociada es irreducible.

Amplificar: %/x_2 = 3'\/2 x%? = 6xs/x_4

Irreducible por ser m.c.d.(3,2)=1

EJERCICIOS resueltos

6. Escribe los siguientes radicales como potencia de exponente fraccionario:
1
a) I3 3/3 =35 b) Ix3 I3
7. Escribe las siguientes potencias como radicales:

1 1 2 2
a) 72 72 =7 b) 53 53 = 352 = 325

8. Escribe un radical equivalente, amplificando el dado:

a) 35 35 =352 _§52 _ 95 b) Ix* ot 5343 1312
9. Escribe un radical equivalente, simplificando el dado.

a) §49 §fag = §72 = %722 - 37

b) 33,28 3\5/@235:\7/)(2?:%/)(_4
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\Fzﬁ
3 %3
5a_Z:5a4
b 5b3

57 - (5]
53/521\5/5

3. Propiedades de las raices
Raiz de un producto

La raiz n-ésima de un producto es igual al producto
de las raices n-ésimas de los factores.

1 11
Demostracion: |Yab = (ab)" = anb" = Ya-tb

Raiz de un cociente

La raiz n-ésima de un cociente es igual al cociente de
las raices n-ésimas del dividendo y del divisor.

1

|m
EA

Demostracion: né = E "
“\b b

_Ya
“

S

b

Raiz de una potencia

Para hallar la raiz de una potencia, se calcula la raiz
de la base y luego se eleva el resultado a la potencia
dada.

P 1\
- = p
Demostracion: [VaP =an = (anJ = (Q/g)

Raiz de unaraiz

La raiz n-ésima de la raiz m-ésima de un nimero
es igual a la raiz nm-ésima de dicho nimero.

1
n

1 1

Demostracion: |Y¥a = (amJ —amm ="l

cidead
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Escribe con una sola raiz:

a) V3

b) IX*Vx

Escribe con una sola raiz:
a) 3427

b) ¥x-x?

Escribe con una sola raiz:

3
a) 16

N

Ul
N

b)

1
w

EJERCICIOS resueltos

5\/§=19/§

w

5[4 4

4. Operaciones con raices

Introduccion y Extraccion de factores

Para introducir un factor dentro de un radical se
eleva el factor a la potencia que indica el indice y se

escribe dentro.

Si algun factor del radicando tiene por exponente un
numero mayor que el indice, se puede extraer fuera
exponente del
entre el indice. El cociente es el exponente del factor
que sale fuera y el resto es el exponente del factor

del radical dividiendo el

que queda dentro.

Calculo de raices 1728|2
864 |2
Para calcular la raiz n-ésima de un nimero primero se 4322
factoriza y se escribe el nimero como producto de 216 (2 3 N
potencias, luego se extraen todos los factores. 108 |2 v1728 = v2°.3" =
_ _ . 54 (2 =2°3 =12

Si todos los exponentes del radicando son multiplos 27 |3
del indice, la raiz es exacta. o

7 ’ ré 3 3
Esta técnica es muy util para hallar raices exactas. 1

Cuando la raiz no es exacta esta técnica transforma el
radical en una expresion mas manejable.

28
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Introducir
s3fx = x = Px*
2¥3-=3233-383=324

Extraer:

513 _y25h3 13 B

radicando 3 2
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N e T L s . Inl-? .
= —ggv2?-3% 5574277
1
—_ .".-’4 . P T
=-—gpv2t-at-st 7=
=L 3-5-T7=
__ﬁ o - -". =
=—217
1 _
3V6 26
018 2718
26418 24108

cidead

Sumas y Restas

Dos expresiones radicales son semejantes si tienen
el mismo indice y el mismo radicando. Por ejemplo:

—

V31

1 2 1% ..E
8 Y

Solo se pueden sumar o restar radicales
semejantes. Para ello se saca factor comun el radical
correspondiente y se suman o restan los coeficientes.

En ocasiones podemos sumar radicales no semejantes
extrayendo algun factor que los convierta en
semejantes.

Productos

Dos expresiones radicales pueden multiplicarse sélo si
tienen el mismo indice. En este caso el producto se
hace de la siguiente manera:

\a-Vb-lc-Vdl=ac-Vbd

comprobando al final si puede extraerse algln factor
del radical.

Si los radicales no son del mismo indice, primero se
buscan radicales semejantes que tengan el mismo
indice y luego se multiplican. Ejemplo:

[2-VYxl-17T-VxI=14-Vx2-Vx3=14-V x>

Aqui solo veremos radicales cuadraticos.

Cocientes

Dos expresiones radicales pueden 4.7 g n,‘?

dividirse sélo si tienen el mismo o \d
c-vd €

indice. En este caso el cociente se
hace como se ve en la imagen:

En la practica no suelen dejarse radicales en el
denominador y en lugar de hacer asi la division se
utiliza otro método llamado racionalizacion que
consiste en encontrar una fraccidon equivalente que no
tenga radicales en el denominador.

En el cuadro adjunto describimos este método para
radicales cuadraticos.

29
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EJERCICIOS resueltos
13. Introduce los factores dentro del radical:
a) 243 243 =2%3 = {163 = Y48
b) x23x3 x2x3 = \/(x Y %3 _ a3 = Ykt
14. Extrae los factores del radical:
a) Y128 $128 =427 = 242° = 248
b) U530 7/X3o =Yy Yy 2Ba? X4Z/X_2
15. Calcular las siguientes raices:
a) 31024 31024 =321 =22
b) 7¢X84 7[X84 _ 7[X12-7 _7 (X12)7 — X7
16. Indica que radicales son semejantes
a) ¥3;543 #3 y 543 Son semajentes
b) i‘/;;i/; Yx y Ix No son semajentes,tienen distinto indice
17. Calcular la suma:
a) 40 ++/90 J40 ++/90 = 410 ++/910 = 2410 + 3410 = 5J10
b) 2432 -8 232 -8 = 2425 — 22 = 2222 — 22 =82 - 242 = 642
18. Calcular el producto:
a)[g\/ﬁ]-[—%\/zszj
[gﬂ]-[—%«/zwj———\/ 7.722.32.7 = 2423.32.72 = 2.2.3.72 = -84y2
b) (—%JUS)(—Z«/E)
(-%«/175]-(—2@):%\/52 7325 =% 32.53.7 =%-3.5«/5-7 = 50435
19. Calcular el cociente:
224
44108
224 53
o Ve _ 9V24 94244108 92592 2°.3* 22.3%2 32
4108 1088 841084108 8:108 96 96 8
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| \_ Para practicar

“

. Considerando 7,4833147735.... como
el valor exacto de 456, escribe las
aproximaciones por defecto, por exceso
y redondeos de orden primero vy
segundo (décimas y centésimas,
respectivamente).

.La cinta métrica que aparece abajo
tiene unas divisiones hasta el medio cm.
La utilizamos para medir una varilla y
obtenemos el valor que se muestra en
ella. ¢éEntre qué valores exactos se
encuentra la longitud real, suponiendo
que ese valor es: a)por defecto; b) por
exceso; c) redondeo a cm.

Long=1,10m.

Las aproximaciones pueden utilizarse
también con numeros enteros. Para
generalizar esta idea usaremos el concepto
de cifras significativas: “Si un nimero N es
un valor aproximado de otro numero P,
diremos que N tiene n cifras significativas si
las primeras n cifras de N coinciden con las n
primeras cifras de P. (No se consideran cifras
significativas los ceros cuya Unica finalidad es

situar la coma decimal)”. La definicién
anterior es Dbastante intuitiva pero no
siempre es correcta del todo., por ello

precisamos un poco mas: “Diremos que N
tiene n cifras significativas si el ndmero
formado con las n primeras cifras de N
difiere del numero formado con las n
primeras cifras de P (eliminando las comas
decimales si las hubiera) en menos de 0,5”.

3. Nos dicen que la poblacion de una
ciudad es de 1579000 habitantes y que
las 4 primeras cifras de esta cantidad
son significativas. ¢Entre qué valores se
halla realmente su poblacién?

cidead

10.

11.

. Determina los conjuntos AnB, AUB, A-B

y -A en los casos siguientes:
1. A=[-11,-9] B = (-1,6)
2. A=[-5,5] B=(34)
3. A=[-2,7] B=(-2,6)

. Escribe como potencia de exponente

fraccionario:

a)vs b IE oV  d) @

. Escribe como un radical:

1 3 1

5
a) 32 b) 52 c) x5 d) x3

. Extraer todos los factores posibles de

los siguientes radicales

a) V18 b) Y16
c) vJoa® d) v98a’b’c’

. Introducir dentro del radical todos los

factores posibles que se encuentren
fuera de él.

a) 3+/5
c) 3a-\/g

b) 2+/a
d) ab*3¥a?b

. Suma los siguientes radicales indicados.

a) V45 -+125-420

b) /75 - /147 ++/675 — V12

c) V175 ++/63 - 2./28

d) \@%\/Eu\/ﬁ

Realiza las operaciones siguientes:
a) (\/5—\/5)\/5

b) (745 +5¥3)-243

€) (V3 +45-542) 442

d) (5+43)-(5-43)

Divide los siguientes radicales

a) V6x b) J75x%y?
V3x 5./3xy
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'i"}"“ Para saber mas

Cuestiones sobre pi

En la presentacion del tema se mencionaba que el valor de pi era 3'14, 3'1416, ...y se
planteaban una serie de preguntas al respecto:

¢Cual de las cantidades anteriores es el auténtico nimero pi?

Segun has visto a lo largo del tema, en realidad ninguna de las anteriores cantidades
son el valor exacto de pi, se trata de aproximaciones al nimero y el poner mas o menos
decimales depende de la precisidon que necesitemos en la medida.

¢Como es posible que llamemos pi a todas ellas si es obvio que son diferentes?

El hecho de que llamemos pi a cualquiera de las anteriores cantidades se debe a que es
imposible utilizar el valor exacto de la mayoria de los nimeros irracionales, por lo que
nos tenemos que contentar con dar aproximaciones a ese valor. Como ya dijimos antes
el numero de cifras decimales con que se da este numero dependera de la precisién de
medida deseada y el hecho de que, por ejemplo, la cuarta cifra decimal sea un 6 en
3'1416 y un 5 en 3'14159 se debe a que la aproximacion se hace en cada caso por
redondeo y, con cuatro cifras decimales, 3'1416 estd mas proximo del valor exacto que
3'1415.

Algunos numeros irracionales como la raiz cuadrada de 2 si pueden representarse en
forma exacta, pero si esa cantidad la queremos medir en la practica, no nos quedara
mas remedio que dar un valor aproximado con la precisién que deseemos.

¢Como es posible que se estén descubriendo todavia cifras de pi si lo estamos usando
desde hace un montén de afos?

Los numeros irracionales tienen infinitas cifras decimales que no se repiten de forma
periodica. Para hallar estas cifras existen distintos procedimientos o algoritmos. Algunos
de estos algoritmos son relativamente sencillos, como el que se utiliza para obtener las
cifras decimales de la raiz cuadrada de 2 (que antiguamente se ensefaba en la escuela
primaria); otros, en cambio, son tremendamente largos y complejos. El nimero pi esta
en este segundo grupo. Actualmente los algoritmos para el calculo de cifras decimales de
pi se ejecutan con potentes ordenadores.

¢Cual es o cudl podria ser la ultima cifra del nimero pi?

Como hemos dicho antes, los nimeros irracionales tienen infinitas cifras decimales, por
lo tanto no existe la ultima cifra del nimero pi. Como ademas sus cifras no se repiten de
forma periddica no se puede predecir de antemano qué cifra sera la que ocupe un
determinado lugar hasta que se consiga calcular.
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“+ | Recuerda
_*%¥ lo mas importante

Los numeros reales

Los numeros irracionales son los
decimales no periddicos. El conjunto R de
los numeros reales esta formado por
todos los numeros racionales e
irracionales.

Aproximaciones

Para representar decimales infinitos
usamos aproximaciones por defecto y
por exceso, truncamientos y
redondeos.

Propiedades de los radicales

n n-a ne n-'q J;I-.ﬁ
A-B=VA-\B A=

" R \'B 7B
Tar=TAl ATA="S A

Raiz n-ésima
i
va=b<=hbh"=a

Exponente fraccionario

La recta real

El valor absoluto de un n° a, |a] es el
no prescindiendo del signo.

La distancia entre dos puntos ay b es el
valor absoluto de su diferencia |a-b|=]b-
al

Intervalos: segmentos y semirrectas
e Intervalo cerrado [a,b]
e Intervalo abierto (a,b)
e Intervalo semiabierto (a,b] 6 [a,b)

e Intervalo no acotado como [a,+») 0

(_001 a)

Z

4855

Todos los numeros reales, tanto los racionales
como los irracionales, se pueden representar
mediante un punto de la recta y reciprocamente,
a cada punto de la recta le corresponde un
numero real.

|n 1
o 1 2 3 4 5 & 7T 8 9 10
‘I':I 1

3 ' ' 4

1 n +
2 32
4T Tas
+ 1 -n 1 +
3141 B 3,142
+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ’I[ +
4s T 3141E
34ss 7 aisen

Radicales equivalentes

n

m_np
Va =

1&”1:

Radicales semejantes

Son radicales con el mismo indice y el
mismo radicando, pudiendo diferir en su
coeficiente.

dia,b)
-5 a ] b
a<x=<b
3 b
a<x<b
a
a<x<b b
e
a b
X=a

0@

cidead
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Autoevaluacion 1

1. Indica el menor conjunto numérico al que pertenece el
numero

12, 80965

2. Una milla inglesa son 1609,34 m. Redondea a km 27 millas.

3. Con la calculadora, escribe un truncamiento y un redondeo a
las milésimas de 421

4. Escribe el intervalo [-3, 5]~ (3, 8) .

5. Calcula la siguiente raiz: {78125

6. Escribe en forma de exponente fraccionario: %3

7. Introduce el factor en el radical: 6{‘/5

8. Extrae los factores del radical: ¥243

9. Calcula: \/E —\/@

10. Calcula y simplifica: \/xlo -y? -\/x4 y?
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. a) De primer orden: Caso 3
Por defecto: 7,4 1)AnB =[-2,6)
Por exceso: 7,5 2)AuB=[-27]
3) A-B=[6,7]

Redondeo: 7,5 4)— A =(—0,-2) U (7,+0)

b) De segundo orden:

1 2
Por defecto: 7,48 5. a) 52 b) x3
3 3

Por exceso: 7,49
Redondeo: 7,48

c)az d) as

6. a)3 b) 5
0 Px e

2. a) Entre 1,100y 1,105 m
b) Entre 1,095y 1,100 m

c) Entre 1,095 y 1,105 m 7. a) 342 b) 232
3. Entre 1578500 y 1579500 con c) 3ava d) 7ab’c’32abc
una cota de error de 500
habitantes. 8. a) V45 b) V4a
4. Caso 1 c) V18a* d) Ja’b’
1)A A B = vacio 9. a) -4/5 b) 113
2)AUB=[-11,-9]U(-1,6) c) 447 d) 155
3) A-B=A=[-11,-9]
4)— A=(-00,-11) U (9,40) 10. a) 2-+6
G b) 1445 + 30
c) 86 +4410 - 20

1A B = (3,4)
2)AuB=[-55]
3) A-B=|-53]u4,3] 11. a) N2 b) yWx
4) - A = (~0,-5) U (5,+0)

d) 2

Soluciones
AUTOEVALUACION
1. Q (decimal periédico)
2. 43 km
redon.: 4,583 trun.: 4,582
& B
5 (78125=57)
3

X10

4 /6480 No olvides enviar las actividades al tutor »

© ® N O O s W

10. x7y’
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Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

e Recordar y profundizar sobre
proporcionalidad directa e
inversa, proporcionalidad
compuesta y repartos
proporcionales.

e Recordar y profundizar sobre
porcentajes y variaciones
porcentuales.

e Distinguir entre interés simple
e interés compuesto.

e Conocer el significado de la
Tasa anual equivalente en
productos financieros.

e Calcular el capital final que se
obtiene si depositamos
periédicamente dinero en
algunos productos de
capitalizacion.

e Calcular la cuota periddica que
hay que pagar para amortizar
un préstamo.

Problemas aritmeéticos

Antes de empezar

1.Proporcionalidad directa e inversa ...pag. 40

Porcentajes ............cccceiiiiiii pag. 46

.Interés simple y compuesto ............ pag. 50

Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen

Autoevaluacion

Proporcionalidad directa
Proporcionalidad inversa
Repartos proporcionales
Proporcionalidad compuesta

Porcentajes
Aumentos y disminuciones
Porcentajes sucesivos

Interés simple

Interés compuesto
Tasa anual equivalente
Capitalizacion
Amortizacién

cidead
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Preparar distintas cantidades de una Calcular el nimero de obreros para Planificar la crianza de los animales
acabar a tiempo es una actividad de

disoluciéon es una actividad de
proporcionalidad directa

es una actividad de repartos
proporcionales.

Las variaciones del precio de las
acciones de una empresa se
expresan con porcentajes.

cuenta NARANJA
%
0

T.A.E.

Durante los 5 primeros meses

PARA NUEVOS CLIENTES

ABRALA AHORA

¢ Qué significado tiene la Tasa anual ¢Cuanto dinero tendremos al acabar

equivalente (T.A.E.)?

Repartir los beneficios de un negocio La proporci

proporcionalidad inversa.
6

¢Qué interesa mas, depositar un
capital a un interés simple o a un
interés compuesto?

Contratando

Plan de Pensionss db

Minimo 5.000 €
durante 1 afio.

el periodo fijado para un plan de
pensiones?

—au b

6n de alumnos, alumnas,
matriculaciones, aprobados,
suspensos se expresan con %.

Antes de empezar

de una granja es una actividad de
proporcionalidad compuesta.

Los presupuestos de instituciones
para un afio se calculan mediante
variaciones porcentuales.

.

TAE

Al colocar un capital a un interés
compuesto, ¢qué periodo de
capitalizacion interesa mas?

D¢ posito a

I

Te pagamos todo:

Euribor +0,38% u.s:w.
los gastos d o : oot

¢Qué cuota tendremos que pagar en
un préstamo personal o hipotecario
con unas condiciones determinadas?

Investiga: operaciones bancarias

En las operaciones bancarias, los bancos y cajas de ahorro
ofertan un interés segin unos indices de referencia.
¢Cudles son algunos de estos indices? ¢Cual es el mas
utilizado?

cidead
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1. Proporcionalidad directa e
inversa

Proporcionalidad directa

Dos magnitudes son directamente proporcionales
si al multiplicar o dividir una de ellas por un nimero,
la otra queda multiplicada o dividida por ese mismo
ndamero.

Al dividir cualquier valor de la segunda magnitud por
su correspondiente valor de la primera magnitud, se
obtiene siempre el mismo valor (constante). A esta

constante se le llama constante o razén de
proporcionalidad directa.
Primera 1 2 3 4 5 6

Magnitud

Segunda
magnitud 7 14 21 28 35 42

Constante de proporcionalidad directa
7_14_21_28_35_42_7

1 2 8 4 5 6

Proporcionalidad inversa

Dos magnitudes son inversamente proporcionales si al
multiplicar o dividir una de ellas por un numero, la
otra queda dividida o multiplicada por ese mismo
ndamero.

Al multiplicar cualquier valor de la primera magnitud
por su correspondiente valor de la segunda magnitud,
se obtiene siempre el mismo valor. A este valor
constante se le llama constante de
proporcionalidad inversa.

Primera
Magnitud 1 2 3 4 5 6

Segunda
magnitud 120 60 40 30 24 20

Constante de proporcionalidad inversa

1-120=2-60=3-40=4-30=5-24=6-20=120

Para resolver un ejercicio de
proporcionalidad directa o]
inversa se puede utilizar:

e La razon de proporcionalidad.
e Una regla de tres.
e Reduccion a la unidad.

He comprado 31 lapices por 8,68
€, ¢cuanto costaran 7 lapices?

Razdén de proporcionalidad

8,68 x 8,687
—=— = Xx=

31 7 31

=1,96

Regla de tres
8,68-7
X =
31

=1,96

Reduccioén a la unidad

12 magnitud 22 magnitud

N©° lapices euros
313 - 8,68
131 1:31
1 e 0,28
I X7 X7
FARRE T T e e 1,96

Solucién: 1,96 euros.

Un grupo de 18 alumnos ha
ganado un premio por un trabajo
realizado y han recibido 200 €
cada uno. ¢;Cuanto recibirian si
hubieran participado 10 alumnos?

Razo6n de proporcionalidad

18-200
10
Regla de tres
18-200
X =
10

=360

18-:200=10-x = x =

=360

Reduccioén a la unidad

22 magnitud
euros

12 magnitud
N© alumnos

18 --------m- 200
1 :18 1 x18
1 e 3600

I x 10 110
10 -——----oem- 360

Solucién: 360 euros.

40 m MATEMATICAS A

cidead



EJERCICIOS resueltos

1. Un automovil consume 56 litros de gasolina al recorrer 800 kilbmetros, ¢cuantos
litros de gasolina consumira al recorrer 500 kil6metros?

Regla de tres directa Reduccion a la unidad
12 magnitud 22 magnitud 12 magnitud 22 magnitud
kilbmetros litros de gasolina kilbmetros litros de gasolina
800 ---------- 56 800  --------- 56
500 —oommmmmee < | : 800 | = 800
L e 0,07
6 _ x _ ,_56:500_ | x 500 | x 500
800 500 800 500 ccmmmeee 35
Solucién: 35 litros de gasolina. Solucién: 35 litros de gasolina.

2. Un rectangulo tiene 25 cm de base y 18 cm de altura. {Qué altura deberd tener un
rectangulo de 15 cm. de base para que tenga la misma superficie?

Regla de tres directa Reduccioén a la unidad
12 magnitud 22 magnitud 12 magnitud 22 magnitud
base altura base altura
) J—— 18 25 =mmmmm== 18
125 1 x 25
e ) i, =mme=m==== 450
25.18 ;
25:18=15:x = x= =30 I x 15 1:15
15 15 20

Solucién: 30 cm. Solucién: 30 cm.

3. Completar las siguientes tablas segln sean las magnitudes:

Directamente proporcionales Inversamente proporcionales
5 b 12 16 d 4 6 9 15 20
a 56 | 96 c | 184 e f g 24 h

96
Constante de prop.: — =8 Constante de prop.: 15 - 24 = 360
12
a 360
—=8 = a=8:5=40 4.e=360 = e=—=90
5 4
56 56 360
—=8 = b=—3=7 6:-f=360 = f=—=60
b 8 6
c 360
— =8 = a=8:16=128 9.g=360 = g=-——=40
16 9
184 184 360
——=8 = d=—=23 20-h=360 = h=——=18
8 20
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Repartos proporcionales

Directamente proporcionales

Se va a repartir una cantidad en varias partes con
unas condiciones determinadas.

Cada una de las partes debe recibir una cantidad
directamente proporcional a unos valores iniciales.

A mayor valor inicial de una parte le correspondera
mayor cantidad en el reparto.

1. Se suman los valores iniciales de cada una de las
partes.

2. Se divide la cantidad a repartir entre la suma
anterior.

3. Se multiplica el cociente obtenido por los valores
iniciales de cada una de las partes.

4. Comprobacion. La suma de todas las cantidades
coincide con la cantidad a repartir.

Inversamente proporcionales

Se va a repartir una cantidad en varias partes con
unas condiciones determinadas.

Cada una de las partes debe recibir una cantidad
inversamente proporcional a unos valores iniciales.

A mayor valor inicial de una parte le correspondera
menor cantidad en el reparto.

Hacer un reparto inversamente proporcional a unos
valores iniciales es igual que hacer un reparto
directamente proporcional a los inversos de dichos
valores iniciales.

1. Se suman los inversos de los valores iniciales de
cada una de las partes.

2. Se divide la cantidad a repartir entre la suma
anterior.

3. Se multiplica el cociente obtenido por los inversos
de los valores iniciales de cada una de las partes.

4. Comprobacion. La suma de todas las cantidades
coincide con la cantidad a repartir.

42 m MATEMATICAS A

Un padre reparte entres sus dos
hijos 36 golosinas de forma
directamente proporcional a las
edades de cada uno que son 2y
7 afos. ¢Cuantas golosinas le da
a cada uno?

1. Se suman los \valores
iniciales:

2+7=9
2. Se divide 36 entre 9
36:9=4

3. Se multiplican los valores
iniciales por 4.

2 -4 =8 golosinas
7 - 4 =28 golosinas

Comprobacion:

8 + 28 = 36

Un padre reparte entres sus dos
hijos 36 golosinas de forma
inversamente proporcional a las
edades de cada uno que son 2y
7 afios. ;Cuantas golosinas le da
a cada uno?

1. Se suman los inversos de los
valores iniciales:

1 1 7 2 9
—+ =+ =
2 7 14 14 14

2. Se divide 36 entre 9/14
9 504
36:—=——=56
14 9

3. Se multiplican los inversos de
los valores iniciales por 56.

1 1
56-—=28 56-—=8
2 7
Comprobacion:
28 + 8 = 36
cidead



EJERCICIOS resueltos

4. Un padre reparte entre sus tres hijos 310 euros de forma directamente
proporcional al nimero de asignaturas aprobadas, que han sido 2, 3 y 5
respectivamente. ;Cuanto da a cada uno?

1. Se suman los valores iniciales: 2+3+5=10
2. Se divide 310 entre 10: 310:10=31
3. Se multiplican los valores iniciales por 120.

31 - 2 =62 euros 31 - 3 =93 euros 31 - 5 = 155 euros

5. Un padre reparte entre sus tres hijos 310 euros de forma inversamente
proporcional al nimero de asignaturas suspensas, que han sido 2, 3 y 5
respectivamente. ;Cuanto da a cada uno?

. . 1 1 1 31
1. Se suman los inversos de los valores iniciales: 4=
2 3 5 30
. 31
2. Se divide 310 entre 31/30: 310:—=300
30
3. Se multiplican los inversos de lo valores iniciales por 300.
1 1 1
300-— =150 300-— =100 300-— =60
2 3 5

6. Cuatro socios pusieron en marcha un negocio aportando 3000 €, 5000 €, 9000 €
y 12000 € respectivamente. El primer afio obtienen 5800 € de beneficio, ¢como
deben repartirselos?

1. Se suman los valores iniciales: 3000 + 5000 + 9000 + 12000 = 29000
2. Se divide 5800 entre 29000: 5800 : 29000 = 0.2
3. Se multiplican los valores iniciales por 30.

0.2 - 3000 = 600 euros 0.2 - 9000 = 1800 euros

0.2 - 5000 = 1000 euros 0.2 - 12000 = 2400 euros

7. Cuatro amigos se reparten 35 pasteles de forma inversamente proporcional a sus
pesos, que son respectivamente 60 kg, 80 kg, 90 kg y 120 kg. ¢Cuantos pasteles
corresponde a cada uno?

1. Se suman los inversos de los valores iniciales: i+i+i+i— & 7
: ) 60 80 90 120 720 144

7
2. Se divide 35 entre 7/144: 35:—— =720
144

3. Se multiplican los inversos de los valores iniciales por 720.

1 1 1 1
720-—=12 720-—=9 720-—=8 720-——=6
60 80 90 120
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Proporcionalidad compuesta

Proporcionalidad compuesta

Una actividad de proporcionalidad compuesta
relaciona mas de dos magnitudes que pueden ser
directa o inversamente proporcionales.

Para resolver una actividad de proporcionalidad
compuesta se hace de forma ordenada con el
procedimiento de reducciébn a la wunidad,
relacionando dos magnitudes y dejando la otra
invariante.

Para vallar un terreno, 4 personas construyen un muro
de 120 m? en 18 dias.. ¢(Cuantos dias tardaran 12
personas en construir un muro de 800 m??

12 magnitud 22 magnitud 32 magnitud
personas metros cuadrados dias
4 120 --———---———- 18
L3d U 1 x4
1 120 - 72
Il x12 1 1:12
12 - 120 - 6
! 1 :120 l:120
12 - - 1 0.05
! | x 800 | x 800
12 - 800 ---—---—--—- 40

Solucién: 40 dias.

Procedimiento de resolucion:

En primer lugar se deja fija la
segunda magnitud y se relaciona
la primera con la tercera. En
segundo lugar se deja fija la
primera magnitud y se relaciona
la segunda con la tercera.

También se puede resolver
mediante una regla de tres
compuesta

La primera y la tercera magnitud son
inversamente proporcionales. Més
personas trabajando tardaran menos
dias.

La segunda y la tercera magnitud son
directamente proporcionales. Si el muro
es mas grande se tardaran mas dias en
construirlo.

12 mag. 22 mag. 32 mag.

4y e 120 ----—- 18
! ! !
12 800 ----- X

Regla de tres compuesta
18-4-800
=————=40
12-120

Solucién: 4 dias.

Una piscina de 400 m® se llena con 5 grifos en 30
horas. ¢Cuantas horas se tardaré en llenar una piscina
de 600 m® con 9 grifos?

12 magnitud 22 magnitud 32 magnitud
metros cubicos grifos horas
400 5 -—= 30
} 1400 ! | : 400
1 5 0.075
1 x 600 ! 1 x 600
600 5 --- 45
l 1:5 I x5
600 1 --- 225
l I x9 1:9
600 --———-----——- 9 @ 25

Solucién: 25 horas.

La primera y la tercera magnitud son
directamente proporcionales. Mas metros
cubicos de agua se llenaran en mas
tiempo.

La segunda y la tercera magnitud son
inversamente proporcionales. Si hay mas
grifos echando agua se tardard menos
tiempo en llenar la piscina.

12 mag. 22 mag. 32 mag.

400 --—--- 5 -—-- 30
! ! !
600 ----- 9 - X
Regla de tres compuesta
30-600-5
=— "~ =25
400-9

Solucién: 25 horas.
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EJERCICIOS resueltos

8. En una cadena de produccién, 3 personas trabajando 4 horas diarias, fabrican
240 piezas. ¢Cuantas piezas fabricaran 9 personas trabajando 5 horas diarias?

La primera y la tercera magnitud son directamente proporcionales. Mas personas
fabricaran mas piezas.

La segunda y la tercera magnitud son directamente proporcionales. Si se trabaja mas
tiempo se fabricaran mas piezas.

Reduccién a la unidad Regla de tres compuesta
12 magnitud 22 magnitud 32 magnitud
personas horas piezas

3 - 4 - 240
3 - 4 e 240

NS SEEESS X
1:3 ) 1:3
i 4 o 80

240-9-5

1 x9 ! 1 x9 X = =900
®  —memmm—————e A e 720 ol
! l:4 l:4
9 1 180
! 1 x5 1 x5 Solucién: 900 piezas.
9 - 5 900

9. Para imprimir unos folletos publicitarios, 12 impresoras han funcionado 6 horas al
dia y han tardado 7 dias. ¢Cuantos dias tardaran 3 impresoras funcionando 8
horas diarias?

La primera y la tercera magnitud son inversamente proporcionales. Menos impresoras
tardaran mas dias.

La segunda y la tercera magnitud son inversamente proporcionales. Funcionando mas
horas se tardara menos dias.

Reduccién a la unidad Regla de tres compuesta
12 magnitud 22 magnitud 32 magnitud
impresoras horas dias
12 ————-- 6 - 7
12 - 6 - 7
3 8 - X
112 l Il x12
[ 6 - 84
12-6-7
I x3 ! 1:3 X = =
3 - R 28 e
l 1:6 Il X6
3 e 8 - 128
! 1 x5 1:8 Soluciéon: 21 horas.
3 e 8 - 21
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2. Porcentajes

Tanto por ciento de una cantidad

Calcular un porcentaje r% de una cantidad C es igual
que resolver la siguiente actividad de magnitudes
directamente proporcionales:

Por cualquiera de los métodos estudiados, el valor de
P (r%o de C) es igual a:

il r
P=C-160

Se puede calcular directamente el tanto por ciento de
una cantidad multiplicando dicha cantidad por r/100.

Tanto por ciento

proporcion

correspondiente a una

Calcular el % que representa una cantidad P de un
total C equivale a resolver otra actividad de
magnitudes directamente proporcionales:

Ahora hay que calcular el valor de r.

P
r=—-100 %
C

Se puede calcular directamente el tanto por ciento
dividiendo la parte P por el total C y multiplicando el
cociente obtenido por 100.

46 m MATEMATICAS A

Célculo del tanto por ciento de una
cantidad.

Un depésito tiene una capacidad
de 1150 litros, pero ahora tiene
el 68% del total. ¢Cuantos litros
de agua contiene?

1150-68
68% de 1150=———=782
100
También se puede hacer:

1150-0,68=782

Solucién: 782 litros

Céalculo del tanto por ciento
correspondiente a una proporcion.

Un depésito tiene una capacidad
de 175 litros, pero ahora tiene
42 litros. ¢(Qué porcentaje de
agua contiene?

42
—-100=24%
175

Solucién: 24 %

Calculo del total conociendo la parte
y el tanto por ciento.

Un depdsito contiene 348 litros,
que representa el 12% del total.
¢Cual es su capacidad?

En la formula:
C-0,12=348
Se puede despejar el total:

_ 348
T 0,12

C =2900

Solucién: 2900 litros
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11.

12.

13.

14.

15.

EJERCICIOS resueltos

a) Calcular el 27 % de 450. b) a) Calcular el 85 % de 2360.

450-27
27% de 450 =
100

2360 - 85
85% de 2360 = ———— = 2360 - 0,85 = 2006

100

=450-0,27=121.5

a) ¢Qué porcentaje representa 15 de un total de 120?
b) ¢Qué porcentaje representa 3120 de un total de 80007?

15 3120
—— 100 =12.5%

— - 100 = 39%
120 8000

a) El 64 % de una cantidad es 112. Calcular dicha cantidad.
b) El 3,5 % de una cantidad es 63. Calcular dicha cantidad.

112

C-0,64=112 = C=— =175
0,64
63

0,035

C-0,0835=63 = C= = 1800

En las vacaciones navidefias un hotel ha tenido una ocupacién de un 96%. Si el
hotel tiene 175 habitaciones, ¢cuantas se han ocupado?

175 - 96 o
96% de 175= ——— = 175 - 0,96 = 168 habitaciones

100

En mi clase hay 30 alumnos. De ellos, hay 18 que vienen al instituto desde otra
localidad utilizando el transporte. (Qué porcentaje del total de alumnos utilizan
transporte?

18
— - 100 = 60%
30

El 4,2% de los habitantes de mi pueblo son jévenes entre 14 y 18 afios. Si hay
756 personas en este intervalo de edad, ¢cuantos habitantes habra?

= 18000 habitantes

C-0,042=756 = C=
0,042
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Aumentos y disminuciones porcentuales

Para aumentar un r% a una cantidad inicial Cl, hay
que sumar Cl el porcentaje correspondiente. Se
obtiene asi una cantidad final CF.

100 100

r r
CF=Cl+Cl——=ClI -(1+)

Para disminuir un r% a una cantidad inicial Cl, hay
que restar a Cl el porcentaje correspondiente. Se
obtiene asi una cantidad final CF.

cF=ci-c1" =cr.|1-_"
100 100

Si llamamos indice de variacion a 1#+r/100, se
obtiene la férmula:

CF=CIxIV

Para calcular el aumento que corresponde a una
cantidad inicial Cl, bastara multiplicar Cl por el indice
de variacion.

Porcentajes sucesivos

Para aplicar varios porcentajes sucesivos a una
cantidad inicial ClI:

Se aplica el primer porcentaje a la cantidad inicial
obteniendo asi una segunda cantidad C2.

Se aplica el siguiente porcentaje a la cantidad
obtenida obteniendo una tercera cantidad C3.

Se continda con este procedimiento para cada
porcentaje. En el caso de dos porcentajes se tiene:

CEF=CIlxIV1ixIV2

Mi padre cobraba 1200 € al mes
y este afio le han subido el
sueldo un 2%. ¢Cuanto cobra
ahora?

Paso a paso:

1200-2
100

1200+24=1224 euros

2% de 1200 = 24

Directamente:

2
ILV.=1+——=1+0,02=1,02
100

1200-1,02=1224 euros

Solucién: 1224 euros

Hemos comprado a mis padres
un regalo que valia 65 €. Al
pagarlo nos han hecho un
descuento del 4%. ¢(Cuanto nos
ha costado?

Paso a paso:

6
4% de 65=—=2,60
100

65-2,60=62,40 euros

Directamente:

1.V.=1- =1-0,04=0,96

100
65-0,96 =62,40 euros

Solucién: 62,40 euros

Aplicar a 2500 un aumento del 24%
y a la cantidad resultante una
disminucién del 15 %.

24
IVi=1+——=1+0,24=1,24
100

15
IV2=1-
100

=1-0,15=0,85

CF=CIl- -1IV1:-1V2

2500 - 1,24 - 0,85 = 2535
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20.

21.

EJERCICIOS resueltos

Después del aumento de este afio de un 14%, el sueldo de mi madre es ahora de
1938 euros. ¢Cuanto cobraba antes?

- 14
Indice de variacion: I.V.=1+ﬁ=1+0,14=1,14

1938
Cl-IV=CF = CI:1,14=1938 = Cl=—=1700euros

Mi padre cobraba al mes 1600 euros y después de la subida de este afio cobra
ahora 1792 euros. ¢(Qué tanto por ciento le han subido?
1792

CI-IV=CF = 1600-1V=1792 = |v=7=1,12=1+£ = 12%
1600 100

Después de hacernos un 8% de descuento en la compra de un regalo, hemos
pagado 156,40 euros. ¢Cual era el precio inicial?

indice de variaciéon: 1.V.=1-

8
O=1—O,08=O,92

156,40

Cl-IV=CF = Cl1:0,92=156,40 = CI =170euros

Hemos comprado un regalo que valia 80 euros, pero después de hacernos un
descuento hemos pagado 71,20 euros. ¢Qué porcentaje nos han descontado?

71,20 11

Cl-IV=CF = 80:1IVv=71,20 = IV= =0,89=1-—— = 11%
380 100

El precio de un objeto en una tienda de regalos es de 208 euros. En primer lugar
aumenta el precio un 45% y posteriormente vuelve a aumentar un 66%. ¢;Cual es
el precio final?

~ 45
Aumento del 46%: Indice de variacion: IV1:1+E:1+0,45=1,45
1

_ 66
Aumento del 66%: Indice de variacion: 1V2 =1+ﬁ =1+0,66=1,66

CF=Cl-IV1-1v2=208- 1,45 1,66 = 500,66 euros

El precio de un objeto en una tienda de regalos es de 180 euros. En primer lugar
reduce el precio un 12% y posteriormente aumenta un 27%. ¢;Cual es el precio
final?

_ 12
Disminucion del 12%: Indice de variacion: IV1=1- 0 =1-0,12=0,88
. L 27
Aumento del 27%: Indice de variacion: IV2=1+E:1+0,27:1,27
1

CF=Cl-IVvl-1v2=180-0,88 1,27 = 201,17 euros
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3. Interés simple y compuesto

Interés simple

Si depositamos un capital C en un banco durante un
afio, el banco nos dara una cantidad I, llamada
interés, que se obtiene aplicando un porcentaje r%o,
llamado rédito, a la cantidad C.

Si depositamos el capital durante t afios, el interés se
calculara con la formula:

_C-r-t

! 100

Si depositamos el capital durante t meses, el rédito,
que se expresa en tanto por ciento anual, hay que
dividirlo entre 12 meses para calcular el rédito que
corresponde a un mes. El interés se calculara con la
férmula:

_C-r-t

= 1200

Si depositamos el capital durante t dias, el rédito, que
se expresa en tanto por ciento anual, hay que
dividirlo entre 360 dias para calcular el rédito que
corresponde a un dia. El interés se calculard con la
formula:

_C-r-t

'S 36000

Al finalizar el periodo de tiempo el banco nos
devolvera nuestro capital inicial mas el interés
producido.

Calcular el interés que produce
un capital de 16000 euros
colocado a un interés simple del
3,25% durante 4 anos.

_C-r-t
100

- 16000-3,25-4
100

=2080€

Solucién: 2080 €

Capital final:
16000 +2080 =18080 €

Calcular el interés que produce
un capital de 22800 euros
colocado a un interés simple del
4,5% durante 21 meses.

_C-r-t
1200

| 22800-4,5.21
1200

=1795,50 €

Solucién: 1795,50 €

Capital final:
22800+795,50=24595,50 €

Calcular el interés que produce
un capital de 26500 euros
colocado a un interés simple del
2% durante 329 dias.

_ C-r-t
36000

= 26500-2-329
36000

=484,36€

Solucién: 484,36 €

Capital final:
26500 +484,36 =26984,36 €
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EJERCICIOS resueltos

22. Calcular el capital que hay que colocar durante 3 afios a un rédito del 4% para
que produzca un interés de 5640 euros.

Cr-t 1-100 5640-100
= = C= =
100 r-t 4.3

| =47000 euros

23. Calcular el rédito al que hay que colocar un capital de 28500 euros durante 2
afos para que produzca un interés de 5150 euros.
I_C-r-t r_I-1OO_5150-1OO

= =9,04%
100 C-t 28500-2

24. ¢Cuantos afnos hay que tener un capital de 8500 euros a un rédito del 3,75%
para que produzca un interés de 2868,75 euros?

C-r-t 1-100 2868,75-100 »
1= = t= = =9 afos
100 C-r 8500-3,75

25. Calcular el capital que hay que colocar durante 10 meses a un rédito del 5% para
que produzca un interés de 2956 euros.

C-r-t 1-1200 2956-1200
= = C= =

=
1200 r-t 5.10

=70944 euros

26. Calcular el rédito al que hay que colocar un capital de 29500 euros durante 8
meses para que produzca un interés de 1710 euros.

| Cr-t . 1-1200 1710-1200
= = = =
1200 C-t 29500-8

=8,69%

27. Calcular el interés que produce un capital de 10400 euros colocado a un interés
simple del 1,5% durante 163 dias.

| C:r't _10400-1,5-163

= = =70,63 euros
36000 36000

28. ¢Cuantos dias hay que tener un capital de 40950 euros a un rédito del 2% para
que produzca un interés de 182 euros?

_Crt . 1136000 _ 18236000

= . =80 dias
36000 C-r 40950-2
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Interés compuesto

Otro tipo de interés es el Illamado interés
compuesto, en el que cada cierto tiempo, llamado
periodo de capitalizacion, los intereses generados
por el capital inicial se afiaden al capital y generan
mas intereses.

Si llamamos al capital inicial Cl, al rédito r y al tiempo
en afos t, el capital final CF es igual a:

r t
CF=CI-(1+7100)

Si el periodo de capitalizacion es mensual, en un afio
habra 12 periodos de capitalizacién; si es trimestral,
habra 4 periodos de capitalizacion; si es semestral
habra 2 periodos. Si k es el niumero de periodos de
capitalizacion en un afio, la férmula queda:

roo\kt
CF=CI-(1+7K.1OO)

Tasa anual equivalente (T.A.E.)

Cuando ingresamos una cantidad de dinero en un
banco a un interés compuesto del r% anual, los
intereses que produce se van afiadiendo al capital
cada periodo de capitalizacién. La cantidad final que
recibimos sera mayor cuanto mas pequefio sea este
periodo, como se puede comprobar en la tabla de la
derecha.

La TAE indica el % de crecimiento real del
capital durante un afo. Es una cantidad algo
superior al r%. Se calcula mediante la formula:

k-t
o . r —_—
TAE=100 [(1+k_100) 1}

52 m MATEMATICAS A

Se deposita un capital de 16000
€ a un interés compuesto del
3,25% durante 4 afos. Calcular
el capital final si el periodo de
capitalizacion es anual.

t
r
CF=Cl|1+—
100

4
3,25
CF=16000 -| 1+
100

CF =18183,61 euros

Solucién: 18183,61 €

Se deposita un capital de 16000
€ a un interés compuesto del
3,25% durante 4 afios. Calcular
el capital final si el periodo de
capitalizacion es mensual.

12:t
-
CF=Cl-| 1+ ———
12-100

12.4
3,25
CF=16000 | 1+ "
12.100

CF =18208, 05 euros

Solucién: 18208,05 €

Capital final que se obtiene al
depositar durante 1 afio un capital
de 1 euro, para distintos intereses
y distintos periodos de
capitalizacion.

3 4 12
meses | meses | meses

% |1 mes

1% (1,0100(1,0100|1,0100(1,0100

2961,0202(1,0202|1,0201|1,0200

3% (1,0304|1,03031,0302|1,0300

4% |1,0407 [1,0406 | 1,0404 |1,0400

5906 (1,0512|1,0509 | 1,0506|1,0500
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33.

34.

EJERCICIOS resueltos

Se deposita un capital de 8200 euros a un interés compuesto del 5,5% durante 6
anos. Calcular el capital final si el periodo de capitalizacién es anual.

t 6

r 5,5

CF=Cl:|1+—— | =8200 | 1+ =11306,51 euros
100 100

Se deposita un capital de 29000 euros a un interés compuesto del 1,75% durante
7 afos. Calcular el capital final si el periodo de capitalizacion es trimestral.

Si la capitalizacion es trimestral, en un afio habra 4 periodos de capitalizacién.

4-100

4.t 4.7

1,75

=29000 - 1+ =32770,50 euros
4-100

CF=cCl -(1+

Se deposita un capital de 17600 euros a un interés compuesto del 4,5% durante
5 afios. Calcular el capital final si el periodo de capitalizacion es semestral.

Si la capitalizacion es semestral, en un afo habra 2 periodos de capitalizacion.

2-100

2t 4.5 25
=17600 | 1+ =21985,98 euros
2-100

CF=CI -(1+

Se coloca un capital de 1000 euros a un interés del 1%. Calcular el capital final
obtenido desde 1 hasta 5 afios distinguiendo los tipos de interés simple y
compuesto.

- Interés Interés . .
ANoS . Diferencia
simple compuesto

1 1010,00 1010,00 0]

2 1020,00 1020,10 0,10

3 1030,00 1030,30 0,30

4 1040,00 1040,60 0,60

5 1050,00 1051,01 1,01

Calcular la tasa anual equivalente (TAE) correspondiente a un 2,5% anual con
capitalizaciéon mensual.

k
TAE=100{[1+—" | -1|=100.
k-100

12
1+ 2:5 -11=2,53%
12-100

Calcular la tasa anual equivalente (TAE) correspondiente a un 4,75% anual con
capitalizacién trimestral.

k 4
TAE =100. (1+ r ) -1|=100- (1+ il j -1|=4,84%
4-100

k-100
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Capitalizacion

Las operaciones de capitalizacion son operaciones
bancarias en las que se ingresa una cantidad fija cada
periodo de tiempo. Esta cantidad se afiade a la
cantidad existente y a los intereses generados hasta
ese momento y forman una nueva cantidad, a la que
hay que aplicar el interés correspondiente.

El capital final CF que se obtiene al ingresar una
cantidad c, durante t periodos, a un interés del r% en
cada periodo, se puede calcular mediante la formula:

c [(1+i)t+1— (1+i)}

CF=

siendo i el interés en cada periodo de capitalizacion:

R r
1=
k-100

Amortizacién

Al solicitar un préstamo la cantidad recibida CI se
devuelve (amortiza) al banco mediante cantidades
fijas ¢, llamadas mensualidades o anualidades de
amortizacion, cada cierto periodo de tiempo t,
meses, afos, ...

Esta cantidad fija que debemos amortizar se puede
calcular con la férmula.

Cl-i-(1+)

c=
(1+)-1

siendo i el interés en cada periodo de capitalizacion:
r

k-100
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Una persona abre un plan de
pensiones a lo 33 afios. Cada
mes ingresa 100 €. El banco le
da un interés del 5% anual.
¢Qué cantidad tendra a los 67
afos?

67-33=34 afios

c. [(1+i)t+l— (1+i)}

CF= i

34-12+1

100- [(1+0,0042) - (1+0,oo42)}

CF =

0,0042

Solucion: 107357,02 €

Una persona abre una cuenta de
ahorro vivienda durante 4 afios,
con una cuota anual de 600 € y
un interés del 2,75% aual. ¢De
qué cantidad dspondrd cuando
retire el dinero?

c- [(1+i)t+1— (1+i)}

CF= i

600 - [(1+0,0275)4+1- (1+o,0275)}
CF =

0,0275

Solucién: 2569,60 €

Un comerciante  solicita  un
préstamo de 90000 € a un interés
del 5,5% anual y a devolver en 16
afos. ¢(Qué cantidad tendra que
pagar cada trimestre?

Cl-i-(1+)
(1+i) 1

c=

_90000-0,0138 - (1+0,0138)*%*
' (1+0,0138)104 1

Solucién: 2123,65 €
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37.

38.
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EJERCICIOS resueltos

Una persona abre un plan de pensiones a lo 22 afios. Cada afio ingresa 1000 €. El
banco le da un interés del 5,25% anual. ;/Qué cantidad tendr& a los 65 afios? ;Qé
cantidad de dinero corresponde a sus cuotas?

El plan de pensiones esta abierto 65-22=43 afios.

5,253 5,25
i . 1000 || 1+ - 1+
c- [(1+|)t+l- (1+|)} M 100 ) ( 100 j
CF= i = 525 =160925,18 euros
100

Ha pagado de cuotas: 43 - 1000 = 43000 euros.

Una persona tiene una cuenta de ahorro vivienda durante 8 afios, con una cuota
mensual de 150 euros y un interés del 2,5% anual ;(De qué cantidad dispondra
cuando retire el dinero?

25 Yot 25
. \] 150 || 1+ - | 1+
- [(1+|)‘+1- (1+|)} [( 12-100) ( 12-100)

CF= i = 25 =15955, 88 euros

12-100

Una persona tiene un deposita cada trimestre en un banco 400 euros, durante 10
anos. El banco le da un interés del 5%. ;Qué cantidad de dinero tendra a los 5
anos?

5 4-10+1 5
; . 400-| | 1+ -1+
c- [(1+|)t+1- (1+|)] ( 4-100) ( 4-100)
CF= i = 5 =20853,27 euros
4.100

Una persona tiene un préstamo personal de 120000 € a un interés del 5% anual y a
devolver en 20 afios. ;Qué cantidad tendra que pagar cada afio? ;Cuanto pagara en total?

20
120000-1-(“ 5 j

Cl-i-(1+)t
c= _(t ) = LoD 7 10 =9629,11 euros
(1+|) -1 (1+ 5 j 1
100

En total pagara: 9629,11 - 20 = 192582,20 euros.

Una persona tiene un préstamo hipotecario de 70000 € a un interés del 4,5% anual y a
devolver en 15 afos. (Qué cantidad tendrd que pagar cada mes? ¢(Qué cantidad de dinero
pagara en total?

12-15
Cl-i- (1) 70000- 124i500 ' (1+124i500)
c= (1+i)t-l = is R =535,50 euros
1+ -1
( 12-100]

En total pagara: 535,50 - 12 - 15 = 96390 euros.
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. Tres

.El 28 % de

Para practicar

. Una disolucién contiene 176 gr. de un

compuesto quimico por cada 0,8 litros
de agua. Si se han utilizado 0,5 litros
de agua, ¢cuantos gramos del
compuesto quimico habra que afadir?

. Si 10 albaiiiles realizan un trabajo en

30 dias, ¢cuantos se necesitaran para
acabar el trabajo en 25 dias?

. Un grupo de 43 alumnos realizan un

viaje de estudios. Tienen que pagar el
autobus entre todos, pagando cada
uno 90 €. Por otra parte los gastos
totales de alojamiento son 12427 €.
¢Cual seria el precio total y el precio
individual si fuesen 46 personas?

. Para alimentar a 11 pollos durante 16

dias hacen falta 88 kilos de pienso.
¢Cuantos kilos de pienso haran falta
para alimentar a 18 pollos en 8 dias?

.Si 10 obreros trabajando 9 horas

diarias tardan en hacer un trabajo 7
dias, ¢cuantos dias tardaran en hacer
el mismo trabajo 5 obreros trabajando
6 horas diarias?

socios abren un negocio
aportando 20000, 35000 y 50000 €
respectivamente. Al finalizar el afio
obtienen unos beneficios de 4200 €.
¢Coémo deben repartirlos?

. Tres camareros de un bar se reparten

238 € de las propinas de un mes de
forma inversamente proporcional al
ndmero de dias que han faltado, que
ha sido 1, 4 y 6 dias respectivamente.
¢Cuéanto corresponde a cada uno?

. En mi instituto hay 450 estudiantes.

El nimero de alumnas representa el
52% del total. {Cuantas alumnas hay?

los alumnos de un

instituto ha aprobado todas las
asignaturas. Sabiendo que han
aprobado 196 personas. ¢Cuantos

alumnos hay en el instituto?

MATEMATICAS A
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Este afio el presupuesto de una
localidad ha sido de 1868500 €. Para
el préximo afio se va a incrementar
un 1.7 %. ¢Cual seré el presupuesto?

La poblaciéon de una localidad costera
ha pasado de 44500 a 61410
habitantes. ;Qué % ha aumentado?

Un bosque tiene 30900 arboles. En un
incendio ha ardido el 18 % de los
arboles. ;Cuantos arboles quedan?

Después de repartir el 90 % de las
botellas que levaba, un lechero
regresa a su almacén con 27 botellas.
¢Con cuantas botellas sali6?

Dos hermanos colocan un mismo
capital de 22100 € a un rédito del 9%
durante 6 afios. Uno lo hace a interés
simple y otro a interés compuesto con
capitalizacion anual. ¢(Qué diferencia
hay entre los intereses que recibe
cada uno?

Una persona coloca un capital de
18000 € durante 1 afio a un interés
compuesto del 4,2% con capitalizacion
mensual. Calcula la TAE que
corresponde y calcula el capital que se
obtendria con los mismos datos a un
interés simple igual a la TAE.

Una persona abre un plan de
pensiones a la edad de 28 afios. Cada
mes ingresa 120 €. El banco le da un
interés del 1,5 %. ¢;Cuanto dinero
tendra cuando se jubile a los 67 afios?

¢Cuanto dinero habra ingresado
durante la vigencia del plan?
Hemos  solicitado un préstamo

hipotecario de 148000 € a pagar en
18 afios y a un interés del 9,1 %
anual. ¢(Cuando tendremos que pagar
cada mes? ¢Cudl sera el importe total
del préstamo?
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Para saber mas |+ %

IPC. Indice de Precios al Consumo.

El IPC es una medida estadistica que indica la evolucién de los precios de los bienes y
servicios que consumen las familias en Espafia.

Se expresa en % y entre sus aplicaciones econdémicas esté la ser un indicador de la inflacion
y la de servir de referencia para la revision de los salarios de los trabajadores.

Evolucion del IPC entre 2000 y 2009
4 4 42

IPC en los meses de 2009
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Euribor. Tipo europeo de oferta interbancaria.

El euribor es la media aritmética de los Bwolucion del Euribor entre 2000 y 2003

tipos de interés al que los principales g _q\ ]
bancos de la zona euro se prestan dinero 1‘5 N‘x
unos a otros. 4 ; /
Se expresa en % y se actualiza a diario. Su . 7 \
valor a un afio es el que se usa de g "\ o Y
referencia para el interés de los préstamos T I".
hipotecarios. 2 |
#

Algunas entidades financieras utilizan
como indice el IRPH (Indice de referencia
de préstamos hipotecarios).

3298 2388 2783 4793 1242
4551 2872 2,301 3921 3452

000 01 0F 03 04 05 D6 OF 0% 09

El Banco Central Europeo y el precio del dinero.
; %5 = El Banco Central Europeo (BCE)
se fundé el 1 de junio de 1988.
Tiene su sede en Francfort
(Alemania). Es la entidad
responsable de la politica
monetaria de la Unién europea.

La funcién principal del BCE es
mantener el poder adquisitivo del
euro. Se encarga de fijar los tipos
de interés (precio del dinero).

El euro se adoptd como moneda
Unica el 1 de enero de 1999.
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- Recuerda
lo mas importante

1. Proporcionalidad directa e inversa.

Magnitudes directamente proporcionales.
Si se multiplica o divide una de ellas por
un ndmero, la otra queda multiplicada o
dividida por el mismo namero.

Magnitudes inversamente proporcionales.
Si se multiplica o divide una de ellas por
un numero, la otra queda dividida o
multiplicada por el mismo namero.

Proporcionalidad compuesta.

La proporcionalidad compuesta consiste en
relacionar tres o mas magnitudes.

Al resolver una actividad de
proporcionalidad compuesta se relacionan
las magnitudes de dos en dos y se
mantienen constantes las demas.

También se puede resolver mediante una
regla de tres compuesta

Repartos proporcionales.

Directamente. Repartir una cantidad entre
varias partes de forma que cada una de
ellas reciba una cantidad directamente
proporcional a un valor inicial de cada
parte.

Inversamente. Se hace el reparto de forma
directamente proporcional a los inversos
de los valores iniciales de cada una de las
partes.

2. Porcentajes.
Para aplicar un porcentaje r% a una
cantidad C:

C-r r

rocde C=——=C-
100 100

Variaciones porcentuales.

Se llama indice de variacion a la variacion
que experimenta una unidad.

r
IlV.=1+—
100

r
100

Para un aumento:

Para una disminucién: 1.V.=1-

Para wuna cantidad Cl cualquiera Ila
cantidad final se calcula con: CF =CI - IV
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3. Interés simple y compuesto.

Interés simple. Si depositamos un capital
C en un banco, durante un tiempo t a un
rédito r%, se obtiene un interés | dado
por:

_Cr-t _Cir-t _Cr-t

~ 36000

100 1200
seglin t se exprese en afios, meses o dias.

Interés compuesto. Si cada cierto periodo
de tiempo, los intereses generados se
afiaden al capital, éstos producirdan mas
intereses.

A estos periodos de tiempo (afios, meses,
...) se les llama periodos de capitalizacion.

Si k es el numero de periodos de
capitalizacién que hay en un afo, el capital
final es igual a:

. k-t
= A1+
R =0t {1y {0

Tasa anual equivalente (TAE).

Expresa el crecimiento real de un capital
durante un ano. Se calcula con la formula:

K
TAE:100-[[1+ r j -1}
k-100

siendo k el numero de periodos de
capitalizacion.

Capitalizacion.

El capital final que se obtiene al ingresar
una cantidad c, durante t periodos a un
interés del r% en cada periodo es:

o) @)
CcF= : '~ k100

Amortizacion.

Si tenemos un préstamo de una cantidad
Cl, a un interés del r%, a devolver en t
cuotas periédicas, cada cuota es igual a:

cri-(1+)
c= — ~ 7 i=
(l+i)t -1 k-100
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10.

cidead

Autoevaluacion »

L]

. Un automoévil consume 14 litros de gasolina cada 60

kilbmetros. ¢Cuantos litros consumira en 90 kilbmetros?

. Repartir 130 objetos de forma inversamente proporcional a 4

y 9.

. Si 37 grifos iguales llenan un depésito de 15 m® en 6 horas,

¢cuanto tiempo tardaran 2 grifos en llenar un depdsito de 35
3
m=?

En un congreso hay 154 personas espafolas. Sabiendo que
suponen el 55 % del total, ;cuantas personas hay en el
congreso?

El precio de un ordenador era 1060 €. En primer lugar se
aplica un aumento del 6 % y después una rebaja del 4 %.
¢Cual es su precio final?

. Calcular el interés que produce un capital de 2500 € colocado

a un interés simple del 8 % durante 160 dias.

. Se coloca un capital de 6800 € durante 5 afios a un interés

compuesto del 3,5% con periodos de capitalizacion anuales.
Calcular el capital final que se obtiene.

. Calcular la tasa anual equivalente correspondiente a un 5,25

% con capitalizacion mensual.

. Una persona ha tenido abierto un plan de pensiones durante

31 afios a un 4,25 %. Cada afio ha ingresado una cuota
Unica de 500 €. ¢{De qué cantidad de dinero dispone ahora?

Una persona tiene un préstamo hipotecario de 101000 € a
un interés del 9 % anual y a devolver en 23 afios. ¢(Cuanto
tendra que pagar cada mes?
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. 110 gramos
2. 12 albaiiiles

3. Precio total: 17164 €
Precio individual: 373,13 €

. 72 kilos
. 21 dias

. 168 €, 42 €, 28 €

4
5
6. 800 €, 1400 €, 2000 €
7
8. 234 alumnas

9

. 700 alumnos

10.
aLal.
172,
13.
14.
5

16.

17!

1900264,50 €
38 %

25338 arboles
270 botellas
3029,91 €

Capital final: 18770,72 €
TAE: 4,28 %

Capital final: 76351,51 €
Ingresa: 56160,00 €

Cuota mensual: 1395,20 €
Importe: 301362,42 €

Soluciones
AUTOEVALUACION

21 litros

90 y 40 objetos respectivamente
259 horas

280 personas

1086,80 €

88,89 €

8076,27 €

5,38 %

© ® NOo o h WNBE

32302,47 €

H
O

867,86 €

[
[

. 3%

No olvides enviar las actividades al tutor »
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4 Polinomios

Objetivos
Antes de empezar

En esta quincena aprenderas:

1.Expresiones algebraicas ........cc........... pag. 64
o A trabajar con expresiones De expresiones a ecuaciones
literales para la obtencion de Valor numérico
valores concretos en férmulas y Expresidon en coeficientes
ecuaciones en diferentes
contextos. 2.Division de polinomios ...........c.c......... pag. 67
Division
¢ La regla de Ruffini. Division con coeficientes
Regla de Ruffini
e El teorema del resto. Teorema del resto
A reconocer los polinomios con 3.Descomposicidn factorial ................. pag. 70

coeficientes reales irreducibles. Factor comdn X"

Polinomios de 2° grado
Regla de Ruffini reiterada
Identidades notables

e A factorizar polinomios con
raices enteras.

Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen

Autoevaluacion
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Antes de empezar

Dividir x’+4x+ 3 entre x+ 1

Base= x + 1: div

resto=0
[1T1]1] 1
X X 1
X X + _3 =
cociente
L4

Para dividir x24+4x+3 entre
x+1 tomamos piezas:

una de area x2

cuatro de area x

tres de area 1.

Y formamos con ellas el
rectangulo mayor posible que
tenga de base x+1.

En la figura vemos que
X24+4x+3=(x+1)-(x+3).

ISor

Te proponemos un repaso de algunas de las cosas aprendidas en los cursos anteriores:

Expresiones algebraicas

-3 - (x+y)

El doble

Eltriple

La mitad del cuadrado
Menos el doble del cubo

Menos el triple dexey

Menos la mitad de x menos y

Laraiz de x pory

27 por ciento del inverso
de x entre vy

Producto de polinomios

P(x)= -5x -4x-3
Q(x)= -5%x+2
Se multiplica coeficiente a coeficiente
P(x)- -5 -4 -3
Q) -5 2
-10 -8 -6
29 20 15
P(X)-Q(x)—~ 25 10 7 6
25%° +10%X° +7x -6

Elementos de un polinomio

PX)=2x"+ x*-1

oUs coeficientes

gy grd g3 gr2 gl grl

2 1 0 0 0 -1

Sunrado GCuantos monomios 7

5 3
Yalor numérico en_ 1
1

Ecuaciones de segundo grado

Ecuacion de segundo grado

2¥F-4x-16 =0

Paso 1: ldentificara by
a=2 bh=-4 ;c=-16

Paso 2: Anlicar la fdrmula

= bRt -dac
B 25 B :
¥=
_ oA EME+128 _ 4212
B 4 - 4 K= -2

cidead
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1. Expresiones algebraicas

Transformar enunciados en expresiones

Son muchas las situaciones en las que se utilizan
expresiones algebraicas, en la derecha se presentan
algunas.

Cuando la expresion algebraica es de estos tipos:
3xy?; 2x10% 3/4-x%-y°

solo con productos de numeros y potencias de
variables de exponente natural, se denomina
monomio. La suma de varios monomios es un
polinomio.

Escoge la expresion algebraica || Escoge la exprasion de la 59 parte
del doble de unnumero, més 10 | de la suma de un nimero mas 11

@ 10x+2 © 2(x+10) @%ﬂ @%1_11

0.1 22+ 11 X+ 11
® 2x+10 @ >+10 | ® : ® i

8 uoIdn|os a ugonjos

Valor numérico

Si en una expresidon algebraica sustituimos las letras
(variables) por niumeros, lo que tendremos sera una
expresién numérica. El resultado de esta expresion es
lo que llamamos valor numérico de la expresion
algebraica para esos valores de las variables.

Observa los ejemplos de la escena de la derecha.

Es importante que tengas en cuenta
la prioridad de las operaciones

1. Potencias
2. Productos y cocientes
3. Sumas y restas

Polinomios. Expresion en coeficientes

Los polinomios son expresiones algebraicas en las que
las partes literales no llevan por exponentes numeros
negativos o fracciones, los coeficientes pueden llevar
raices y se puede dividir por nimeros, pero en los
polinomios no aparece un literal dividiendo ni dentro
de una raiz.

Es muy conveniente que recuerdes la manera de
expresar un polinomio por sus coeficientes, tal y como
se explica en la escena de la derecha.

No olvides poner un cero en el coeficiente cuando en
el polinomio falta la potencia de un grado, asi en

2x3+x+5 escribimos 2 0 1 5.

A golpe de vista y sin pasos intermedios debes saber
ver la expresion en coeficientes de un polinomio.

64 m MATEMATICAS A

AU expresion nos define la diagonal de un
rectangulo de base xy altura y?

2 2 2
Aplica el teorema de Pitagoras, x +y =

Esta expresion no es un polinarmio.

AQUé monomio nos da el area de un rectangulo de
basex vy alturay?

Y
X
x-y es el area
Monomio de dos variables v de grado 2.
2-6'% 3 4+2 %7
5
Valor en ::3?) valor en T
2-6-3 {3
4+2: ()
-6 .23
2-6-27 4+2 43
50
2-162 4+ 49
246
-160 49

Puedes utilizar la calculadora para

hallar el valor numérico de un

polinomio. Recuerda que para realizar

la potencia 7 se utiliza la tecla | x¥|,
7x 4= 2041

A+ 4x%-3x +2
Ax° + 4x2-3x " + 2"
4 4 = 2

2x Y ox®+ 4Ax
2o x® + 0x+ 4x '+ 0x

-2 -1 0 4 0
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1.
Area del
rectangulo
X
Yy
El triple de un ndmero
menos cinco
Soluciones
Xy
Polinomio de grado 2 y
dos variables
3x-5
Polinomio de grado 1
Una variable
2.

EJERCICIOS resueltos

Volumen, arista=x

La suma de los
cuadrados de dos
numeros

X3

Monomio de grado 3

x2+y?

Halla las expresiones algebraicas asociadas a cada imagen

Longitud del segmento

marron

X

¥ ¥

La diagonal de un
cuadrado de lado x

X-2y
Polinomio de gradol
Dos variables

V2 - x

Escoge la expresidn algebraica en cada caso

Qué polinomio expresa
la media aritmética de
dos nimeros X, y

La diagonal de un
rectangulo de base x y
alturay

0,5x+0,5y
Polinomio de gradol
Dos variables

1 El triple de un
nimero mas seis

A 6x+3 @
3X+6
©® 3x+6) ©
@ %+6 ®

2 La quinta parte
de un n® mas 10.

3 Un cuarto de la
suma un n® mas 7.

4 La semisuma de
dos nimeros.

x x4+ 7 -
X +10 ® X @ XY
x+ 10 X 7 e S

5 4
+ X
10%+5 © 144 L @ S-+v
7 =y
5x+10 B x ® 3

5 La mitad del producto
de 2 n°s,

® Xy
.
g s
© X
®-F
@ 55—

6 La raiz cuadrada

7 El 40% de un

8 El cuadrado de la

9 El cuadrado de la

de la suma de 2 namero. suma de 2 semisuma de 2
cuadrados. numeros. nimeros.

@ x+y ® 04 x @ @+’ s S e
4

X4y _40 X +y” il
100 x 2

© JSE+Jfy? © 20, © x+y © (L:ﬁ

2 2

® J+y |®@ 190x | @ (12+y)° | @ %&

10 La media aritmética
de tres nimeros

® 0.5x+0.5y+0.52

(%5 vz)n

X+y+2
© 3

X+y+z
® 2

Soluciones: 1 B; 2 A; 3A; 4B; 5A; 6D;

7A; 8A; 9C; 10 C.

cidead
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8.

EJERCICIOS resueltos

Halla los valores numéricos indicados en cada caso.

[2-7 x5en (-2)

2-7- Py
X )
24224

226

3+5-X39ﬂ% Bx#}{'?)'xsen QI £+4enx='2 £+1enx=4

2 - - B e
B A _2.g1d

s+o (887 |3./H-38 (?%s+4 jj+1

345 2 3:3-3-729 !
77 a2 4 +1

54 40 27 4

121 76

27 -2178 27 S

4. Valor numeérico en -3

2%+ 5. % +8H
2-(-312+5 (-3) +6

2-9+5- (-3 +8
18+ (-15 1 + 86

Sustituye x por (-3)
Realiza la potencia de { -3)
Efectla los productos
Opera

9 Este es el valor del polinomio para x=-3.
Pulsa el botdn = de |3 esquina superior.

5. Valor numético en 0.1
3. %2 + 7% + 2 Sustituye x por 0.1
3012+ 7 01 +2 Efectualas potencias
3001+ 701 + 2 Realizalos productos
003+ 07 + 2 Escribe el resultado
273
6.
| -
X+ dx -2 X -2x7-%x7-2x
Aual es el grado del polinomio? &, Cuél es el grado del polinomio?
Escribe los cosficientss en los recuadros. Escribe los coeficientes en los recuadros
Solucion: grado 3. Solucion: grado 4.
Coeficientes: 1 0 4 -2 Coeficientes: 1 -2 -1 -2 0
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| Dividimos

Bay -2

X

B - 10x + 5

Multiplicamos y cambiamos de signo

B - TP 10% + 5 3 +x-2
6%+ ax y.'
| Sumamos.
6x>- 7x°-10x +5 3+ -2
6% - 7+ ax 2
9x*_6x +5
| Dividimos
- T2 10 + 5 324y -2
B oo+ dx 2% -3
9B +5
| Muiltiplicamos y cambiamos de signo
B o 7% 0% +5 3x2+x-2
B L 2+ ax 2x-3
B Bx +5
9%+3x-6
| Sumamos.
B - Tx2-10% +5 32 x -2
Bl 2+ x 2% -3
g e cociente
9% +3x-6
-3x -1 resto

B+ 183w+ 1 3w+ 2

B - G
192 By 4 1 cociente
2% + 8x

I+
w4 2
3
resto

A2+ 2x + 4 AP 42

122 3% -6 3
T cociente
resto

207 B - 4 2

27 a2
A cociente
B

-4y -4
vy
-4
resto

2. Division de polinomios

Divisiéon

Para realizar la division se dividen los monomios de
mayor grado, se multiplica y se cambia de signo, y
se suma. Este proceso se repite hasta obtener un
resto de grado menor que el del divisor.

La division de polinomios debe cumplir estas dos
condiciones:

Dividendo=divisor-cociente+resto
gr(resto)<gr(divisor)

El grado del cociente es la diferencia de los grados del
Dividendo y del divisor. Cuando el resto es cero, se
dice que el dividendo es divisible entre el divisor.

Division por coeficientes

A continuacion se ve una division de polinomios con la
expresion en coeficientes, algunas veces puede ser
conveniente este método o simplemente sera cuestion
de preferencias elegir un método u otro.

PO)= 22X +4x+2 Q)= X +4x+3

P(x) Dividendo Q(x) divisor
2 -2 4 2 1 4 3
Z ] G 2 -10
-0 -2 2 cociente
10 40 30 2x-10
38 32

resto 38X+ 32

P(x)= 28X +5x-6 QX)=4x'+5
P(x) Dividendo ‘ Q(x) divisor

28 0 5 -6 4 0 5
28 0 35 7 0
0 30 -6 cociente
0 0 0 7x
resto| _3p -g
P()=5x"-6x+7 QOO=6x+86
P(x) Dividendo Q(x) divisor
5 -6 7 6 6
5 11
_5 _5 — e
6 -6
-1 7 cociente
11 11

cidead
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Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es Util para dividir polinomios entre
X-a.

En el ejemplo de la derecha se divide 3x>-5x*+1 entre
x-2, obteniendo de cociente 3x*+x+2 y de resto 5.

La regla explicada para a=2, vale también cuando a
es un numero racional o real, en el siguiente ejemplo

se toma a=-3/2 vy representa la division de
4x>+5x+2 entre x+3/2
4 5 2
-3/2 -6 3/2
4 -1 7/2resto
cociente
4x-1

Teorema del resto

Al dividir un polinomio P(x) por (x-a) el resto es
siempre de grado cero y se obtiene un cociente C(x)
que verifica:

P(x)=(x-a)-C(x)+resto

Si sustituimos ahora la x por a,
P(a) = (a-a)- C(a) + resto
En la igualdad anterior (a-a)=0, por tanto,
valor numérido de P en a = resto

Este resultado se conoce como teorema del resto
Asi el valor numérico P(x) en a sera cero cuando P(x)
sea divisible por (x-a), es decir, el resto de P(x) entre
X-a es cero, en este caso decimos que a es raiz del
polinomio P(x).

Recuerda

\ Y
a es raiz de P(xX)Y& P(x)=(x-a)-C(x) <& P(a)=0

El teorema se puede aplicar para calcular algunos
valores numéricos.

Pi = x3+15x% + 12% + 4
Hallar P(-14 1 =(-14)% + 15:(-14)% + 12:{-14) + 1

1 15 12 4
14 14 “14 28
1 1 -2 32

También se utiliza nos para resolver problemas como

el siguiente, hallar m para que el polinomio
P(x)=x>+mx-4

sea divisible por x-2, que se resuelve sustituyendo la

X por 2, igualando a 0 y despejando m, asi m=-2.
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Observa la divisidon y como se realiza la
Regla de Ruffini paso a paso

SO ] =2
-3 6 g gk oA
T 1 o0 cociente
= 2
skl
-2 4
5 resto
Regla de

=SR] Ruffini

Se multiplican
3 5 0 1
2 6

el 0 1
@6
Se multiplican
3 -5 ﬂ 1
2 6 2
3 ik

Se suman

Se vuelve a multiplicar y a sumar
obteniendo

gL =5 0 L

2 6 2 4
3 ]: 2 5 resto
cociente

1".

Para calcular el valor numérico de un
polinomio con la calculadora, valor de
P(x)= 3x3>-5x*+1 en x=2
Podemos aplicar la regla de Ruffini,

para ello teclea la siguiente
secuencia:
2Min/x 3 -3
-5 |= -1
X MR |+ 0= - 2
X MR |+ 1 |=5

Obtenemos: | 5| que es el resto de
dividir P(x) para x-2 y el valor
numeérico en x=2.

De paso han ido saliendo los
coeficientes del cociente cada vez
que se pulsaba =.
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EJERCICIOS resueltos

7. Halla el cociente y el resto de la division de P(x) entre Q(x) en cada caso
a) P(x)=3x>-11x-13  Q(x)=x>-3x-4  b) P(x)=-9x3-15x*+8x+16 Q(x)=3x+4
Sol. Cociente=3 Resto=-2x-1 Sol. Cociente= -3x*-x+4 Resto=0
8. Aplica la regla de Ruffini para dividir P(x)=x>+5x?-2x+1, Q(x)=2x*-5y
R(x)=x3-4x+3x> entre x-3
1 5 -2 1 2 0 0 0 -5 1 3 -4 0
3) 3 24 66 3) 6 18 54 162 3) 3 18 42
1 8 22 67 2 6 18 54 157 1 6 14 42
Cociente x*+8x+22 Cociente 2x>+6x°+18x+54 Cociente x*+6x+14
Resto 67 Resto 157 Resto 42
9. Aplica la regla de Ruffini para dividir P(x)=x>+3x?-2x+1, Q(x)=x*-2y
R(x)=x3-4x°-x entre x+1
1 3 -2 1 1 0 0 0 -2 1 -4 -1 0
-1) -1 -2 4 -1) -11 -1 1 -1) -1 5 -4
1 2 4 5 1 -11 -1 -1 1 -5 4 -4
Cociente x*+2x-4 Cociente x*-x%+x-1 Cociente x*-5x+4
Resto 5 Resto -1 Resto -4
10. Si el valor numérico de un polinomio en 2 es igual a 3 y el cociente de su division de
entre x-2 es x ¢Sabes de que polinomio se trata?
Dividendo = divisor-cociente +resto, el divisor es x-2, el cociente x y el resto 3, por
tanto el polinomio es x*-2x+3
11. Halla m para que mx?+2x-3 sea divisible entre x+1
El polinomio sera divisible entre x+1 si su valor en -1 es 0, luego ha de ser
m-2-3=0, es decir, m=5
12. Aplica el Terorema del resto y la regla de Ruffini para hallar el valor numérico de
P(x)=x3-15x2+24x-3 en x=13
Aplicando la regla de Ruffini por x-13 da de resto -29, que es el valor numérico
pedido.
13. ¢Existe algin valor de m para que el polinomio x3>+mx?-2mx+5 sea divisible por

X-27?

Por el teorema del resto basta resolver la ecuacion 23+m-22-2m-2+5=0, lo que da
una igualdad imposible 13=0, por tanto no hay ningun valor de m para el cual el
polinomio sea divisible por x-2
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3. Descomposicidn factorial

Sacar factor comun una potencia de x

Al descomponer un polinomio en factores lo primero
que tendremos que observar es si se puede sacar
factor comdn de todos los sumandos alguna potencia
de x.

Esto sera posible solo cuando el coeficiente de grado
cero del polinomio sea nulo.

En la parte inferior puedes practicar esta extraccion.

Tambien es interesante que busques, si es posible el
m.c.d. de los coeficientes y lo extraigas como factor
asi en

6x°+15x?
se puede sacar factor comudn 3x2,
6x°+15x%=3x%(2x°+5)

Polinomios de 2° grado

Recuerda la formula para resolver la ecuacién de 2°

grado ax® + bx + c=0:

b £ b —4ac

23

X =

A b?-4ac se le llama discriminante de la ecuacién y se

suele designar por A.

Esto determina la descomposicion factorial de los

polinomios de 2° grado:

Las soluciones de 2x3-8x+6 =0 son 1y 3, luego
2x*-8x+6 = 2-(x-1)-(x-3), discriminante positivo.

Las soluciones de 3x*+6x+3 =0 son 1y 1, luego
3x2+6x+3=(x-1)2, A =0.

Las soluciones de 2x>+6 = 0 no son reales,
b2-4ac es negativo, 2x*>+6 no descompone.

S2dE+ 20%- 48 =0
Paso 1: [dentificara by ¢
a=-2 ;b=20 ;c=-48
Paso 2: Aplicar la farmula A=b®*-4ac

H=[200% -4 [-2] [-48)=16

3><4=
=2 x5 x3-3x*

x* esta en todos
los sumandos.

2Xx94+x6-3x%=
= x*( 2x5+ x2-3)

Se ha sacado factor comtun
una potencia de x.

3+ R4% + 343 =00
Paso 1: [dentificara,by ¢
a=23 h=584 ¢=243
Paso 2: Aplicar la farmula A=h?-4ac
A=(54)7-4-13) (243)=0
Paso 3: Estudiar el ndmera de soluciones

D=0 Hay dos soluciones iguales
puedes camprabar gque es -9

Descomposicion

3x° + 54y + 243 =3 (x+9)°

-3+ d4y-8 =0
Paso 1: Identificarabyc
a=-3 ;b=4;c=-8
Paso 2: Aplicar la farmula A=h®-4ac
B=0412-4-(-3)-(-8]1=-80
Paso 3: Estudiar el ndmero de soluciones

f=0 Mo hay solucidn
Descomposicién

3+ 4% -8 no descompone

Paso 3: Estudiar el nimero de soluciones Raiz Raiz
=10 Hay dos soluciones distintas %) =5
puedes comprobar gue son & v 4
Descomposicion Divisor Divisor
2
T+ 20%-48 =2 [x-6] - (x4 X-2 X+2
70 m MATEMATICAS A cidead




Regla de Ruffini reiterada
Si x-a es un divisor del polinomio P(x), se dice que a
es raiz de P(x), por el teorema del resto sabemos

que esto equivale a decir que P(a)=0.
P(X)=pnX"+Pn1X" +...+pix+po y a raiz de P(x),
pnd"+pn-1@" +...+p1a+po=0,

y despejando po

po=-pna"-pn1a"i-...-p1a
Por tanto, si los coeficientes de P(x) son numeros
enteros y a también, pges multiplo de a.

W

‘i*as raices enteras no nulas de un polinomio

con coeficientes enteros, son divisores del
coeficiente de menor grado del polinomio.

La descomposicion de un polinomio de tercer grado
con raices 4, 1 y -2 serd a-(x-4)-(x-1)-(x+2).

Se llama multiplicidad de una raiz al nimero de
veces que aparece en la descomposicion.

Identidades notables
Suma al cuadrado
(a+b)?=a’+2-a-b+b?

Demostracion
a b
X a b
ab b’

a’ ab
a’+2ab+ b?

La suma al cuadrado es
igual a

cuadrado del 1°

+doble del 12 por el 2°
+cuadrado del 2°

Suma por diferencia
(a+b)- (a-b)= a?- b?

La suma por diferencia
es igual a la diferencia
de cuadrados.

Diferencia al cuadrado
(a-b)?*=a?-2-a-b+b?

Demostraciéon
a -b
X a -b
-ab b?

a’ -ab
a’-2ab+ b?

La diferencia al cuadrado
es igual a

cuadrado del 1°

+doble del 12 por el 2°

+cuadrado del 22

Demostracion
a b
X a -b
-ab -b?
a? ab
a‘ -b*

{athb)ia-b)

Descomposicion factorial de
x*-15x2+10x+24

Las posibles raices racionales de este
polinomio son los divisores de 24

+1 2 3 4 16 8

12 £24

Con la regla de Ruffini vamos viendo qué

divisores son raices

1 0 -15 10 24
1) -1 1 14 -24

1 -1 -14 24 O
2) 2 2 -24

1 1 -12 o0
3) 3012

1 4 0

X*-15x2+10x+24=
(x+1):(x-2)-(x-3):(x+4)

a+h

a-h

cidead
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EJERCICIOS resueltos

14. Saca factor comun una potencia de x en cada uno de los siguientes polinomios:
P(x)=2x3+3x Q(x)= x*+2x°-3x° R(x)=2x%+6x°+8x>
Solucién: P(x)=x-(2x?+3)  Q(x)=x*(2x>-3x+1)  R(x)=2x3:(x*+3x°+4), en
este Ultimo caso se ha podido sacar factor comun también un nimero.
15. Halla la descomposicion factorial de x3-7x*+4x+12
Las posibles raices racionales de este polinomio son los divisores de 12
+1 +2 +3 +4 +£6 +12
Con la regla de Ruffini miramos que divisores son raices del polinomio
1 -7 4 12
1) -1 8 -12
1 -8 12 O
2) 2 -12
1 -6 0}
X3-TX*+4x+12=(x+1)-(x-2)-(x-6)
16. Factoriza 2x2-8x+6; -x*+3x+4; x>+2x+3; x*+6x+9.
2x*-8x+6=2-(x-1)-(x-3) pues 2x*-8x+6=0 tiene por soluciones x=1; x=3.
-x2+3x+4=-(x+1)-(x-4) pues -x>*+3x+4=0 tiene por soluciones x=-1; x=4.
x?+2x+3 no descompone pues su discriminante es <0
x?+6x+9=(x+3)? pues su discriminante es 0, luego tiene una raiz doble: x=-3.
17. Halla la descomposicion factorial de x’-x®-4x*

x7-x%-4x*=x*(x3-x2-4). Se ha sacado factor comun x*.
Las posibles raices enteras de x3-x>-4 son los divisores de -4:

1,-1, 2,-2,4,-4

Veamos por la Regla de

Ruffini si 1 es raiz de P
1 -1 0 -4

1) 1 0 O

1 0 0 -4=x0,
1 no es raizde P

1 1
por tanto es primo

Veamos por la Regla de
Ruffini si -1 es raiz de P

1 -1 0 4
-1) -1 2 -2
1 -2 2 -6=%0

-1 no es raiz de P

X7-x8-Ax*=x*(x-2)- (x*+x+2)

Veamos por la Regla de
Ruffini si 2 es raiz de P

1 -1 0 -4
2) 2 2 4
1 1 2 0

2 esraizdeP

2 = x%*+x+2 La ecuacién x*+x+2=0 no tiene soluciones reales,
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EJERCICIOS resueltos

18.

Halla la descomposicion factorial de x*-4

Busquemos las raices racionales de x*-4. Las posibles raices en Q son los
cocientes de los divisores de -4 (coeficiente de menor grado) entre los divisores

de 1 (coeficiente de mayor grado),

divisores de — 4

Es facil ver con la
regla de Ruffini que
ninguno de los
posibles valores
son raices de x*-4.
El polinomio no
tiene raices
racionales.

Si se reconoce x*-4 como una diferencia de cuadrados, (x
22 resultara facil la descomposicion factorial:
x*-4=(x?+2)-(x?-2)

El primer factor es primo, pero el segundo vuelve a ser una
diferencia de cuadrados x?-2= (X + v2) - (x - v2)

2)2_

x*-4=(x2+2)- (X +2)- (x = 2)

19.

Halla la descomposicion factorial de x*+x3-x?-2x-2

Las posibles raices enteras de x*+x>-x?-2x-2 son los divisores de -2:
1,-1,2,-2

Veamos por la Regla de Ruffini si 1 es
raiz de P

1 -1 -1 -2 -2
1) i 0 -1 -3

1 0 -1 -3
1 no es raiz de P

-5 distinto de O,

Veamos por la Regla de Ruffini si -1 es
raiz de P

1 -1 -1 -2 -2
-1) -1 2 -1 3

1 -2 1 -3 1 distinto de O,
-1 noesraizdeP

Veamos por la Regla de Ruffini si 2 es
raiz de P

1 -1 -1 -2 -2
2) 2 2 2 0

1 1 1 0
2 no es raizde P

-2 distinto de O,

Veamos por la Regla de Ruffini si 1 es
raiz de P

i -1 -1 -2 -2
-2) -2 6 -10 24

1 -3 5 -12 22 distinto de O,
-2 no es raizde P

x*+x3-x%-2x-2 No tiene raices enteras

No podemos hallar la descomposicién factorial de este polinomio.

cidead
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Para practicar

. Halla la expresion algebraica de un

numero de tres cifras si la cifra de las
unidades es 4 veces la cifra de las
decenas.

. éCudl es esl grado de 2x>-x343x?? éSu

coeficiente de grado 3? ¢éy el de grado 2?
Calcula su valor numérico en x=2

. Halla P(x)-3-Q(x) siendo P(x)=4x%+4x

y Q(X)=6x%+2x.

. Multiplica los polinomios

P(x)=-3x>+4x3-x-2 y Q(x)=-x*+7.

. Halla el cociente y el resto de la

division de x3+2x%+5x-7 entre
-x>+x-1.

. Haz la divisidn de x3+4x%+2x-3 entre

x-2 con la regla de Ruffini.

. Aplica el teorema del resto para

calcular el resto de la division de
2x3-2x%+x-7 entre x-5.

.a) Halla m para que x*+mx?-2mx+6

sea divisible por x+2

b) Halla m para que x>*+mx>-8mx+4
sea divisible por x-1.

. Efectda las potencias

a) (3x+2)?
b) (2x-4)?
c) (x-5)?

MATEMATICAS A

10. Descomponer, aplicando las
identidades notables, los polinomio:
a) x*-72x%*+36°
b) x*-16

11. Descomponer los siguientes
polinomios, si es posible, aplicando la
ecuacion de segundo grado.

a) 3x?-10x+3
b) x2-4x+5

12. Simplifica las siguientes fracciones
algebraicas

x> +8x +16

a)
3x+12

3x* 12
x> —4x + 4

b)

4x* +4x +1

C
) 12x* -3

13. Saca factor comun en 12x'?424x*°

14. Halla la descomposicion en factores
primos de los siguientes polinomios

a) 3x8-39x’+162x°%-216x°
b) 3x°+12x8+15x’+6x°

15. Un polinomio de grado 3 tiene por
raices -5, 7 y 1. Halla su
descomposiciéon factorial sabiendo
que su valor en 2 es 128.

16. éCOmo  realizas mentalmente el

célculo de 232-222?
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Para saber mas - )

*«.

El sistema binario

1-2'+0-2°+0-2°+1-2°+1-2°+0-2°+1-2"+1-2°
1 11 11

ondena ores no.usdan : Valor numeérico en 2 de un polinomio
| sistema decimal *1_

g
24 25 26 27 8 9 30

Al fin y al cag un sistema mas Un sistema de Algunos juegos de magia se basan en
accesrnle para.}as MEGULTERS de si o0 no este sistema

Pide a un compafiero que memorice una figura del Ultimo cuadro pero que no diga cudl. Tu por telepatia la
adivinaras. Preguntale si la figura escogida estad en cada una de las siguientes tarjetas

SI=1 NO =0 NO =0 SI=1 NO =0
Con cada respuesta afirmativa escribe 1, con la negativa un 0, para el resultado 10010, la figura es la
1-2*+1-2=18, el circulo verde. Solo hay que calcular el valor en 2 del polinomio cuyos coeficientes se obtienen con
100, con Sio No.

L

Si investigas en la web, es probable que encuentres muchos polinomios con nombre propio: Polinomios de
Lagrange, Hermite, Newton, Chevichev... copiamos aqui un extracto de un blog que habla de los polinomios
de Zernike y su aplicacion en éptica para corregir defectos visuales.

Z f ‘ 0 ...Las matematicas, con los polinomios de

Zernike, nos ofrecen un método para
n descomponer superfices complejas en sus
componentes mas simples. Asi, con este
procedimiento matematico podemos
jerarquizar 'y definir todas las
aberraciones visuales. Un esquema que
estd presente con mucha frecuencia en las
consultas de cirugia refractiva es el de las
diferentes  aberraciones agrupadas vy
jerarquizadas:

0s polinomios en otras ciencias

—

@W
A€ -

eV 4
""ﬁmwvﬁ%

—5 -4 —3 2101 2 345 httn://ocularis.es/hloa/?n=29
+— f=meridional frequency —*

Lo de la jerarquia es fundamental, porque
segun cudl sea el grupo de la aberracion,
tendra mas o menos importancia, sera mas
o menos facil de corregir, etc. Por ejemplo,
el nimero 4 corresponde a la miopia (y su
inverso, la hipermetropia), vy el 3 y 5
corresponden al astigmatismo...

I w
+«—— JapJo [elpei=U

w

20

Extracto de la pagina
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Recuerda
lo mas importante

iy

Expresion en coeficientes

Ax®-ox*+ 3

Division de Polinomios

125+ 107 + 15%% + 9% + B

42+ 2% + 3

4| 110 13 2t e o B4+
Ax® 4 B2+ Ox + 6 cociente
3 2
Regla de Ruffini. Teorema del resto ™ - D - 3
El resto de la divisiéon por 4 2! By + B
x-a es el valor numérico del dividendo en a i i
Ax? 2w -3
d =hs 1 1 -2
= 5 dw + 3
sl _ resto
1 0 cociente
i L T. del resto
2 1 - 5 = Raices de un polinomio
5=3-23-5-22+1
-2 Raiz Raiz
5 resto - -2
P(2)=0 P(-2)=0
Reagla de Ruffini Divisor Divisor
3 5 ®-2 X+2
2 6 2 4
) 1 2 5 resto
cociente
i=a’+2ab+b? -by2=a?-2ab+b? fa-b)=al-h2
(a+b)*=a’+2ab+b (a-b)’=a +b (a+b)-(a-b)=a*-b Descomposicién
factorial
Los polinomios con
coeficientes en IR
primos son  los de

Para hallar la descomposician

Raiz de un polinomio ,
factorial de un polinomio se

Raiz a tendran en cuenta las
Divisor x-2 slgulentes herramientas:
P(2)=0

Regla de Ruffini

Ecuacion de 2° grado
Las raices enteras de un
polinomic son  divisores del
térming independiente.

Identidades notables

P(x)=x"+5x"+x*-21x-18

Probando la regla de Ruffini {con pix)={x+1)-(x-2)-(x2+6x+9)

divisores dez 18), encontramos ! :
que =1 y 2 sén raices de este Bl polinomio de segundo grado

grado uno y los de
grado dos, ax’+bx+c,
con bi-d4ac<0

P(x)=x'+5x74+x2-21x-18

x2+6x+9 se puede descomponer
resolviendo la ecuacidn
®2+6x+9=0

que da una soluclon doble, -3, o
se puede reconocer la identidad

polinomio
1 5 1 -21 -18
i -1 -4 3 18
1 4 -3 18
2) 2 12 -18
1 6 9 0

Plx)={x+1)(x-2) (2 +6%+9)

notable
K2+ Bx+D=( x4+ 3)2
P{x)=(x+1)(x-2)(x+3)2
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10.

Autoevaluacion

QIJ

Halla los coeficientes de P(x)-Q(x)+ P(x)-R(x) siendo
P(x)=3x+2, Q(x)=2x*-5y R(x)=x"+8x.

Escribe los coeficientes del cociente y del resto en la
division de 2x3-5x?+5 entre x*+5.

Calcula el valor numérico de -3x3-5x%+3 en x=-1

¢Es cierta la igualdad 2x2+20x+25=(2x+5)??

Calcula m para que el resto de la divisién de 4x?+mx+1
entre x+5 sea 2.

Si P(x)=ax*+bx+5 y a-6°+b-6=3, écudl es el resto de la
divisién de P(x) entre x-67?

Halla una raiz entera del polinomio x3+5x%+8x+16

Halla la descomposicién factorial de —-4x?+12x+112.

El polinomio 5x>+9x?-26x-24 tiene por raices 2 y -3 ¢Cudl
es la otra raiz?

Las raices de un polinomio de grado 3 son -6, 0 y 4.
Calcula el valor numérico del polinomio en 2 sabiendo que
su coeficiente de mayor grado es 3.
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. 100x+14y 10. a) (x+6)2 (x-6)2

2. grado 5; c. gr 3>-1; c. gr 2°3; b) (x+4)(x-2)(x2+4)
v.n. en 268 il &) eleeiis) )

3. -14x%-2x b) No descompone

4. 3x°-4x*-20x3+30x3-7x-14 12. a) (x+4)/3

5. Cociente -x-3 Resto 7x-10 b) 3(x+2)/(x-2)

6. Cociente x2+6x+14 Resto 25 c) (2x+1)/(3:(2x-1))

7 .33 13. 12x10.(x2+2)

8. a) 1/4 b) 5/7 14. a) 3x°(x-3)(x-4)(x-6)

9. a) (3x+2)2=9x2+12x+4 b) 3x°(x+2)(x+1)2
b) (2x-4)2=4x2-16x+16 15, 2(x+5)(x-7)(x-1)
) (x-5)2=x2-10x+25 16. 232-222=(23+22)-(23-22)=45

Soluciones

AUTOEVALUACION

1.9 30 1 -10

2. Cociente 2x-5, resto -10x+30

3.1

4. No, (2x+5)?=4x?+20x+25

5. m=19,8 No olvides enviar las actividades al tutor »

6. 8

7. -4

8. -4(x+4)-(x-7)

9. -0,8

10. -96
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Objetivos
En esta quincena aprenderas a:

e Resolver ecuaciones de primer
y segundo grado.

e Resolver ecuaciones
bicuadradas y factorizadas.

e Identificar y resolver
inecuaciones de primer y
segundo grado con una
incognita.

e Aplicar las ecuaciones e
inecuaciones a la resolucion de
problemas de la vida real.

Ecuaciones e Inecuaciones

Antes de empezar.

Solucion de una ecuacion

Solucion
Aplicaciones

Solucidén

Incompletas

NUmero de soluciones
Aplicaciones

Bicuadradas
Tipo (x-a)(x-b)...=0
Ensayo-error. Biseccion

Definicidon. Propiedades

Inecuaciones de grado uno

Inecuaciones de grado dos
Ejercicios para practicar
Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

1.ECuaciones .....cccooveeeveeveeeeeennnn,
Elementos de una ecuacion

2.Ecuaciones de primer grado

3.Ecuaciones de segundo grado .........

4.0tros tipos de ecuaciones ....

5.Inecuaciones con una incégnita

cidead

MATEMATICAS AN 79



80 m MATEMATICAS A

cidead



Antes de empezar

Encuentra un ndmero
tal que el doble de
dicho ndmero mas
249 sea igual a cinco

veces el propio

Gran cantidad de problemas practicos en la vida real conducen a la
resolucion de una ecuacién. Traducir al “lenguaje del algebra” resulta
imprescindible en estas ocasiones, el lenguaje algebraico nos sirve para
expresar con precisién relaciones dificiles de transmitir con el lenguaje
habitual. El ejemplo de la imagen se resuelve facilmente con una ecuacion:

2x + 249 = bx
2x - bx = -249
-3x = -249
x=249/3 = 83

cidead
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1. Ecuaciones

Elementos de una ecuacién
En las ecuaciones distinguimos varios elementos:

e Incognita: La letra (o variable) que figura en
la ecuacion.

¢ Miembro: Es cada una de las dos expresiones
algebraicas separadas por el signo =.

e Término: Cada uno de los sumandos que
componen los miembros de la ecuacién.

e Grado: Es el mayor de los exponentes de las
incégnitas, una vez realizadas todas las
operaciones (reducir términos semejantes)

Soluciéon de una ecuacioén

La solucion de una ecuacion es el valor de la
incdégnita que hace que la igualdad sea cierta.

e Si una ecuacién tiene solucion se llama
compatible, si no tiene se dice incompatible.

e Dos ecuaciones que tienen las misma soluciones
se dicen que equivalentes.

2. Ecuaciones de primer grado

Solucidon

Una ecuacion de primer grado con una incognita es
una igualdad algebraica que se puede expresar en la
forma ax+b=0, con a#0.

La solucion de una ecuacion del tipo
ax+b=c es:
x=-b/a

Aplicaciones. Resoluciéon de Problemas

Las ecuaciones de primer grado se aplican a la
resolucién de problemas.

Llamamos x al menor de los tres numeros.
Los numeros consecutivos son x+1, x+2

X+X+1+x+2=249
3x + 3 =249

3x = 246

X = 246/3 = 82

La solucién: Los numeros son 82, 83 y 84

La ecuacion es:
Resolvemos:

Distingue los elementos de esta
ecuacion:

14x + (19x +18) = xX* + 7x +1

Incégnita:  x

Primer Miembro:  x + (19x+18)

Segundo miembro:  x* +7x +1

Términos: 14x, 19x, 18, x?, 7x, 1
Grado: 2

x+2 =9 Solucién x=7
7+2=9 Es compatible

Un ecuacion equivalente:

2x+4=18

Observa que para obtener una
ecuacion equivalente se han
multiplicado los dos miembros por 2.

2(x+2) = 2:9 - 2x+4 = 18

Resolver: =6X+4=15x
Pasamos la x la izquierda y lo que no
tiene x a la derecha

-6x-15x=-4
Hacemos operaciones: -21x=4

4
X=-—
21

Despejamos la x:

Halla tres ndmeros consecutivos
cuya suma sea 249
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EJERCICIOS resueltos

Resuelve las siguientes ecuaciones:

56 X2 gg X7 56:(-1) — 8(-7x + 5) + 7(9x — 7) = —56
-7X+5 9x-7 + =20l = Sl/X o)+ /X = ) = -
a) =-1 Sol: 7 8
7 8 47
-56x +40 +63x - 49 = -56 > 7x = 47 > X = —
7
Xl g2 3(x - 1) = 2(5x + 2)
2Xx—(x+1) 5x+2 -, - 7 X h) = 2x
b) (x+1) Sol: 4 6 ,
4 6 3Xx-3=10x+4 > 7x =7 > Xx=—=-1
-7
x>l o s 7(x +1) = 2(2x - 1) - 12
3x-7(x+1) 2x-1 = T Oe o X o A L) = Aex =) -
C) ( )= -2 Sol: 6 3
6 3 g ~ ~ 7
X—-7X-7=4x-2-12 > 8x =-7 > X =
8
2x -5 -2X + 8
d) 2X—5_—2X+8:X Sol: 21 ~21 = 21x - 7(2x - 5) - H(=2x + 8) = 21x
: 3 7
3 7 14x — 35 + 6x — 24 = 21X - —x = 59 - x = -59
6x - (x -8 -2x - 17
e) 6X—(X—8):—2X—17+X Sol: x=8) ¢ £ 6X > 6X — (X - 8) = 2(~2x — 17) + 6X

6 3 6 3

5x + 8 = 4x - 34 + 6X > 3Xx = 42 > x = -14

La edad de un padre es el triple que la de su hijo, si entre los dos suman 56 afios
¢Cual es la edad de cada uno?

Edad del hijo:x X +3X =56 - 4x = 56 - x = 22 — 14
Sol: Edad del padre:3x 4

La edad del hijo es 14 anos y la del padre es 42 afios

¢Cuantos litros de vino de 5€ el litro deben mezclarse con vino de 3€ el litro para
obtener 50 litros de vino cuyo precio sea de 4€ el litro?

Sol:

Litros de vino de 5€ :x
litros precio

vino de 3€ el litro x 5x
vino de 4€ el litro 50-x 3(50 - x)
vino de 6 € el litro 50 200

Hay que mezclar 25 litros de 5€ con vino de 3€

5x + 3(50 — X) = 200 —> 2x = 50 - x = 25

cidead MATEMATICAS A

83



3. Ecuacion de segundo grado

Solucion

Las ecuaciones de segundo grado son de la forma:
ax? + bx + ¢ =0

Para resolverlas empleamos la formula:

-b++b? - 4ac

2a

X =

Ecuaciones incompletas

Cuando b, c 6 los dos son 0 estamos ante una
ecuacion de segundo grado incompleta.

En estos casos no es necesario aplicar la formula sino
que resulta mas sencillo proceder de la siguiente
manera:

e Sib=0 ax2 +c=0 = ax’=-c = X2=-C/a
_,|c = Sj -c/a>0 hay dos soluciones
X== " a ™ Si-c/a<0 no hay solucién
e Sic=0 ax*+ bx =0

sacando x factor comun : x(ax+b)=0
= x=0, x=-b/a son las dos soluciones.

NUumero de soluciones

Estas ecuaciones pueden tener dos soluciones, una o
ninguna solucién, segin sea b?-4ac, el llamado
discriminante.

* b>-4ac >0 Hay dos soluciones.
* b>-4ac =0 Hay una soluciéon doble: x=-b/2a
* b>-4ac <0 No hay solucidn.

Resolver:

5]
2x2% - 6x
1x(2x - 6)
Soluciones:
1 x=0
x=3

Resolver:

Tx?/242=0
S XE = 4
| Soluciones:

5| X==2

=2

b*4ac<0
b*-dac>0
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Aplicaciones

Las ecuaciones de segundo grado se aplican a la
resolucién de problemas.

e Comienza por leer detenidamente el enunciado
hasta asegurarte de que comprendes bien lo que
se ha de calcular y los datos que te dan.

e Traduce al lenguaje algebraico las condiciones del
enunciado y después resuelve la ecuacién
planteada.

e Una vez resuelta la ecuacion da la solucion al
problema. Puede ocurrir que alguna solucién no
valga.

A continuacién puedes ver algunos ejemplos:

EJEMPLO 1

v La suma de los cuadrados de SOLUCION
dos numeros naturales es
313. ¢Cuales son esos
ndmeros?

Llamamos x al menor de los niumeros.
El consecutivo es x+1
.7 2
La ecuacién es: X* +(x+1) =313
Resolvemos:
x> +x2+2x+1=313
2x% +2x+1=313
2x? +2x-312=0
= -2 ++/4 + 2496 -2 +4/2500 -2+50 B <12

- 13

22 4 4

La solucién es el nimero 12, (-13 no vale por no ser
natural)

EJEMPLO 2

v En un parque nacional hay SOLUCION
casetas forestales unidas
cada una con todas las demas
por un camino. Si el numero
de caminos es 28, ;cuantas

X= n° casetas, de cada una salen x-1 caminos

Como entre caseta y caseta, el camino de ida es igual al
de vuelta el niumero total de caminos es:

casetas hay? @ =28 = x*-x=56
o = x%2-x-56=0
N N X=1iV1+224=1115
2 2
Obtenemos x=-14/2=-7 y x=16/2=8
La solucidén negativa no es valida ya que se trata de n©
0<\>‘ g ya q

de casetas, luego hay 8 en el parque.
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EJERCICIOS resueltos

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado completas:

_ 7+49-40 _71@_7¢3_<5

a) x*-7x+10=0 Sol: x

2 2 2\
-5
b) 3x2 +17x+20 =0 Sol: X:—17i\/289—240 :—17i\/49 :—17i7: 3
6 6 6 P
c) 3x* +5x+4=0 Sol: x = =% “25_48 = _5i6‘_23 = No hay solucién

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:

x=0
a) x> -6x=0 Sol: x(x-6)=0—

X-6=0->x=6
x=0
X+27=0->x=27
Xx=0

b) x* +27x =0 Sol: x(x+27)=0—>{

c) 3x* +5x =0 Sol: x(3x+5)=0— 5
3x+5:0—>x:—§

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:

X=6
a) xX>-36=0 Sol: x> =36 - x = +J/36 -
X=-6
3
9 g |°72
b) 4x>-9=0 Sol: X¥*’ == 5 x=+/> >
4 4 3
X ==
2

c) xX*+9=0 Sol: x> =-9 »No hay solucidon

Indica sin resolver cudntas soluciones tiene la ecuaciéon: x> + 7x -11=0

El discriminante A=b2-4ac es, 72 - 4:11=49-44=5>0
La ecuacion tiene dos raices distintas

Para construir una caja cubica se han empleado 96 cm? de cartéon. Determina la
longitud de las aristas de la caja

x : Longitud de la arista

96
Superficie del cubo : 6x2 - 6x2 =96 > x2 = ? =16 > X = +/16 = +4

La arista del cubo mide 4 cm

86
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Resolver:
x3=t
t=
3 2

(x-2)(2x+3)=0

Se iguala a cero cada factor

Resolvemos:
X-2=0->x=2
3
2Xx-3=0->x=—
2
Resolver: x3+x+1=0
A B f(A) fB M f(M
1 0 1 1 0's  0'375
1 0'5 -1 0'35 0'75 -0'172
0'75 0'5 0'172 0'3/5 -0'625 0'131
0'75 0'65 -0'172 0'131 -0'638 -0'014
La solucién aproximada es
x=-0'688

4. Otros tipos de ecuaciones

Ecuaciones bicuadradas

A las ecuaciones del tipo ax®*+bx?+c=0 se les llama
bicuadradas.

Para resolverlas basta hacer x2=t, obteniendo una
ecuacion de segundo grado: at?+bt+c=0, en la que

¢ _ —bb? —dac x = +fty
2a x = +fty

Tipo (x-a)-(x-b)-....=0

Para calcular la solucion de este tipo de ecuaciones,
factorizadas, se igualan a cero cada uno de los
factores y se resuelven las ecuaciones resultantes.

(x-a)-(x-b)-(x-c)=0
x-a=0 » x=a
x-b=0 —» x=b
x-c=0 —» x=c

Ensayo-error. Biseccion

Se utiliza para resolver ecuaciones complicadas o que
no sabemos resolver.

e En primer lugar se pasa todo al mismo miembro
para que un miembro de la ecuaciéon sea O, la
ecuacion queda de la forma f(x)=0.

e Se trata de encontrar dos valores a y b (a<b)
gue hagan la ecuaciéon de distinto signo f(a)>0 y
f(b)<0. En el ejemplo -1 y 0.

La solucién estard comprendida entre a y b.

e Luego se coge un punto c entre a y b, a<c<b y
se mira el signo de la ecuacion, si f(c)=0 ya he
terminado y c es la solucién, si f(c)>0 me quedo
con cy b (en otro caso con a y c). En el ejemplo
-1y -0,5.

» Se repite el proceso hasta encontrar la solucién o
un valor aproximado a ella.

cidead
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EJERCICIOS resueltos

9. Resuelve las ecuaciones:
a)x*-25x>+ 144 =0 t? - 25t + 144 = 0
2=t {_25:/625-576 254449 _25+7 _[16= x =14
- 2 2 2 9= x=43
b) x* + 9x* - 162 =0 t? 4+ 9t-162 =0
2=t t_—9i«/81+648 _ -9+4729 -9+27 |-18= Sinsol
- 2 N 2 2 9= x=4#3
A)x*-8x*+15=0 t?-8t+15=0
2 8+V64-60 8++4 8+2 (5 x-45
2 2 2 3= x=+/3
A x*+9x*+14 =0 24+ 9t+14=0
2=t - -9+v81-56 -9+y25 -9+5 _ {_2 = Sin sol
2 2 2 -7 = Sin sol
10. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) (x-2)(x+3)=0 Sol: x-2=0->x=2 ; x+3=0—>x=3
b) B3x-1)(x-5)=0 Sol: 3x—1=0—>x=% ; Xx-5=0->x=5
c) Bx-2)(x+6)=0 Sol: 3x—2=0—>x=% ; X+6=0->Xx=-6
d) 3x+1)(7x-5)=0 Sol: 3x+1=0—>x=_?1 ; 7x—5=0—>x=;
11. Resuelve la siguiente ecuacion por el método de biseccion:
x> +2x+1=0
A B f(A) f(B) M f(M)
-1 0 2 1 -0'5 -0'125
0'5 0 0'125 1 -0'25 0'4#4
0'5 0'25 -0'125 0'4&4 -0'3755 0'197
0'5 0'375 0'125 0'197 0'438 0'4
La solucion aproximada es x= - 0,438
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Comprobemos las propiedades
63>9

1. Sumo 10 a los dos miembros,
queda:

73>19
que sigue siendo cierto.

2. Multiplico por 10 a los dos
miembros, queda:

630>190
que sigue siendo cierto.

3. Multiplico por -1 los dos
miembros, queda: -63>-9, que
no es cierto, para qué lo sea
cambio el sentido de la
desigualdad.

-63<-9

Resolver la inecuacion: 3x+1<7

3x<6
X<2
sol: (- ,2)

N O

Resolver la inecuacion:
x2-6x+8<0

x> -6x+8=0
Raices x=2, x=4

12-6:1+8>0 3%-6:3+8<0 5%-6:5+8>0
NO SI NO

e

o,

2

~0

La solucion es (2,4)

cidead

5. Inecuaciones con una incognita

Definicion. Solucion.

Dos expresiones algebraicas separadas por los signos
<,>,<,= forman una inecuacion.

La solucién de una inecuaciéon son todos los puntos
que cumplen la desigualdad. La solucién de una
ecuacion siempre va a ser un conjunto de puntos, un
intervalo.

Propiedades.

e Al sumar o restar la misma cantidad a los dos
miembros de una inecuacién la desigualdad no
varia.

e Al multiplicar o dividir los dos miembros de
una inecuacién por un mismo nimero positivo,
la desigualdad no varia.

e Al multiplicar o dividir los dos miembros de
una inecuacién por un mismo numero
negativo, el sentido de la desigualdad cambia.

Inecuaciones de primer grado

Para resolver una inecuacion de primer grado,
aplicamos las propiedades de las inecuaciones hasta
obtener una inecuacion de la forma:

X X X X
IV VIA A
ORORORY)
RN
nOnumnm
©ooo
Sy
+ + O
88

Inecuaciones de segundo grado

Una inecuacién de segundo grado con una
incognita es una desigualdad algebraica que se puede
expresar en la forma

ax’+bx+c<0
con a#0, y a, b, c numeros reales.

Para resolverla, se hallan las raices de la ecuacion x;
Yy Xs. La solucién, si tiene, sera algunos o algunos de
los intervalos (-00,X31), (X1,X2), (X2,+0) con x;< X3

Para saber si un intervalo es de la solucion se coge un
punto interior a él y se comprueba si verifica la
desigualdad, si la verifica es de la solucion.
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Para practicar

. Obtén la solucion de las siguientes
ecuaciones:
a) X-1 X+3 1
2 3

by X=3 _3(x +2) = —20
) 2-2(x-3) x+4 _3

2 4
d) 4(X2+1)+X—X;3 543(x-2)

. Resuelve las ecuaciones:

a) -6x? - 7x + 155 = -8x
b) 3x® + 8x + 14 = -5x
c) (x-6)(x-10)=60

d) (x+10)(x-9)=-78

. Resuelve las ecuaciones:

a)x*-24x* + 144 =0
b) x*+ 14x*-72 =0
c)x*-81=0

d) (x*-8)(x*-1) =38

. Resuelve las ecuaciones:

a) (x+3)(2x-5)=0
b) 5x+3)(2x-8)=0

c) (x-2)(2-3x)(4+x) =0
d) x(x+3)(2x+1) =0

. Resuelve las inecuaciones:

a) 3(x-1)+2x < x+1

b) 2 - 2(x-3) > 3(x-3) - 8
c) 2(x+3)+3(x+1) > 24
d) 3x< 12 - 2(x+1)

MATEMATICAS A

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

. Resuelve las inecuaciones:

a) xX*’-5x+6<0
b) -2x> + 18x -36 > 0
c) x> +2x-8>0
d) 3x*-18x + 15<0

. Encuentra dos numeros consecutivos

que sumen 71

. Encuentra un ndmero tal que sumado

con su triple sea igual a 100

. ¢Qué edad tengo ahora si dentro de 12

anos tendré el triple de la edad que
tenia hace 8 afios?

Juan tiene 12 afios menos que Maria,
dentro de 4 afios Maria tendra el triple
de la edad de Juan <écuantos afos
tienen ahora?

Para vallar una parcela rectangular de
240 m? se emplean 62 m de cerca.
¢Qué dimensiones tiene la parcela?.

La diferencia de los cuadrados de dos
numeros naturales consecutivos es 25,
écuales son?.

Al sumar una fraccion de denominador
3 con su inversa se obtiene 109/30,
écual es la fraccion?.

El cuadrado de un numero mas 6 es
igual a 5 veces el propio nimero, équé
numero es?.

Busca un numero positivo tal que 6
veces su cuarta potencia mas 7 veces
su cuadrado sea igual a 124.

Encuentra m para que x*-mx+121=0
tenga una solucion doble.
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Para saber mas @

Inecuaciones de primer grado con dos incégnitas

Una inecuacion de primer grado con una incégnita es una
desigualdad algebraica que se puede expresar en alguna de las
formas:

ax+by<c, ax+by>c, ax+by <c 6 ax+by=c
con a, b, c nUmeros reales.

Para resolverla, se considera la funcién lineal asociada a la
inecuaciéon ax + by = ¢, y se representa graficamente, (recuerda
que se trata de una recta).

La solucién sera uno de los dos semiplanos en que la recta divide el
plano.

X -2y =2

PRIMERO Se considera lafuncidn lineal asociads a la inecuacian,
sustituyendo el signo 2 por= =+ X -2y =2

SEGUNDO Se representa graficamente la funcidn, gue es una recta
¥ ¥ gue divide el plano en dos partes.
0| -1 Fecuerda que para dibujar una recta necesitamos dos
7 0 puntos.

TERCERO Se elinge un punto de una zona vy

se cormprueha sicumple 13 inecuacidn. S

la curmple solucidn es el semiplano donde
=T et el punta,si no la cumple es |a otra.

I

f f r Pincha en un purto de & grafica v veras
o AT =i ez zolucion

(A1-2-4y=14 =22 5 CIERTO

La solucion es el semiplano coloreado v 15 recta

cidead
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ﬁf Recuerda
29 Jo mas importante

Ecuaciones

Primer miembro Segundo miembro

| 1 |

7x +x3=2x-5

— T T T
Términos

Incégnita: X
Grado: 3

Ecuaciones de primer grado

Se reducen al tipoax = b

L, b
Solucion: x= =
a

Ecuaciones de segundo grado

e Completas: ax’+bx+c=0
Se resuelven con la férmula:

_ —b+b? - 4ac

2a

X

Si b% - 4ac <0 sin solucion.
Si b? - 4ac =0 una solucién doble.
Si b%? - 4ac >0 dos soluciones.

e Incompletas: ax*+c=0

Se despeja x = i‘/—g

e Incompletas: ax*+bx=0

Dos soluciones: x=0, x=-b/a

Inecuaciones

Primer miembro Segundo miembro

romens  ceandom

[ [ ]

3x + xi <2x -6

i . 1T T
Términos

Incégnita: X
Grado: 2

Otras ecuaciones:
« Bicuadradas: ax*+bx*+c =0
X2 =t
x=+,t; x=+.t2 donde t; y t,
son las soluciones de at*+bt+c=0

o Factorizadas: (x-a):(x-b)-...=0
Soluciones: X=a
X=b

.. etc

Inecuaciones de primer grado

(' 0, a)

X < a 5
(- o, a]

<

x<a ®

X > a (a,:rcoo)
[a, + =)

X>a ®
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10.

|

Autoevaluacion |

. Resuelve la inecuacion: —-7x + 8(-4x —5) < -5x - 210

X —26

Resuelve la ecuacion: X — =9(x - 8)

Encuentra un numero sabiendo que si le sumo 8 veces el
consecutivo el resultado es 359

Encuentra dos numeros positivos consecutivos de forma que
su producto sea 272.

Resuelve la ecuacién: 3x? + 15x =0

Resuelve la ecuacién: 3x? - 768 =0

Encuentra dos numeros naturales consecutivos tales que la
suma de sus cuadrados sea 1105.

Resuelve la ecuacién : x* - 2937x? + 100=0

Resuelve la ecuacién: x% - 6x+8 =0

Resuelve la ecuacion: (x-9)(4x-8)=0.

cidead
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. a) x=15 b) x=5 6. a) (2, 3)
c) x=0 d) x=6 b) (3, 6)
2. a) x=5, x=-31/6 c) (-, -4] U [2, +o)
b) x=-2, x=-7/3 d) [1, 5]
©) st=iley 7= 7. 35y 36
d) x=21, x=1
8. 25
3. a) x=+ V12 b) x=+2
C) Xx=13 d) x=0, x=+3 9. 18
4. a)x=-3  x=5/2 10. Juan 2, Maria 14 afios
b) x=-3/5 x=4 11. 15mx16m
C) X=2 X=3/2 X=-4 12. 13 y12
e) x=0 x=-3 x=-1/2
13. 10/3
5. a) (-», 1) 14. 3v 2
b) (-=¢, 5] Y
c) (17/5, +w) 15. 2
d) (-, 2] 16. 22y -22
Soluciones
AUTOEVALUACION
1. (5, +x)
2. x=10
3. 39
4. 16y 17
5. x=-5 x=0
6. x=1 x-16 ) ) .
No olvides enviar las actividades al tutor »
7. 23y 24
8. x==2 X =18
9. x=4 x=2
10. x=9 x=2
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Objetivos

En esta quincena recordaras la
resolucion de sistemas de ecuaciones
y aprenderas a resolver también
algunos sistemas de inecuaciones.
Cuando la hayas estudiado deberas
ser capaz de:

e Resolver un sistema de ecuaciones
lineales con dos incégnitas por los
distintos métodos.

e |dentificar el nimero de soluciones
de un sistema de ecuaciones
lineales con dos incognitas.

e Utilizar los sistemas de ecuaciones
para plantear y resolver problemas

e Resolver sistemas de inecuaciones
con una incognita

Sistemas de ecuaciones

Antes de empezar.

1.Sistemas de ecuaciones lineales
Ecuacion lineal con incégnitas
Sistemas de ecuaciones lineales
Clasificacion de sistemas

2.Métodos de resoluciéon ..................

Reduccioén
Sustitucion
Igualacién

2.Aplicaciones practicas ..................
Resoluciéon de problemas

3.Sistemas de inecuaciones ...........
con una incégnita
Resolucion

Ejercicios para practicar

Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

cidead
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Antes de empezar

Los sistemas de ecuaciones lineales ya fueron resueltos por los
babilonios, los cuales llamaban a las incognitas con palabras
tales como longitud, anchura, area o volumen, sin que tuviera
relacion con problemas de medida.

Un ejemplo tomado de una tablilla babilénica plantea la
resolucion de un sistema de ecuaciones en los siguientes
términos:

1/4 anchura + longitud = 7 manos
longitud + anchura = 10 manos

En nuestra notacion el sistema es:

Anchura: x
Longitud: y
Manos: t

X+4y=28t
X+y=10t

Restando la primera de la segunda se
obtiene: 3y=18t

Luego: y = 6t
X = 4t
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1. Sistemas de ecuaciones
lineales

Ecuacion lineal con dos incognitas

Una ecuacién de primer grado se denomina ecuacién
lineal.

Una ecuacion lineal con dos incégnitas
es una igualdad algebraica del tipo:
ax+by=c, donde x e y son las incdgnitas,
y a, b y ¢ son nUmeros conocidos

Una solucion de una ecuacion lineal con dos
incégnitas es un par de valores (XY que hacen
cierta la igualdad.

Una ecuacion lineal con dos incognitas tiene infinitas
soluciones y si las representamos forman una recta

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incoégnitas esta formado por dos ecuaciones lineales
de las que se busca una solucion comun.

aj, by, az, by, ¢4, C2

{alx +byy =c¢c;
son nameros reales

a,X +byy =c,

Dos sistemas con la misma solucién se dicen
equivalentes

Una solucién de un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas
es un par de valores (X,y;) que verifican
las dos ecuaciones a la vez. Resolver el
sistema es encontrar una solucion.

3xX+y=12
Coeficiente de x= 3, Coeficiente de y=1
Término independiente =12
Una solucién de la ecuacion es:
x=1 y=9
Observa que 3:-(1)+9=12
Para obtener mas soluciones se da a X
el valor que queramos y se calcula la 'y
X=0->y=12-30=12
X=1->y=12-31=9
X=2->y=12-32=6
X=3->y=12-33=3
Si representamos los puntos en un

sistema de ejes coordenados forman
una recta:

7]

6 (3, 6)

5

4

3 (4,3)

7)

1] .
0 (5, 0)
01 2 3 4 ‘%i 6

Sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas:

2x+3y =14

3x+4y =19
x=1
y=4

Es una solucién del sistema
anterior

2)+3(4)=2+12=14
31)+4(4)=3+16=19
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Representar: X-2y=1
1y=0,5x-0,5

Damos valores:q X 0 1
< | y -0,

w= =7 1]
0

x
=
[
(98]

Recuerda como se representan las rectas
en el plano.

Observa como son los coeficientes de las
dos ecuaciones en cada caso:

a b c
A 2L 2 =21 |as rectas son paralelas
a by ¢

Si

o L& b c
y son coincidentes si —+ = —L = =1
a by ¢

X +4y =-7

Resolver: {
X-2y=1
Por SUSTITUCION
Despejamos x en la 22 ecuacion y
sustituimos en la 12: X=1+2y
3(1+2y)+4y=-7
3+6y+4y=-7 = 10y=-10
y=-1
x=1+2:(-1)=-1

Por IGUALACION
Despejamos x en ambas ecuaciones

-4y -7

e igualamos: =1+2y

-4y-7=3(1+2y)
-4y-6y=3+7 = -10y=10

y=-1
x=-1
Por REDUCCION
3x+4y=-7
Multiplicamos por 2 » 2x—4y=2
Sumando: 5x =-5
Luego: X=-1

Y sustituyendo:y=-1

cidead

En un sistema de ecuaciones lineales con dos
incognitas, cada ecuacidon representa una recta en el
plano. Discutir un sistema es estudiar la situacion de
estas rectas en el plano, que pueden ser:

e Secantes, el sistema tiene solucién Unica, se llama
Compatible Determinado.

e Coincidentes, el sistema tiene infinitas soluciones,
es Compatible Indeterminado

e Paralelas, el sistema no tiene solucién, se llama
Incompatible.

COMPATIBLE COMPATIBLE
DETERMINADO INCOMPATIBLE INDETERMINADO
7 ey . . .

3 /. 3 }d 3
X3y =1/ 2l x-2y=-
s ’ /
. Vs /
(_1??}""’: 1 rf"'f 1 /
ZANY y
s 0™~ i f'/ 1] 5 Q
s 2 -

Ao 2 /2 -
.z"/ -1 S /S -1
X-y=-2 X

2 1 2 2

1IN

.
:
\
%
-
.

-3 -3 -3

2. Resolver sistemas

Para resolver un sistema de ecuaciones utilizamos
cualquiera de los tres métodos siguientes:

Método de sustitucion

Consiste en despejar una de las incégnitas en una de
las ecuaciones y sustituir la expresion obtenida en la
otra ecuacion, se llega asi a una ecuacion de primer
grado con una sola incognita; hallada ésta se calcula
la otra.

Método de igualacion

Consiste en despejar la misma incognita en las dos
ecuaciones e igualar las expresiones obtenidas. De
nuevo obtenemos una ecuacién de primer grado con
una sola incognita.

Método de reduccidn

Consiste en eliminar una de las incégnitas sumando
las dos ecuaciones. Para ello se multiplica una de las
ecuaciones 0 ambas por un niumero de modo que los
coeficientes de x o de y sean iguales y de signo
contrario.
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EJERCICIOS resueltos

3X+2y =17

, razona si los siguientes pares son solucion.
5x -y =11

Dado el sistema: {

3(3)+2(4)=9+8=17
53)-(4)=15-4=11
3(5)+21) =15+2 =17
5(5)— (1) =25-1 = 24#11
3(3) +2(1) =9 +2 = 11#17
53)- (1) =15-1=14#11

a) x=3 , y=4 Sol: Si es solucion {
b) x=5, y=1 Sol: No es solucidon {

c) x=3, y=1 Sol: Si es solucién {

Escribe un sistema de dos ecuaciones cuya solucion sea:
a) x=1, y=2 Sol: {:;( i_ )2/y2237
3x-y=8
2Xx-y =5
3x+5y =21
X -4y =-10

b) x=3 , y=1 Sol: {

c) x=2 , y=3 Sol: {

., . 3x+2y =8
Haz una tabla de valores y da la solucién del sistema: Y
5 -y =9
x =2 x|-2 -1 0 1 2 x|-2 -1 0 1 2
Sol 3x+2y =8 > Bx -y =9 >
= y|7 11/2 4 5/2 1 y|—19 14 9 -4 1

Escribe una ecuacion para completar con la x —y = 1, un sistema que sea:
a) Compatible determinado

b) Incompatible

¢) Compatible indeterminado

a) Por ejemplo 2x +y =2 b) Por ejemplo, 2x — 2y = -3  c¢) Por ejemplo, 3x — 3y = 3

100
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EJERCICIOS resueltos

5. Resuelve por sustitucion:

a){x+4y:—25 b){3x+5y:45

-10x -5y =5 -4x -y =-43

Despejamos x en la 1& ecuacion Despejamos y en la 22 ecuacion

x=-25-4y sustituimos en la 22 y=-4x+43 sustituimos en la 12

-10(-25-4y)-5y=5 = 250+40y-5y=5 3X+5(-4x+43)=45 = 3x-20x+215=45

35y=-245 = y=-7 -17x=-170 = x=10
x=-25-4.(-7)=3 y=-4-10+43=3

6. Resuelve por igualacion:

a) -4x+y =20 y =20 + 4x b) -3x-4y =31 X=(B1+4y)/-3
6x -9y =0 y=6x/9 5x -9y =11 X=001+9y)/5
20 + 4x = 69—X — 180+36x=6x 1 +34y - 11;9)' = 5(31+4y)=-3(11+9y)
30x=-180 = xX=-6 155+20y=-33-27y = 47y=-188 = y=-4
y=-36/9=-4 x=(11-36)/5=-5
7. Resuelve por reduccion:
5x —10y = 25 b 5x +3y =21
8x+2y =4 7X +8y =37
5x -10y=25 Se multiplica por -7 —» -35x-21y=-147
Se multiplica por 5 -» 40x+10y=20 Se multiplica por 5 - 35x+40y= 185
Sumando: 45x =45 Sumando: 19y= 38
x=1 y=-2 y=2 x=3
3(x+3)=y+10
8. Resuelve: ( ) =Y
X+2(y+1) =7
Se quitan paréntesis y se reorganiza cada ecuaciéon, quedando el sistema equivalente:
3x-y=1
X+2y =5
que resolvemos por sustitucion: x+2(3x-1)=5 x+6x-2 =5 =7 x=1 y=2
X y_ 22
9. Resuelve {3 5 15
X -7y =28
quitando denominadores y simplificando la 22 ecuacion, S5x -3y =22
el sistema se convierte en uno equivalente. X-y=4
Por REDUCCION: 5x -3y = 22
-3x+3y =-12
2X =10 = x=5 y=1
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3. Aplicaciones practicas

Resolucion de prob|ema3 L i
: Recuerda los pasos:

Para resolver un problema mediante un sistema, hay : »  Comprender el enunciado
que traducir al lenguaje algebraico las condiciones del 1

. , . Identificar las incognitas
enunciado y después resolver el sistema planteado.

] ] . : ® Traducir a lenguaje algebraico
Comienza por leer detenidamente el enunciado hasta :
asegurarte de que comprendes bien lo que se ha de :
calcular y los datos que te dan. : ® Resolver el sistema

i ®  Plantear las ecuaciones

Una vez resuelta el sistema no te olvides de dar la ® Comprobar la solucién
solucién al problema. :

v/ Maria y su hija Sara tienen en la actualidad 56
afios entre las dos. Si dentro de 18 afios Sara
tendra 5 afios mas que la mitad de la edad de su
madre, ¢;qué edad tiene actualmente cada una?.

SOLUCION

Llamamos x a la edad de Maria.
y a la edad de Sara
La suma de las edades es 56: Xx+y=56
Dentro de 18 afios tendran x+18, y+18
Y entonces la edad de Sara serd y+18=5+(x+18)/2
El sistema es:

X+y =56 X+y =56 Solucién:  Maria tiene 40 afios

y+18:5+%18_> -X+2y=-8 Sara tiene 16 afos

Comprobacion: 40+16=56

Por Reduccion: 3y =48 y=16 Dentro de 18 afios tendran
X= 56 — 16 = 40 58y 34, 34=5+ 58/2

v Una parcela rectangular tiene un perimetro de 240
m, si mide el triple de largo que de ancho, ¢cuales
son las dimensiones de la parcela?.

SOLUCION

Llamamos x al ancho de la parcela
y al largo de la parcela
El largo es el triple del ancho: y=3X
El perimetro es: 2x+2y=240
. y = 3X Solucién: Ancho = 30 m
El sistema es: {x ty =120 Largo = 90 m

Comprobacion: 90=3-30
2:90+2-30=240

Por sustitucion: x+3x=120 4x=120 Xx=30 m
y=90
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EJERCICIOS resueltos

10. Jorge tiene en su cartera billetes de 10€ y 20€, en total tiene 20 billetes y 440€
¢Cuantos billetes tiene de cada tipo?

x : Billetes de 50€ [x+Yy =20 X+y=20 -y=20-x

y : Billetes de 10€ {50x+10y=440 - {5x+y=44 ~ y =44 -5x
20-x=44-5x _ 4x =24 . x=6 A{X=6
y=20-x=20-6=14 y =14
Tiene 6 billetes de 50€ y 14 billetes de 10€

11. En un examen de 100 preguntas Ana ha dejado sin contestar 9 y ha obtenido 574
puntos. Si por cada respuesta correcta se suman 10 puntos y por cada respuesta
incorrecta se restan 2 puntos, écuantas ha contestado bien y cuantas mal?.

X: n° de respuestas correctas, y: n® de respuestas incorrectas,
en total responde 100-9=91 preguntas.

x+y =91 2x +2y =182
10x -2y =574  10x -2y =574
12x = 756 - X=63 preguntas bien y=91-63=28 mal

12. En una curso hay 70 alumnos matriculados. En el Gltimo examen de Matematicas
han aprobado 39 alumnos, el 70% de las chicas y el 50% de los chicos. ¢Cuantos
chicos y cuantas chicas hay en el curso? (50 y 20)

x: chicas y: chicos en total hay 70: X+y=70
aprueban 39: 0,7x+0,5y=39
X+y =70 -5x -5y = -350
{7x+5y =390 = 7x+5y =390
2X =40 - x=20 chicas
y=50 chicos

13. Al dividir un nidmero entre otro el cociente es 2 y el resto es dos. Si la diferencia
entre el dividendo y el divisor es 54, ¢de qué niumeros se trata?.

Dividendo: x Divisor: y X-y=54
Dividendo=divisor - cociente + resto X = 2y+2

X-y=54 2y+2-y=54 , y=52
X=2y+2 x=2052+2 =106
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3. Sistemas de inecuaciones
con una incognita

Resolucion

Un sistema de inecuaciones con una incoégnita esta

formado por dos o0 mas inecuaciones con una 3x 12 > -3x
incognita. 3x +15 > 8x

Para resolver un sistema de inecuaciones con una

incognita se resuelve cada inecuacion por separado y Cada inecuacién por separado:

se busca la interseccién de todas las soluciones.

La solucién serd un intervalo, una semirrecta o puede
ocurrir que no haya solucion.

3x-12 > -3x 3x+15>8x
3X+3x>12 3x -8x > -15

6x >12 -5x > -15
<< a a b X >2 X <3
B . [a, e (P —
%x<b Sol: [a, b)
Solucién:

a b
x~a Sol: (b, +x) O O— (2, 3]
x=>b

2 3
e —)

xX=a Sin solucién S 0
X< b O o

EJERCICIOS resueltos

16X —9 < 19x

14. Resuelve:
15x + 20 > 5x

16X —9<19x — 16x—19%x <9 — -3x<9 - x>-3
15x +20>5x — 15x—-5x>-20 — 10x=>-20 —» x=>-2

-3 -2
Sol: [-2, +x ) O @

-11x <3x -28

15. Resuelve:
14x + 42 > 16x

-11x<3x—28 > -11x—3x<-28 > -14x<-28 —> x>2
14x + 12 > 16x — 14x—-16x=>-12 — -2x>-12 —» X<6

2 6
Sol: (2, 6] e O —

3(2x +5) < x

16. Resuelve:
13x <16x-18

32x+5)<x —> 6x+15<x —> 5x<-15 —> x<-3
13x<16x—18 —» 13x—16x<-18 —» -3x<-18 > Xx=>6

-3 6
Sin solucién O ®
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1. Calcula el

valor de c para qué la
solucién de la ecuaciéon, x + 7y = ¢ sea:

a) x=1,y=2
b) x=3,y=-3
C) x=5,y=0

d) x=-2,y=3

. Halla una solucién (x,y) de la ecuacién
-4x +y =17 sabiendo que:

a) x=1
b) y=-7

. Escribe un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas cuya
solucién:

a) x=4,y=-3
b) x=1,y=-2
) x=0,y=5

d x=1,y=1

. Escribe un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incdgnitas que:

a) tenga infinitas soluciones
b) tenga una sola solucién

€) no tenga solucién

. Razona si el punto (x,y) es soluciéon del
sistema:

2x +3y =18
a) x=3,y=4—>
3X+4y =24

5x -3y =-1
b) x=1,y=2 >
3x+4y =11

cidead

6.

10.

Para practicar |

Resuelve graficamente los siguientes

sistemas:
X+y=6
2xX +2y =12

b) {x+y=8
X-y=2

. Resuelve por reduccion:

2 =
a) X+y =15
X -2y =-15

b —-7X + 6y = -29
X+3y =8

. Resuelve por sustitucion:

-12y =1
a) {X y

-4x -9y =15
X+6y=3
-9x +2y = -83

. Resuelve por igualacion:

-2y =17
a) {X y

7X -6y =47
X -4y =32
b) y
X -3y =-17
X -2y =-14
c) Y
X+4y =4
Resuelve los siguientes sistemas por el

método que consideres mas adecuado:

x y 3 X y -3
a5 4 5 b)yi{sa 8 8
4x -2y =12 8x +5y =33
X y 8 X y 4
{2373 d)y{o 2 9
X+ 3y =34 5x -7y =20
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

106

Hallar dos numeros sabiendo que el
mayor mas seis veces el menor es igual
a 62 y el menor méas cinco veces el
mayor es igual a 78.

Dos numeros suman 241 y su diferencia
es 99. {Qué numeros son?

Pedro tiene 335 € en billetes de 5€ y de
10€; si en total tiene 52 Dbilletes,
¢cuantos tiene de cada clase?.

En un hotel hay 67 habitaciones entre
dobles y sencillas. Si el nUmero total de
camas es 92, ;cuantas habitaciones hay
de cada tipo?.

Se desea mezclar vino de 1 €/litro con
vino de 3 €/litro para obtener una
mezcla de 1,2 €/litro. ¢(Cuantos litros
deberemos poner de cada precio para
obtener 2000 litros de mezcla?.

En un almacén hay dos tipos de
lamparas, las de tipo A que utilizan 2
bombillas y las de tipo B que utilizan 7
bombillas. Si en total en el almacén hay
25 lamparas y 160 bombillas, ¢cuantas
lamparas hay de cada tipo?.

En un parque de atracciones subir a la
noria cuesta 1 € y subir a la montana
rusa 4 €. Ana sube un total de 13 veces
y gasta 16 €, ;cuantas veces subid a
cada atraccion?.

En un corral hay ovejas y gallinas en
namero de 77 y si contamos las patas
obtenemos 274 en total. ;Cuantas
ovejas y cuantas gallinas hay?

Encuentra un nudmero de dos cifras
sabiendo que la suma de éstas es 7 y la
diferencia entre el nimero y el que
resulta al intercambiarlas es 27.

La suma de las edades de Luisa y de
Miguel es 32 afios. Dentro de 8 afios la
edad de Miguel sera dos veces la edad
de Luisa. {Qué edades tienen ambos?

MATEMATICAS A

21.

22.

23.

24.

25.

26.

a) {— 3x < 2(-6x + 8)

Maria ha comprado un pantalébn y un
jersey. Los precios de estas prendas
suman 77€, pero le han hecho un
descuento del 10% en el pantalon y un
20% en el jersey, pagando en total
63'6€.,Cudl es el precio sin rebajar de
cada prenda

Halla dos numeros tales que si se
dividen el primero por 3 y el segundo
por 4, la suma de los cocientes es 15,
mientras si se multiplica el primero por
2 y el segundo por 5 la suma de los
productos es 188.

Resuelve los sistemas de inecuaciones:

) {—9x212x—28

-16x - 31 < -5x 6(x +5) < 2x
° 16x — 39 < 5x
{X —3x<0 d) {-4x >12x 15
2x =56 <11x 6(2x + 7) < 2x
Rosa quiere comprar globos vy

serpentinas para adornar la fiesta de fin
de curso. Quiere comprar doble nimero
de paquetes de globos que de
serpentinas y no quiere comprar menos
de 30 paquetes de globos. Si el paquete
de serpentinas vale 4€ y el de globos
3€, y ademas no quiere gastar mas de
248€. ¢Cuantos paquetes de
serpentinas puede comprar?.

La piscina del edificio A es un cuadrado
y la del edificio B un rectangulo, uno de
cuyos lados mide lo mismo que el del
cuadrado y otro 6 m. Para qué medidas
del lado del cuadrado el perimetro de la
piscina del edificio A es mayor que el de
la piscina del edificio B.

Pedro tiene 87 € para comprar todos los
discos de su cantante preferido. Si cada
disco costase 23 € no tendria suficiente
dinero, pero si costase 15 € entonces le
sobraria. ¢Cuantos discos tiene el
cantante?.
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Sistemas de inecuaciones
de primer grado
con dos incbégnitas

Para saber mas h.i,(}

Un sistema de inecuaciones con dos
incognitas, esta formado por dos 6
mas inecuaciones con dos
incégnitas.

ax+by<c
a,x+by <c,

Se resuelve graficamente.

Para representar graficamente Ila
solucibn de un sistema de
inecuaciones de primer grado con
dos incégnitas, se representa el
semiplano solucion de cada
inecuacion y se toma la interseccion
de todos los semiplanos
representados

OTRO EJEMPLO

X+2y—220
2x—y—4<0
y—3<0

La solucién es el triangulo

de vértices ABC, comun a
las tres zonas

X+8y > -8
-3x +15y > 15

Se resuelve por separado cada inecuacion:

X+8y>-8 -3x+5y>15

o

La solucién es la zona comUn a las dos soluciones,
la zona rayada en rojo

cidead
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Ti | Recuerda
J

lo mas importante

Sistemas de dos ecuaciones
de primer grado con dos incoégnitas

Viene dado por la expresion:

ax+hby=c
px+qy =r

a, b, p ,q son los coeficientes
c y r son los términos independientes

Métodos de solucién
e Reduccion
e Sustitucién
e lgualacién

Sistemas de inecuaciones
con una incognita

La solucibn de una inecuacién es

un

conjunto de puntos de R. Sera de alguna

de estas formas:

Dos 6 mas inecuaciones lineales con una

incognita forman un sistema
inecuaciones lineales.

Para resolver un sistema
inecuaciones con una incoégnita

resuelve cada una por separado.

La solucién del sistema es
interseccion de todas las soluciones.

de

de
se

la

Clasificacion

e Sistema Compatible Determinado
El que tiene una Unica solucién

e Sistema Compatible Indeterminado

El que tiene infinitas soluciones

e Sistema Incompatible
El que no tiene solucion

X< a [a, b)
x<b = a b
. (b, +=)
O Oi—
x>b a b
x>a fin solucic’)n.
X< b a b

Para resolver problemas

v" Comprender el enunciado.
V" Identificar las incégnitas.

v Resolver el sistema.

V" Comprobar las soluciones.

v" Traducir al lenguaje algebraico.
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10.

cidead

Autoevaluacion P

Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas cuya Unica solucién sea: x=5, y=-9

Halla el valor de a para qué el sistema siguiente sea
compatible indeterminado.
ax -6y =3
-12x - 24y = -12

11x — 4 < 12x

Resuelve el sistema:
-2X + 14 > 5x

Escribe una solucién de la ecuacion: —-x +2y =4

3x+y =13

Resuelve por reduccion:
2Xx -y =17

3x +4y =18

Resuelve por sustitucion:
5x -y =7

X + 4y =23

Resuelve por igualacion:
X + 5y =28

Halla dos numeros cuya diferencia sea 18 y su media
aritmética sea 124

2x + 10y = 56

Indica qué tipo de sistema es:
X + 5y =28

Halla las dimensiones de un rectangulo de perimetro 692 cm
si la base mide 40 cm menos que la altura.
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. a) 15 b) -18 10. a) x=7 y=8 b) x=1 y=5
c) 5 d) 19 c) x=4 y=2 d) x=4 y=0
2.a) x=1y=21 11. 14y 8
Y R==BY =7 12. 170, 71
3 & {X+y=1 b) {X+y=—1 13. 80y 320
2L =3 Ry =4 14. 15 de 10€ y 37 de 5€
o) (XY TS gy XY =2 15. 25 dobl il
2y gy = . 25 dobles y 42 sencillas
16. 1800 litros de 1€ y 200 litros de 3€
4. a) X+y=1 b) X+y=2 ) )
- 2X + 2y = 2 X—-y =0 17. 3 de tipo Ay 22 de tipo B
{x +y=1 18. 12 veces a la noriay 1 a la montafia
X+y=2 19. 17 gallinas y 60 ovejas
5. a) no b) si 20. El n°® 52
6. a) Hay infinitas soluciones 21. El pantalén 20€ y el jersey 57€
b) x =5y =3 22. Luisa tiene 8 y Miguel 24 afios
/. a)x=3y=9 23. a) [31/11, 16/9) b) (-, -15/2]
b) x=5y=1 ©) [0, 3] d) (-0, -21/5]
8. a)x=-3y=-1/3 24. entre 15y 24
b =9y=-1
) x=9y 25. x>6
9. a) x=-1y=-9 26. entre 4 y 5 discos
b) x=4y=7
Soluciones
AUTOEVALUACION
1. X+y=-4
X-y=14
2. a=-3
3. [-4.2]
4. x=0 y=2
5. x=4 y=1
6. x=2 y=3
7. x=3 y=5
8. 133y 115
9. SCi
10. base=153 altura=193
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7 Semejanza y trigonometria

Objetivos

Antes de empezar.
En esta quincena aprenderas a:

) 1.Semejanza .........cccccviieeeeiieee, pag. 114
e Reconocer triangulos Teorema de Tales
semejantes. Tridngulos semejantes
e Calcular distancias inaccesibles, Te’orema de _Pltagqras
aplicando la semejanza de Calculo de distancias
triangulos.
® Nociones basicas de : . ,
trigonometria. Z.Eziionrilgzr:rlgonometrlcas .................. pag. 118
e Calcular la medida de todos los Relaciones fundamentales
lados y los angulos de un
triangulo rectangulo a partir de
dos datos. 3.Resolucidn de tridngulos
rectangulos ......ccccceeeveveeeeececee e pag. 121
Dos lados

Un cateto y un angulo agudo
Hipotenusa y un angulo agudo
Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen

Autoevaluacion
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Antes de empezar

pirdmide con la
sombra de una

'A Tales midio la
F- altura de una
P

Los egipcios, en su afan por Una cuerda con 12 nudos era
mejorar la agricultura una herramienta para trazar
desarrollaron la geometria Fﬂrlllilldil:l-ll_llrns

Hay cientos de
demostraciones del
teorema de Pitdgoras

Midiendo sombras y dngulos
Eratistenes calculd el radic
de la tierra hace 2200 anos.

| R =
: H:uii,;ﬁtml
- [ﬂrf&_ll:la achatada

Investiga jugando

¢Como hacer carambola a una banda?

Si has jugado al billar, sabras que hacer carambola a una banda
significa que la bola lanzada debe dar una vez en el marco de la
mesa antes de hacer carambola. Basta aplicar la semejanza para
conseguirlo, ¢éCémo?

¢Hacia donde debemos dirigir la bola amarilla para que después
de rebotar en la banda vaya a la bola roja?
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1. SemEja Nza Solo cuando las rectas azules son paralelas,

se obtienen segmentos proporcionales

Teorema de Tales

El teorema de Tales se puede ver en la derecha,
afirma que cuando se cortan dos semirrectas con dos
rectas paralelas, los segmentos que se obtienen en
cada semirrecta guardan la misma proporcion.

Este teorema nos indica que si dos tridngulos tienen
los angulos iguales, los lados son proporcionales.

El reciproco también es cierto, por lo que se pueden
deducir los criterios de semejanza de tridangulos.

Triangulos semejantes

Dos figuras son semejantes si por homotecias y A’
movimientos coinciden. En poligonos significa que

los lados han de ser proporcionales y los angulos 1. Angulos iguales
iguales. (con dos basta)

¢ PO
y B=B'
Los anguloﬁ |gua|e5 a b 2. Un angulo igual y los
- lados
o= ..
C

aue lo forman

Los lados proporcionales proporcionales
. b'/b = c'/c o ye_c
Por el teorema de Tales para que dos triangulos . ,
- B' c’ 3. Lados proporcionales
sean semejantes basta con que se cumpla alguno a b
de los tres criterios de la derecha b ¢

Teorema de Pitagoras

El teorema de Pitagoras dice que en un tridngulo
rectangulo, de catetos a y b, y de hipotenusa c, se

cumple que - il
a?+b%=¢c? / X
La imagen es una demostracion grafica del teorema. e
az x=-/10°- 8°=6
2 ' —
C 49.8) -~ ()
C bz / / '%lra
a /d/ l\ C1-C/
2

En la derecha vemos algunas aplicaciones de este
teorema, utilizado calcular hipotenusas, catetos, d=+/ (8-2)2+(9-1)% | (x-¢,)*+(y-c,)*=r
distancias entre puntos y ecuaciones de

circunferencias.
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EJERCICIOS resueltos

0A _ OA° y 0A" OB
Ok 0B

1. Halla en los casos a) y b) las proprociones ' 0B 0B

b)

—_ iz

. 3 9 4
SI . _ = — _ == b)— ==
oluciones a)4 y 3 )2 y

2. Contesta razonadamente:

a) éSon semejantes?

|
L T |
i

J

Si, puesto que los lados No, los angulos son No, los angulos no son
estan en proporcién 2/3 y  iguales pero los lados no iguales.
los angulos son iguales. son proporcionales.

b) Un tridngulo con un angulo de 30° y otro de 40° (es forzosamente semejante a
un triangulo con un angulo de 30° y otro de 110°?

Si, pues como los angulos de un triangulo suman 1809, se concluye que los angulos
de los dos triangulos son iguales y por el criterio 1, son semejantes.

c) Un triangulo de lados 3, 6 y 7 cm, ées semejante a otro cuyos lados miden 9, 36 y
49 cm?

No, pues los lados no son proporcionales.

d) Un cuadrilatero de lados 3, 4, 5 y 6 cm ées necesariamente semejante a otro de
lados 6, 8, 10y 12 cm?

No, pues aunque los lados son proporcionales, en poligonos de mas de tres lados
esto no basta para que ocurra la semejanza, han de ser ademas los angulos
iguales.

e) Dos triangulos que tienen un angulo de 20° y los lados que los forman en uno
miden 6 y 15 cm, en otro, 4 y 10 cm éSon semejantes?

Si, por el segundo criterio, ya que la proporcion entre los lados que forman el
angulo igual es en ambos casos 2/5.
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EJERCICIOS resueltos (continuacion)

f) Dos poligonos regulares con el mismo nimero de lados, éson semejantes?

Si, los angulos son iguales, (n°® de lados-2)180°/n°® de lados, y los lados,
proporcionales.

g) Los lados de dos tridngulos miden 3, 6 y 7cm, en uno, y 18, % y 742 en otro.

¢Son semejantes?

Si, pues los lados son proporcionales: J18 =3.42; % _ %

y en triangulos basta con esta condicién (criterio 3)

3. Los triangulos de la figura son semejantes, halla la medida del lado x

5=E:>X=5
4 8
10
A
& 8

4. Halla la altura del arbol

lam

. Sorbra=0,84m

Tw

=2,16m

5. Calcula la hipotenusa en el triangulo| 6. Calcula el cateto en el tridngulo de la
de la figura (la solucién se ve dando la figura (la solucion se ve dando Ila
vuelta a la hoja) vuelta a la hoja)

gL =X CLf-=X"gLl=X
GCT - =X"ggT =X SOLLIELUNS RAOLY
X

12 SOWELINS BIOLY 6F- LEL =X
FhL + L8=X SOPEIPEND S0] SOWEZESH

[

X
SOPEBIPDEND 50] SOLUETZ||EE - s

pElp [ lleay A b =X
= seJofeld ap ‘L2 o
ZL+ B=X elld ap L2 Jod

sejofield ap [ |aiog
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7. Calcula la distancia entre los dos
puntos de la figura (la solucion se ve
dando la vuelta a la hoja)

(5,9) 5

LEL - =X* gL =X

9--2 o
s L +Z17 _Zx
X selofield ap L |2
e1|de as sojund sop alua
1.2 BIIUEISID B JEINI|ED BlEd

-1

9. Para calcular la distancia desde la playa
a un barco se han tomado |las
medidas de la figura. Calcula Ila

distancia al barco.

EJERCICIOS resueltos (continuacion)

8. Calcula la ecuacion de la circunferencia
de la figura (la solucién se ve dando la
vuelta a la hoja).

= |

radio ElaUIBIN DD

B| 8P UOIIENIS B| S8 B]ET
= e+l + (L)

(x.y) G
by =AY+, () x)
‘0lpel | BNl S8 ouad e

BlaUAIAIUNLD Bl 8 olund
Janh|ena ap BIaUEISID B

10. Calcula la distancia entre los arboles A
y B.

=4—20m=35m
12

X ~10m
30m+12m 12m

12. Halla la longitud x del sedal que no
estd en el agua.

360 Por el T. De Pitagoras a=5 y por T. de Tales
X=43m_3m_ 43m-2lm=x-85m

7m 5m 5
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2.Razones trigonométricas
Definicion

La razén o cociente entre dos lados de un triangulo
rectangulo determina su forma.

Estas razones, denominadas razones trigonométricas,
se resumen en la tabla siguiente,

Razones tangent
- I seno coseno
trigonométricas e
Abreviaturas sen tg

SCN K = Tu:

o= —0

cat

tg 6t = —

Son importantes también las razones inversas asi la
razén de la hipotenusa entre el cateto adyacente se
llama secante, memoriza los tridngulos de la derecha
que seran muy Uutiles para resolver tridangulos mas
adelante

Relaciones fundamentales

Si se aplican la semejanza y el teorema de Pitagoras a
los tridngulos rectangulos "basicos", es decir, con
hipotenusa=1 o con cateto adyacente=1, se obtienen
las relaciones fundamentales de la trigonometria:

Los triangulos OBA y OB’A’ son semejantes:

sena tga sena
_ Ga luego | tga =
cosa 1 cos a.

Aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo OBA
de la figura obtenemos:

seno + cos?a =1

Triangulos semejantes,
misma razon=misma forma

cCOs O
Cateto-adyacente a o

senao.
COso.

tg o

\!

serfa+cos?a =1
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En un triangulo
equilatero los
angulos miden 60°

Con el Teorema de [ ’/Y\
Pitdgoras se calcula { // N
la altura I

X = 127(1J2 zﬁ : 7 ‘\
VTR T g \

En un cuadrado de
lado 1

con el Teorema de
Pitdgoras se calcula
la diagonal

diag = \/12 +12 = \E

\L'Il.
Con la calculadora

e Dado un angulo o obtener
sus razones trigonométricas.

Por ejemplo el sen 28° 30°
Pon la calculadora en modo DEG
Teclea 282" 30°"'" sin
0,477158760

En algunas calculadoras hay que
pulsar la tecla sin antes de
introducir el angulo, comprueba
cémo funciona la tuya.

Obtenemos:

Si queremos obtener el cosa 6 la
tga procederemos de la misma
forma pero pulsando las teclas
cos y tan respectivamente.

e Dada una razén obtener el
angulo o correspondiente.
Con el mismo valor que tienes
en la pantalla : | 0,477158760

Comprueba que la calculadora
sigue en modo DEG

Teclea SHIFT| sin

Obtenemos : | 28,5 | en grados,
si queremos grados, minutos y
segundos, pulsamos SHIFT ©°*"™
obteniendo (28° 30"

cidead

Razones de 30°, 45°y 60°

Los angulos de 309, 45° y 60° aparecen con bastante
frecuencia, fijate cdmo se calculan sus razones a
partir de la definicidn si buscamos los tridngulos
adecuados.

30° 450 60°
sen 1/2 S22 J572
cos 302 272 1/2

Memorizar esta tabla es facil si observas el orden que
guardan. Una vez aprendidos los senos con las raices
consecutivas, los cosenos salen en orden inverso.

EJERCICIOS resueltos

13. En el tridngulo de la figura calcula:

a) sen a d) sen B
b) cos a e) cos B 3
c) tg a f) tg B
4
a) sena:§:0,6 d) senB:i:O,S
5 5
b) COSOL:i=0,8 e) cos[3=§=0,6
5 5
3 4 5
tga===0,75 f) t =—=1,3
c) tga 7 ) tg B 3

14. Obtén con la calculadora:
a) sen 30° = 0,5
b) cos 60° = 0,5
c)tg45° =1

15. Obtén con la calculadora los angulos o y B del
ejercicio 5.

o: Tecleamos 0 6 SHIFT| sin| —» 36,870
B: Tecleamos O . |8 SHIFT sin — 53,13°

Observa que en efecto suman 900°.
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EJERCICIOS resueltos

16. Decide qué razones del angulo a corresponden a los lados a, by c

Solucion a=tg a b=sen a c=cos a

17. En el siguiente triangulo calcula el sena, cosa y tg a

sen o = 8/17
17 8
cos o = 15/17
o
15 tg a = 8/15

18. Comprueba en el angulo o del triangulo de la figura que se cumplen las relaciones

fundamentales

GIENE ][V
|
|
Il
(ol
(@]
Q

> P 3 (42 9 16 25 sena
sen‘a+cos‘oa=[2| +|=| ==+===2-1 _
5 5 25 25 25 CoS a.

19. Calcula el coseno y la tangente de un angulo agudo a tal que sen a=0,3
cos? a =1-sen®o = cos® o =1- 0,32 =1-0,09=081= cosa=+,081=0,9

sena. 0,3 1

tga =
cosa 09 3

20. Comprueba que se cumple la relacién: 1+ tg® a=sec? a
2

seno seno oS’ o + sen‘a 1 2
=1 = = =sec” a

Cos a

COS2 (0 COS2 o COS2 a

1+tgza:1+[

Recuerda el triangulo:

sec o tg o
(04

cidead
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Calcular la altura del monte.

x = 650-sen 30° = 650-0,5=325

Calcular la altura de la torre.

x = 20-tg 45° = 20-1=20m

Resolver el tridngulo.

hipotenusa = V72 +10% = 4149

Con la calculadora: atan(0,7)=35°
Y el otro angulo: 90°-350=550

3. Resolucion de triangulos
rectangulos

Resolver un tridngulo rectangulo es calcular los datos
desconocidos, lados o angulos, a partir de los
conocidos.

Veamos los casos que se pueden presentar.

a) Conocidos un angulo y la hipotenusa

Para hallar los catetos de un tridngulo rectangulo del
que se conocen las medidas de la hipotenusa y de
un angulo agudo, pensaremos en el tridngulo:

que multiplicamos por
Sen O |a hipotenusa

COSs O

C-senaua

50 900
C*=COS o

b) Conocidos un angulo y un cateto

Para hallar los lados de un triangulo rectangulo del
que se conocen las medidas un cateto y de un
angulo no recto, pensaremos en el triangulo:

que multiplicamos por

sec O
tg el cateto adyacente

crtga

c) Conocidos dos lados

Para hallar el otro lado del tridngulo se aplicara el
teorema de Pitagoras, el angulo se determinara como

cateto opuesto
cateto adyacente
cateto opuesto
hipotenusa
dependiendo de los datos iniciales.

el arco cuya tangente es

0 bien como el arco cuyo seno es

Para calcular el otro angulo basta restar de 900°.

cidead
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EJERCICIOS resueltos

21. Calcula las pulgadas y el formato de una pantalla cuya base mide 64 cm y su altura
36 cm

36 cm

For el teorema de Pitagoras, 12 diagonal mide
encm;

J64%+ 3623600 =60

Lo gue en pulgadas es 60-0.39=23 4

Fara hater este ejercicio debes saber gue La tangente de a, g“_é simplificada da %
1cm =0.39 pulgadas v Tormato de pamtalla = tgia)

Asi enuna pantalla de 25 pulgadas en formato 16:9

tgle)=16/9 v su diagonal rmide 25 puloadas.  Ejercicio | 1819 23 el formato de la pantalla.

22. En el siguiente triangulo rectangulo calcula la medida de sus lados y de sus angulos.
Solucién: el otro angulo es de 90°-390=510°,

Utilizamos el triangulo basico de la tangente para calcular
los otros lados

7-'secd 7 't939°
sec O tg o
39° A ° 39°
1

[4 T

23. Resuelve el triangulo de la figura.

Solucién: el otro angulo es de 90°-310=599,
Utilizamos el tridngulo basico del seno para calcular los
otros lados

9
9-8en31®

cos a 9-c0831°

31°
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m Para practicar

1. Halla x en cada caso

5. Calcula la

19

6 \ 15 | 13 \

22

24 \26\

2. Las medidas de tres lados homodlogos
de dos cuadrildteros semejantes son:

4 cm X cm 7 cm
20 cm 10 cm y cm
Hallax ey

3. La base de un monte se observa a una
distancia de 5,6 km. Se mueve una
regleta de 29 cm hasta cubrir con ella
visualmente la base y en ese momento
la distancia de la regleta al ojo del
observador es de 1 m.

Calcula la anchura de la base del

monte.
4, Calcula

la
anchura
del rio.

,/.J.

’.__"' X
4 37
P p—— —
7 ’J.f

profundidad
del pozo.

6. (Por donde se ha de cortar la hoja para

que el trozo de la izquierda sea
semejante a la hoja entera?.

19cm

T
I
[}
I
[}

Xcm |

: 9cm
i

7. Dibuja en tu cuaderno un triangulo con

un angulo de 69° y uno de los lados
que lo forman de 9 com. ¢{Son
semejantes todos los tridngulos que
cumplen estas condiciones?

. Dibuja en tu cuaderno un triangulo con

un angulo de 56° y el cociente de los
lados que lo forman igual a 3. éSon
semejantes todos los tridngulos que
cumplen estas condiciones?

.Calcula el lado de la base de la

piramide.

cidead
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

22,

124

a) sen 300

Calcula la altura de la piramide en cada
caso.

Halla la distancia entre los puntos
('31 4) Yy (51 '2)

Ecuacion de la circunferencia de centro
(0,-1) y radio 3.

Halla con la calculadora las siguientes
razones trigonométricas:

b) cos 679 c) tg 45°

Un angulo de un tridangulo rectangulo
mide 479 y el cateto opuesto 8 cm,
halla la hipotenusa.

La hipotenusa de un tridangulo
rectangulo mide 26 cm y un angulo
669. Calcula los catetos.

Un angulo de un tridangulo rectangulo
mide 449 y el cateto adyacente 16 cm,
calcula el otro cateto.

El cos de un angulo agudo es 3/4,
calcula el seno del angulo.

La tangente de un angulo agudo es
12/5 calcula el seno.

El sena =3/5y o es un angulo agudo,
calcula la tg a.

La apotema de un poligono regular de
9 lados mide 15 cm, calcula el lado.

El lado de un exagono regular mide 30
cm, calcula la apotema.

La sombra de un a&rbol cuando los
rayos del sol forman con la horizontal
un angulo de 369, mide 11m. {Cudl es
la altura del arbol?.

360
11m

MATEMATICAS A

23.

24,

25.

26.

27.

El hilo de una cometa mide 50 m de
largo y forma con la horizontal un
angulo de 37°, ¢a qué altura vuela la

cometa?.
J’Q"{}n‘
Fi
F
S0m /S
/ h
4
.-/.-
. A 370
Y
"i.-.,
Para medir la altura de h

un edificio se miden los
angulos de elevacién
desde dos puntos
distantes 100m. écual es
la altura si los angulos
son 33° y 4697,

Dos personas distantes
entre si 840 m, ven
simultdneamente un
aviébn con angulos de
elevacion respectivos de
600 y 479, ¢a qué altura
vuela el avién?.

<100>

<—— 840 —>

Con un compas cuyos

brazos miden 58 cm, FaLy
trazamos una / TB
circunferencia. Si el

angulo que forman

sus brazos es 5609,

Cual es el radio de la
circunferencia?

h.ll—-

Con un compas
trazamos una
circunferencia de 11
cm de radio. Si el
angulo que forman
sus brazos es de 220,
Cudl es la longitud de | \
los brazos del 11
compas?

/223,
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Para saber mas T

La tradicion atribuye a Thales (600 afos antes de nuestra era) la
GEDmETFiﬂ introduccion en Grecia de la geometria egipcia.

Thales fue un precursor sobre todo preocupado de problemas
practicos (calculo de alturas de monumentos con ayuda de un bastén
y de la proporcionalidad de las sombras).

La geometria griega que fue un éxito asombroso de la ciencia
humana dando pruebas de un ingenio excepcional, estuvo marcada
por dos Escuelas: la de Pitagoras y la de Euclides.

Ver mas en:
http://perso.orange.fr/therese.eveilleau/pages/hist_mat/textes/h_geom.htm

Si has utilizado algun programa de sonido probablemente habras visto que este se

representa por ondas. Las ondas son funciones treigonométricas, que representan puntos
de la forma (x, senx):

e W AN
\/ NA Y

En la pagina interactiva “para saber mas” a la que corresponde este texto puedes construir
con una graficadora diversas ondas. En esa misma pagina puedes encontrar un programa
con el que producir distintos sonidos con una misma nota y ver su grafica.

La forma de onda es la caracteristica que nos permitird distinguir una nota de la misma

frecuencia e intensidad producida por instrumentos diferentes. La forma de onda viene
determinada por los armédnicos.

Forma de onda (o timbre) de la trompeta, en Forma de onda (o timbre) de una flauta, la nota
concreto la nota LA, DO4
Trompeta (Mota Lad)
Flauta o4
= 32
_|:|_ s
£ [
£
= <
1 (23 1 l:H m

Se recomienda visitar la pagina http://www.xtec.es/centres/a8019411/caixa/ondas.htm
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)} Recuerda
"V Lo mas importante

‘ e P

Poligonos semejantes
Si tienen y los lados proporcionales y los angulos
iguales.

Triangulos semejantes
En el caso de los triangulos basta que se cumpla uno
de los tres criterios:

Teorema de Pitagoras a2+b?=c?

a2

2
b Cc b2

v El seno es el cociente entre el
cateto opuesto y la hipotenusa.

v El
el cateto
hipotenusa.

es el cociente entre
adyacente y la

cateto opuesto

v' La tangente es el cociente
entre el cateto opuesto y el
cateto adyacente.

o

1. Angulos iguales (con dos basta)
y B=B'
2. Un angulo igual y los lados que

lo forman proporcionales
b c

AV A,
Y

b’ c'
3. Lados proporcionales
a b c

a’ b' c'

a
r.sparalelas > — =——
b

Teorema de
Tales

b’

_ cateto opuesto

sena -
hipotenusa
cateto adyacente
cosa = -
hipotenusa

o - cateto opuesto
cateto adyacente

Relaciones
sen o
fundamentales
COS O
450 600
Resolver un tridngulo rectidngulo

tga = 2N sen’a + cos?a =1
cos a
300 450 600
seno 1/2 J2/2 /2
coseno J3/2 202 1/2
3
o
hed
5]

consiste en hallar las medidas de sus
seis elementos: tres lados y dos
angulos (el tercero es 90°), conocidos
un lado y un angulo o dos lados.

126
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1
3
2.
A
o 1369
72 3.
4.
5.
. 1
\
\
az
B 6.
ﬁlz
C
32
18

9,
= M

10.

Autoevaluacion TSy
| oF

. Aplica la semejanza para calcular el valor de x.

Sabiendo que los angulos de un cuadrilatero suman
3600, calcula el angulo A.

Los poligonos de la figura, éson semejantes?.

Como la ventana de la casa de enfrente es igual que
la mia puedo saber su altura, y con la visual de una
varilla calcular la anchura de la calle. Calculala.

La generatriz de un cono recto mide 6,8 cm y el
radio de la base 3,2 cm. Halla la altura de un cono
semejante a éste realizado a escala 1:2.

Calcula el valor de tg A en el triangulo ABC de la
figura.

Calcula el area del triangulo de la figura.

Sisena=0,8,Y aesun angulo agudo, calcula la
tg a.

La altura de Torre Espafia es de 231 m, écuanto
mide su sombra cuando la inclinacion de los rayos
del sol es de 30097

Calcula el area de un tridngulo equilatero de lado
4cm.

1

cidead
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Soluciones de los ejercicios para practicar

[ O
W N KO

e -t

a) 143/6 b) 646/21
x=2 y=35

1624 m

64,75

5,94 m oo

azdcm
4,26 cm Prob. 7

-

HH
arscm
Prob.8

No tienen porqué ser semejantes

Son semejantes
1,12
1,70

. 97,98 m

. X2+ (y-1)’=9
.a)05 b)0,39 o)1
14.

10,94cm

llh

. 23,75cm vy 10,58 cm
. 15,45 cm
. 0,66

. 12/13

. 3/4

. 19,92 cm
. 25,98 cm
. 7,99 m

. 30,09 m
. 174,16 m
. 556,34 m
. 54,46 cm
. 22,82 cm

Soluciones )
AUTOEVALUACION

=
o

e

4

. 669

No son semejantes
91/19 m = 4,78 m
3cm

0,47

165,19 u?

4/3

400,10 m

. 6,93 cm?

128 m MATEMATICAS A

cidead



Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

Aplicar las razones
trigonométricas para estudiar
las relaciones que existen
entre los angulos y los lados
de las figuras planas.

Calcular el perimetro y el area
de las figuras planas aplicando
las féormulas conocidas y las
razones trigonométricas
cuando sea necesario.

Aplicar las razones
trigonométricas para estudiar
las relaciones que existen
entre las aristas y los angulos
de los cuerpos geométricos.
un cono.

Calcular el area lateral, el area
total y el volumen de los
cuerpos geométricos aplicando
las formulas conocidas y las
razones trigonométricas
cuando sea necesario.

Problemas geomeétricos

Antes de empezar

1.Figuras planas ........ccccovieiiiiiiiinnnnnns pag. 44

Tridngulos

Paralelogramos

Trapecios

Trapezoides

Poligonos regulares

Circulos, sectores y segmentos

2.Cuerpos geometricos.................... pag. 44

Prismas

Piramides

Troncos de piramides
Cilindros

Conos

Troncos de conos
Esferas

Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen
Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor

cidead
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Antes de empezar

Para resolver las actividades de esta unidad, se necesita utilizar la calculadora. Muchas de
las operaciones que se van a realizar son raices y razones trigonométricas.

Al realizar una raiz cuadrada o al calcular una razén trigonométrica, salvo en algunos casos,
se va a obtener u nimero irracional.

Todos los resultados estan expresados con dos cifras decimales, pero si se tiene que volver
a utilizar un dato, es conveniente utilizarlo con todas sus cifras decimales y no soélo con las
dos con las que se ha expresado.

Observa algunos errores que se comenten al no trabajar con todas las cifras decimales.

Calcula el valor de 2 Eleva al cuadrado el resultado

1.414213562373

La pantalla de la calculadora se llena de | con una de las teclas de tu calculadora
cifras decimales. Es un numero irracional puedes elevar al cuadrado el nimero que
(con infinitas cifras decimales), aunque |tjenes en la pantalla. Blscala y realiza la

solo veamos unas pocas. Sin embargo la | gperacién. Observa que se obtiene como
calculadora almacena el valor exacto en su | resyltado 2, como era ldgico esperar

memoria.

iNo se obtiene 2!

1.9881

Resulta un numero con cuatro cifras
decimales, proximo a 2, pero distinto. Si se
redondea a dos cifras decimales, se pierde
exactitud en los resultados.

¢Qué sucede si se redondea la raiz a dos
cifras decimales?

Eleva ahora al cuadrado el nimero 1,41.
¢Qué se obtiene?

Prueba a realizar los mismos calculos utilizando mas cifras decimales. ¢Se obtienen
resultados exactos o aproximados?

Realiza ahora célculos similares utilizando las razones trigonométricas

Investiga: Areas de otras figuras

{0,k
¢Se puede calcular el area de figuras planas distintas a b
las estudiadas en este tema, por ejemplo, una elipse? a
-a,01 {a,0)
{0,y
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1. Figuras planas

Triangulos

La suma de los angulos de un triangulo es igual a
1800,

A +B +C=180°

El perimetro de un tridngulo es la suma de las
longitudes de los tres lados.

P=a+b+c

El area o la superficie de un tridngulo es la mitad del
producto de la base por la altura.

Si en un tridangulo cualquiera se traza una altura, se
forman dos triangulos rectangulos. En ellos se puede
aplicar el Teorema de Pitagoras y la definicion de las
razones trigonométricas.

En la figura 3, en el tridngulo ADB se verifica:
B

h b-h. b-c-senA
senA=—" = hy=c-senA = S= B —
c 2 2

De la misma forma, con los otros vértices, se obtiene:

_a-b-senC S_a-c-senB S_b-c-senA
2 2 2

S

Otro método para el cdlculo del area es la formula
de Herodn.

_atb+c
2

Sea el semiperimetro del tridangulo.

Entonces:

S=/p-(p-a)-(p-b)-(p-c)
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]

Figura 1. Triangulo.
Los vértices de un triangulo se
representan con letras mayusculas. Los
lados con letras mindsculas. Un lado y un
vértice opuesto llevan la misma letra.

Figura 2. Alturas de un triangulo.
La altura es la linea perpendicular a cada
uno de los lados que pasa por el vértice
opuesto. Para el cdlculo del area, la altura
es la distancia de cada vértice al lado
opuesto.

A, &
D ]

Figura 3. Altura sobre el vértice B.
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EJERCICIOS resueltos

1. Calcula el area de un triangulo equilatero de 5,9 centimetros de lado.

Se aplica el Teorema de Pitagoras para calcular la altura

h=45,9%-2,95% =,/26,1075 =5,11cm

5,11
s=ﬂ=15,07 cm?

, 5,9:5,9:s5en600°
Otro método: S= =15,07 cm?

2

, . 5,9+5,9+5,9
Con la féormula de Herén: p=————=8,85

2

S=./8,85:(8,85-5,9) (8,85-5,9)-(8,85-5,9) = 15,07 cm?

El lado desigual de un triangulo isdsceles mide 3,6 cm y el angulo distinto mide 46°.
Calcula el perimetro y el area.

A+B+C=180° — A+C=1340 — A=C=670

1,8 1,8
c0s670= _— = B =
AB Cc0s67°

B=46°

=4,61 cm

t9670—h8 . h=1,8-tg67°= 4,24 cm

4

Perimetro: P=4,61+4,61+3,6=12,81 cm

3,6-4,24

Area: S= =7,63 cm?

Los angulos de un triangulo escaleno miden 459, 640 y 710 y el lado menor mide
9,7 cm. Calcula el perimetro.

h
sen64%9= —— _ h=9,7:-5en64°=8,72cm
=710 DC —
7y cos 64°=—7 - DC=9,7:c05649=4,25cm

4

h \' 8,72

8,72
sen450= !

- AB=————=12,33cm
AB sen 459

A=45° 0 C=g4°

cos 450= -~ AD=12,33-c0s45°=8,72cm

12,33
Perimetro: P=9,7+12,33+4,25+8,72=35 cm
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1. Figuras planas

Paralelogramos

Un paralelogramo es un cuadrilatero que tiene los
lados opuestos paralelos. La suma de los angulos
interiores de un paralelogramo es igual a 360°.

Hay cuatro paralelogramos: cuadrado, rectangulo,
rombo y romboide.

El perimetro de un paralelogramo es la suma de las
longitudes de los cuatro lados.

El area de cada uno de los paralelogramos es:

Cuadrado.
S = lado?
Rectangulo.
S = base x altura
Rombo.

S= Diagonal mayor x diagonal menor
2

Romboide.

S = base x altura
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Cuadrado.

f

Rectangulo.

Rombo. Las diagonales dividen al rombo
en cuatro triangulos rectangulos iguales.

b

Romboide. Al trazar la altura se forma un
triangulo rectangulo.
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EJERCICIOS resueltos

4. a) Calcula el area de un cuadrado de 17,2 cm de lado.
b) Calcula el perimetro de un cuadrado de 5975,29 cm? de area.
a) S=17,22=295,84 cm?

b) [I=4y5975,29=77,3cm — P=4-77,3=309,2 cm.

5. a) Calcula el area de un rectangulo de 45,6 cm de base y 32,5 cm de altura.
b) Calcula la base de un rectangulo de de 364,5 cm? de &rea y 24,3 cm de altura.
a) S=45,6-32,5=1482 cm?

3645

_TS=15 cm

b) b

6. Calcula el lado y los angulos de un rombo cuyas diagonales miden 12,7 y 19,6 cm.

12,7 19,6
X = y=

=6,35cm

=9,8cm

I”=6,35+9,8° - 1=,136,36=11,68cm

a 6,35 a
X — = = — —_— =
sen > ~ 1168 0,5438 > 0,5749 rad

o= 1,1499 rad = 65° 52’ 59,45"

20+ 2p=360° — p=180-a
B = 11407’ 0,55"

7. Calcula el area del romboide de la figura sabiendo que los lados miden 60,4 vy
48,9 cm y el angulo menor que forman sus lados mide 50°.

sena =
B0, h 60,4

- h=60,4-5en50°=46,27 cm

Area: S$=48,9-46,27=2262,56 cm?

0=350" 489 i
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1. Figuras planas

Trapecios

Un trapecio es un cuadrilatero que tiene dos lados
paralelos. La suma de los angulos interiores de un
trapecio es igual a 3600°.

El perimetro de un trapecio es la suma de las
longitudes de los cuatro lados.

El area de un trapecio es:

g (B+b)-h
2

Si en un trapecio se traza la altura por cualquiera de
los vértices de la base menor se forma un triangulo
rectdngulo. En este tridngulo se puede aplicar el
Teorema de Pitagoras y la definicion de las razones
trigonométricas.

Trapezoides

Un trapezoide es un cuadrilatero que no tiene lados
paralelos. La suma de los angulos interiores de un
trapezoide es igual a 3600°.

El perimetro de un trapezoide es la suma de las
longitudes de los cuatro lados.

No hay férmula para calcular el area o la superficie de
un trapezoide. Para calcular el area se traza una
diagonal y se divide la figura en dos triangulos. El
area es la suma de las areas de los triangulos.

S=T, +T,
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B
Trapecio isdsceles.

B
Trapecio rectangulo.

B
Trapecio escaleno.

Trapezoide descompuesto en dos
triangulos.
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EJERCICIOS resueltos

8. Calcula el perimetro y el area de un trapecio isdsceles cuyas bases miden 25,6 y
108,5 y los lados no paralelos 70,5 cm.

Perimetro: P=108,5+25,6+70,5+70,5=275,1 cm

25,8 -
108,5-25,6 =41 45

70,5 h 70,5

h? +45,41> =70,5° - h=4/3252,15=57,03cm

41,45 26,6 41,45
1085

_(108,5+25,6)-57,03
2

Area: S =3823,7 cm?

9. Calcula el perimetro y el area de un trapecio rectangulo cuyas bases miden 42,2 y
113,8 y el angulo que forma el lado oblicuo con la base mayor mide 38°.

113,8-42,2=71,6 cm

h
tg38°=——- - h=71,6:tg389=55,94cm
12 9 71,6 9
E 71 71
" c0s380= 6 O S /6 =90,86cm
427 3 C cos389
1.6
1138 Perimetro: P=113,8+42,2+55,94+90,86=302.8 cm
, 11 +42,2)- 4
Area: S=( 3,8 2’ JoE =4363,32cm?

10. Calcula el perimetro y el area del trapezoide con los datos que se indican:
AB=12,6 cm. BC=14,82cm. CD=19,8 cm. DA=19,74 cm. DB=21,24 cm.

Perimetro: P=12,6+14,82+19,8+19,74=66,96 cm

Area = Area del tridngulo ABD + Area del tridngulo BCD.

Area del tridngulo ABD:

, , 12,6+21,24+19,74
_ Fomula de Heron: p=
D c 2

S= \/26,79-(26,79-12,6)-(26,79-21,24)-(26,79-19,74) =121,96 cm?

14,82

=26,79

Area del tridngulo ABD:

14,82+19,8+21,24
p= 5

Fomula de Heron:

=27,93

S= \/27,93 (27,93-14,82)-(27,93-19,8):(27,93-21,24) =141,12 cm?
Area del trapezoide = 121,96+141,12=263,08 cm?
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1. Figuras planas

Poligonos regulares

Un poligono regular es una figura que tiene todos
los lados y todos los angulos interiores iguales. Con
tres lados seria un tridngulo equilatero, con cuatro
lados un cuadrado, con cinco lados un pentagono, con
seis un hexagono...

El perimetro de un poligono regular es la suma de las
longitudes de sus lados.

La apotema de un poligono regular es el segmento
qgue une el centro del poligono con el punto medio de
cada lado.

El drea se obtiene como la mitad del producto del
perimetro por la apotema.

Un poligono regular se puede dividir en triangulos
isdsceles. La apotema divide a estos triangulos en dos
tridngulos rectdngulos. La apotema coincide con la
altura del triangulo.

El angulo distinto de estos triangulos isdsceles se
calcula dividiendo 360° entre el nimero de triangulos.

a=

Los dos angulos iguales se calculan sabiendo que la
suma de los angulos de un triangulo es igual a 180°.

_180-a

a+2p=180° _ B :
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v

Pentagono regular

apotema

Octoégono regular.
Apotema

<

Hexagono regular

VA
Y,

AT

Heptagono regular
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EJERCICIOS resueltos

Calcula el perimetro y el area de un pentagono regular de 2,5 cm de lado.

11.
Perimetro: P=5-2,5=12,5 cm
(o} o
360 =720 z=36°

5 2

B ,25 1,25

tg36°=—— - a= =1,72cm

a tg36°

, 5.2,5:1,72
.22 Area: S=%=10,75 cm?
12. Calcula el perimetro y el area de un hexagono regular de 4,3 cm de lado.

Perimetro: P=6-4,3=25,8 cm

(o] (o]
3009 _ 600 62—300

2,1 2,1
/13 - a 15 =3,72cm

a - tg300°

tg300=

Area: S= 6:4,3:3,72 48,04 cm?

En el hexagono, el lado coincide con el radio de la circunferencia circunscrita. Se puede
calcular la apotema utilizando el Teorema de Pitagoras.
a’+2,15°=4,3> _ a=,13,87=3,72cm

13. Calcula el perimetro y el area de un octégono regular inscrito en una

circunferencia 8,3 cm de radio.

o (o]
360 _ 450 45 =22 50
sen22,5°—i - X=8,7-sen22,5°=3,33cm
a
a=8,7-c0s22,5°=8,04 cm

cos22,50=——
8,7

4

Lado=2:3,33=6,66 cm Perimetro: P=8-6,66=53,27 cm

w =214,08 cm?

Area: S=

MATEMATICAS 4° ESO
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1. Figuras planas

Circulos, sectores y segmentos circulares

La longitud de la circunferencia y el area del circulo se
calculan con las férmulas:

L=2-7-r

S =2

Un sector circular es la region del circulo limitada
por dos radios. Al dividir una circunferencia en 360
partes iguales se obtienen sectores circulares de
amplitud 1°. La longitud del arco y el area de un
sector se obtienen dividiendo la longitud y el area
total por 360 y multiplicando por el numero de
grados.

Longitud del arco:

_ 2:77°r-n°
L="360
Area:
il n.rz.no
L="360

Un segmento circular es la regién del circulo
limitada por una cuerda. Al unir los extremos de la
cuerda con el centro se obtiene un sector circular.

El perimetro de un segmento circular es igual a la
suma de la longitud del arco y la longitud de la cuerda
que lo determinan.

El area de un segmento circular es igual a la
diferencia del area del sector circular y el area del
tridangulo que lo determinan.
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Circulo de radio r

Sector circular

Segmento circular
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EJERCICIOS resueltos

14. Calcula la longitud y el area de un circulo 10,6 cm de radio.

Longitud: L=2:x:r=2:71:10,6=66,6 cm

Area: S=n-r’=1-10,62=352,99 cm?

Calcula la longitud de arco y el area de un sector circular de 144° comprendido en

15.
un circulo de 2,4 cm de radio.

2.7:2,4-144
Longitud: L=L=6,03 cm
360

.2,4% 144
ﬂ’—=7,24 cm?

Area: S=
360

16. Calcula el area de un segmento circular de un circulo de 9,1 cm, sabiendo que el
angulo que forman los radios que pasan por sus extremos mide 1120°.

.9,1%:112
T2t 1224 80,94 cm?

Area del sector: S, =
360
sen56°=% . x=9,1-sen569= 7,54 cm
h
c0556°—ﬁ - h=9,1-cos56°=5,09 cm

Lado=2:7,54=15,096 cm

" . 1 ’ "9y
Area del tridngulo: S, =M=38,39 cm?

7 (|

[i=)
.

Area del segmento circular: S = 80,94-38,39=42,55 cm?®

MATEMATICAS 4° ESO
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Problemas geométricos

2. Cuerpos geomeétricos

Prismas

Un prisma es un poliedro formado por dos bases
paralelas, que son dos poligonos iguales y tantas
caras laterales, que son rectangulos, como lados
tengan las bases.

El area de un prisma o de cualquier poliedro, es la
suma de las areas de cada una de sus caras.

Area lateral: Suma de las &reas de las caras
laterales. En el prisma las caras laterales son
rectangulos.

AL = n°caras x Ac

Area total: Es la suma del &rea lateral y el area de
las dos bases. Las bases son dos poligonos iguales.

AT=AL +2:A,

El volumen de un prisma es igual al drea de la base
por la altura.

V=Abxh

Un ortoedro es un prisma rectangular recto, es decir
un prisma cuyas dos bases son rectangulos. El
volumen de un ortoedro se calcula multiplicando las
tres aristas distintas.

Prisma triangular

Prisma cuadrangular

Prisma pentagonal

Ortoedro
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EJERCICIOS resueltos

17. Calcula el area total y el volumen de un ortoedro de 4,8 cm de alto, 2,5 cm de
ancho y 7,6 cm de largo.

Area total: AT=2:4,8-2,5+2:4,8-7,6+2:2,5-7,6=134,96 cm?
Volumen: V=4,8-2,5-7,6=91,2 cm?

18. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un prisma triangular de 7,9
cm de alto y 1,5 cm de arista de la base.

Area lateral: AL=3-1,5-7,9=35,55 cm?

h?+0,75°=1,5> - h=41,6875=1,3 cm

1,51,3

Area de la base: A =0,97 cm?

b
0,73 Area total: AT=35,55+2:0,97=37,5 cm?

Volumen: V=0,97-7,9=7,7 cm®

19. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un prisma pentagonal de 4,3
cm de alto y 5,1 cm de arista de la base.

Area lateral: AL=5-5,1-4,3=109,65 cm?
2,55 2,55
ap=

tg36°=——- =
ap tg36°

E Area de la base: A, =
ap

Area total: AT=109,65+2:44,75=199,15 cm?

=3,51cm

25351 _ 44 75 cm?

Volumen: V=44,75-4,3=192,42 cm®
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2. Cuerpos geomeétricos

Piramides

Una piramide es un poliedro formado por una base
que es un poligono y tantas caras laterales, que son
triangulos, como lados tenga la base.

El area de una piramide es la suma de las areas de
cada una de sus caras.

Suma de las dareas de las caras
la pirdmide las caras laterales son

Area lateral:
laterales. En
triangulos.

AL =n°caras x Ac

Area total: Es la suma del area lateral y el &rea de la
base. Las bases es un poligono regular o no.

AT=AL+A,

El volumen de una piramide es igual al area de la
base por la altura dividido por tres.

=Abxh
3

En las piramides de la derecha se puede observar las
relaciones que existen entre las aristas, la altura de
una cara y la altura de la piramide.

-

Piramide hexagonal

—

El triangulo formado por una arista
lateral, la altura de una cara y la mitad
de la arista de la base, es un tridngulo
rectangulo.

-

El triangulo formado por la altura de la
piramide, la altura de una cara y la
apotema de la base, es un tridngulo
rectangulo.

El tridngulo formado por una arista
lateral, la altura de la pirdamide y la
distancia del un vértice al centro de la
base, es un tridngulo rectangulo.
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EJERCICIOS resueltos

hc? +3,25°=9,3> . hc=475,9275=8,71 cm

_6,5:8,71

Area de una cara: A_ =28,32 cm?

Area lateral: 4-28,32=113,28 cm?
Area de la base: A,=6,5%=42,25 cm?

Area total: AT=113,28+42,25=155,53 cm?

h?+3,25° =8,71> _ h=4/65,365=8,08 cm

42,25-8,08

Volumen: V= =113,86 cm?

hc? +3,72=11,6° - h=.120,987 =10,99 cm

7,4-10,99

Area de una cara: Ac =40,68 cm?

Area lateral: 6-:40,68=244,07 cm?

3,7 3,7
tg30°= - ap= =6,41cm
ap tg300°
) .7,4-6,41
Area de la base: A _6:7,4:6,41 _ 142,27 cm?

Area total: AT=244,07+142,27=386,34 cm?>
h® +6,41° =10,99° . h=479,8=8,93 cm

142,27-8,93

Volumen: V= =423,64 cm?

20. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de una piramide cuadrangular
de 9,3 cm de arista lateral y 6,5 cm de arista de la base.

21. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de una piramide hexagonal de
11,6 cm de arista lateral y 7,4 cm de arista de la base.

cidead
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2. Cuerpos geomeétricos

Troncos de piramides

Al cortar una piramide por un plano paralelo a su base
se obtienen dos cuerpos geométricos. Uno es una
pirdmide mas pequefa que la inicial. Al oro cuerpo
geomeétrico se le conoce como tronco de piramide.

El area de un tronco de piramide es la suma de las
areas de cada una de sus caras.

Area lateral: Suma de las areas de las caras
laterales. En el tronco de piramide las caras laterales
son trapecios.

AL = n°caras x Ac

Area total: Es la suma del area lateral y el area de
las bases. Las bases son dos poligonos regulares o
no.

AT=AL +2:A,

El volumen de un tronco de piramide se puede
obtener como la diferencia entre el volumen de las
dos piramides de las que se obtiene. También se
puede calcular con la férmula:

- h-(Ab + AB + J/Ab-AB)
3

En los troncos de piramides de la derecha se puede
observar las figuras planas que se obtienen con los
elementos de las bases y las caras laterales.

Tronco de piramide octogo

nal.

Las caras laterales de un tronco de

pirdmide son trapecios isdsceles.

La altura del tronco de piramide, la altura
de una cara y las apotemas de las dos
bases forman un trapecio rectangulo.

La altura del tronco de piramide
lateral y los segmentos que

, la arista
unen un

vértice de cada base con su centro

forman un trapecio rectangulo.
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EJERCICIOS resueltos

22. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un tronco de piramide
decagonal de 1,5 cm de lado de la base menor, 5,2 cm de lado de la base mayor
y 9,2 cm de arista lateral.

2-1
1,8 5’2’5=1,85

hc® +1,852=9,2° _ hc=4/81,2175=9,01 cm
_(5,2+1,5)-9,01

< 2

Area lateral: 10-30,19=301,91 cm?

9,2

Area de una cara: A =30,19 cm?

0,75 0,75
tg180= - apl= =2,31cm
1g° apl tg18°

api

10-1,5-2,31

Area de la base menor: A, = =17,31 cm?

0,75

2,6 2,6
tgl8°=— . ap2= =8cm
150 ap2 tg18°
ap2 B
l Area de la base mayor: Ag =
2.6

10-5,2-8
- T'= ~=208,05 cm?

Area total: AT=301,91+17,1+208,05=527,27 cm?

ap1=2,31

8-2,31=6,69

h he=9,01 2 2 2
h®+5,69°=9,01° - h=,48,8=6,99 cm

ap2=8
Volumen:

V= 6,99:(17,31+208,05+,/17,31-208,05)
3

=664,52 cm?
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2. Cuerpos geomeétricos

Cilindros

El desarrollo de un cilindro estd formado por los dos
circulos de las bases y un rectangulo de base, la
longitud de la circunferencia y de altura, la altura del
cilindro.

Area lateral: Area del rectadngulo que se obtiene en
su desarrollo.

AL=2-7-r-h

Area total: Es la suma del area lateral y el area de
las dos bases. Las bases son dos circulos iguales.

AT=2-7-r-h +2-7-r2

El volumen de un cilindro es igual al area de la base
por la altura.

V=rr?-h

Conos

El desarrollo de un cono esta formado por el circulo
de la base y un sector circular cuya longitud de arco
es igual a la longitud de la circunferencia y cuyo radio
es igual a la generatriz del cono.

Area lateral: Area del sector circular que se obtiene
en su desarrollo.

AL=7m-r-g

Area total: Es la suma del area lateral y el area del
circulo de la base.

AT=7r-r-g+7r-r2

El volumen de un cono es igual al area de la base
por la altura dividido por tres.

2
mr - h
V_T

-

Cilindro

Cono

La altura del cono, el radio de la base y la
generatriz forman un tridngulo rectédngulo
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EJERCICIOS resueltos

23. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un cilindro de 8,1 cm de alto
y 2,4 cm de radio de la base.

Area lateral: AL=2-71-2,4-8,1=122,15 cm?

Area de la base: Ab=1-2,4°=18,1 cm?

Area total: AT=2-1-2,4-8,1+2-18,1=158,34 cm?
Volumen: V=n-2,4°.8,1=146,57 cm?

24. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un cono de 4,6 cm de alto y
7,2 cm de radio de la base. Calcula el angulo que forma la generatriz con el radio.
4,6°+7,22=9g> . g=.73 =8,54 cm
Area lateral: AlL=r-7,2-8,54=193,26 cm?
Area de la base: Ab=n:7,22=162,86 cm?

i : Area total: AT=193,26+162,86=356,12 cm?
7,2%.4,6
=3 Volumen: V=2""712"""° _549 72 cm?
4,6
tga=—""=0,6389 - a=32034'26,61"

7,2

25. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un cono de 7,5 cm de
generatriz sabiendo que el angulo que forman la altura y la generatriz mide 26°.

sen 26°=L - r=7,5-sen269=3,29 cm

26° h
€c0s26°=— . h=7,5-c0526°=6,74cm

h Area lateral: AL=n-3,29-7,5=77,47 cm?
Area de la base: Ab=z:3,29°=33,96 cm?
- Area total: AT=77,47+33,96=111,43 cm?

73,29% 6,74

Volumen: V= =76,31 cm?
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2. Cuerpos geomeétricos

Troncos de conos

El desarrollo de un tronco de cono esta formado por
los circulos de las bases y un trapecio circular.

Area lateral: Area del trapecio circular que se
obtiene en su desarrollo.

AL=m1-g-(R+r)

Area total: Es la suma del &rea lateral y el area de
los circulos de las bases.

AT=7r-g-(R+r)+71-R2+71-r2

El volumen de un tronco de cono es:

JT-h-(R2 +r? +R:r)
3

Esferas

Una esfera no se puede cortar y desarrollar en figuras
planas.

Las formulas para el calculo del area y del volumen de
la esfera son:

Area:
A=4-mrr?
Volumen:
_4mr r3
3

/)

Tronco de cono

Desarrollo de un tronco de cono

A

La altura del tronco de cono, la generatriz
y el segmento que tiene como longitud la
diferencia de los radios de las dos bases
forman un tridngulo rectangulo.

O

Esfera
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EJERCICIOS resueltos

26. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un tronco de cono de 6,6 cm
de altura, 2,2 cm de radio de la base menor y 4,3 cm de radio de la base mayor.

6,6°+2,1°=g> - g=447,97 =6,93 cm
Area lateral: AL=7-6,93:(2,24+4,3)=141,43 cm?
g Area de la base menor: Ab=r-2,22=15,21 cm?
Area de la base mayor: AB= n-4,3?=58,09 cm?
Area total: AT=141,43+15,21+58,09=214,73 cm?

R-r 76,93:(2,22+4,3%+2,2:4,3)

Volumen: V= 3 =226,63 cm’

27. Calcula el area lateral, el area total y el volumen de un tronco de cono de 6,4 cm
de radio de la base menor y 12,6 cm de radio de la base mayor, sabiendo ademas
que la generatriz y la altura forman un angulo de 42°.

12,6-6,4 2
,6-6, o6

tg420=— —  h= =6,89cm
h tg 420
12,6-6,4 2
g2 sen420=& N 9=L=9,27 cm
g sen 420

. g Area lateral: AL=n-9,27:(6,4+12,6)=553,08 cm?

Area de la base menor: Ab= 7:6,4°=128,68 cm?

R-r Area de la base mayor: AB=n-12,62=498,76 cm?

Area total: AT=553,08+128,68+498,76=1180,51 cm?

76,89+(6,4° +12,6° +6,4-12,6)
3

Volumen: V=

=2021,62 cm?®

28. Calcular el area y el volumen de una esfera de 5,6 cm de radio.

Area: A=4-1-5,6°= 394,08 cm?

4-7-5, 6°

Volumen: V= =735,62 cm?

29. Calcular el radio de una esfera cuyo volumen es de 3261,76 cm?®.

3
_4rr

N 3-3261,76
4-r

\Y, =3261,76 - =778,69 - r=3778,69=9,2cm
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. ¢Qué poligonos

. Un lapiz

Para practicar

. La sefal de trafico “STOP” tiene forma

de octdégono y una altura de 600 mm.
Calcula el perimetro y el area.

regulares permiten
recubrir el plano sin dejar huecos? Si
todos ellos tienen perimetro 8,4 cm,
écudl de ellos tiene la mayor
superficie?

. Una cabra estd atada a una esquina

de una caseta cuadrada de 4,2 cm de
lado con una cuerda de 7,7 m de
longitud. Calcular el area de la region
en la que puede moverse la cabra
para pastar.

. Un hotel tiene 64 habitaciones. Cada

una de ellas tiene dos ventanas con
forma de rombo. El lado mide 1,3 my
el angulo superior mide 40°. Van a
colocar vidrieras en cada ventana,
que tendran que cortar de placas
rectangulares. ¢éQué cantidad de
cristal se necesita comprar?

. La entrada a una fortaleza tiene forma

de trapecio isosceles. La base mayor
mide 14,7, la base menor 10,3 m y
los laterales 8 m. éQué angulo forman
los laterales con la base inferior?

. Las dimensiones de un tetrabrik son

16,3 cm de alto, 9,6 cm de largo y
6,3 cm de ancho. éCudl es su
capacidad? ¢Qué cantidad de material
se necesita para su construccion?

. Una lata de conservas cilindrica tiene

8,3 cm de altura y 6,5cm de radio de
la base. éCudl es su capacidad? éQué
cantidad de material se necesita para
su construccion? éQué cantidad de
papel se necesita para la etiqueta?

tiene forma de prisma
hexagonal y tiene en su interior una
mina de forma cilindrica. Si el lapiz
tiene 18 mm de largo y 4 mm de lado
de la base y la mina tiene 3 mm de
ancho, écual es el volumen de la parte
del 1apiz que no esta ocupado por la
mina?

MATEMATICAS 4° ESO

9.

10.

11.

12,

13.

El tetraedro es un poliedro regular
formado por cuatro tridangulos
equilateros. Es también una piramide
triangular. Calcula el area total y el
volumen de un tetraedro de 1 cm de
arista.

Las farolas de una ciudad tienen la
forma de la imagen. Los cristales de la
parte superior tienen 26,7 cm de
arista superior, 30,7 cm de arista
inferior y 15,4 cm de arista lateral.
Los cristales de la parte inferior tienen
30,7 cm de arista superior, 21 cm de
arista inferior y 37,2 cm de arista
lateral. éQué cantidad de cristal tiene
cada farola?

cofradia

Una tiene que fabricar
caperuzas para su desfile de Semana
Santa, de 103 cm de alto y 11,2 cm
de radio de la circunferencia. ¢Qué
cantidad de carton necesita para cada
uno?

En una heladeria, una tarrina de
helado de 7,5 cm de didmetro
superior, 6,5 cm de didmetro inferior
y 3,6 cm de altura se vende por 1,9
euros. éCudl serd el precio de otra
tarrina de 9,5 cm de didametro
superior, 8,1 cm de diametro inferior
y 4,8 cm de altura?

Sabiendo que el radio de la Tierra es
de 6370 km, calcula la superficie y el
volumen de nuestro planeta utilizando
distintas aproximaciones del numero
.

a)3 b)3,14 c¢)3,1416 d)=x
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Para saber mas |«

Area encerrada por una curva.

Para calcular el area encerrada por una curva se puede aproximar el area por una sucesion
de rectangulos mas pequefios.

Mumero de rectangulos: 21| Ndmero de rectangulos: 2z | Mumero de rectangulos: 24 |
() fi(x) )
[ a b [ a b [ a b

También se puede aproximar el area por una sucesion de rectdngulos mas grandes
Mimero de rectangulos: :|; [} Mimero de rectangulos: :|; 2 | Mimero de rectangulos: :|; 4 |

=) i3] )

_-/

[ a b [ b E i
El drea obtenida por ambas sucesiones coincide y se llama integral definida de la funcion

b
f(x) entre a y b. Se representa por: L f(x)dx.

Area y perimetro de la elipse.

Aplicando el procedimiento anterior, se puede deducir (0 b

la formula del area de la elipse, muy similar a la del
circulo:
h
A = n-a-b a

Sin embargo, no hay formula para la longitud de la ta.0) (2,00

elipse, sdlo distintas aproximaciones. Una de ellas es:

|_—-m[3(a+b)-J(a+3b)-(3a+b)] (0,-b)

Area y perimetro de la elipse.

Al girar una curva plana alrededor de un eje
contenido en un mismo plano, se obtiene una
superficie de revolucion.

Si se gira una superficie plana alrededor de un eje
contenido en un mismo plano, se obtiene un cuerpo
de revolucion.

Para calcular la superficie o el volumen de superficies Y
y cuerpos de revolucion también se aplican

procedimientos de integraciéon, que se estudian en

CUrsos superiores.
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Recuerda
lo mas importante

Tiv

AREAS DE CUERPOS GEOMETRICOS

3

PRISMA Al = n° caras - area
Area lateral: suma de las areas de todas del rectangulo
I,as caras laterales de un cuerpo geométrico. At = Al + 2 - area del
Area total: suma del area lateral y del poligono regular
area de las bases de un cuerpo geométrico. )
] ) V=area de la base -
Volumen: es la medllda_ del espacio que altura
ocupa un cuerpo geométrico.
E Al = n° caras - area TRONCO DE Al = n° caras - area
PIRAMIDE del triangulo PIRAMIDE del trapecio
At = Al + area del At = Al + area de
poligono regular poligonos regulares
V= A base-altura V= h-(Ab+ AB +./Ab-AB)
3 3
CILINDRO CONO R
Al = 2-z-r-h .
At = n-r-g+n-r?
At = 2:a'r-h+ 2:nr?
2
= n-rz-h V= mr”-h
3
TRONCO DE
CONO Al = n-g-(R+r) ESFERA
A = 471
At=n-g-(R+r)+n-R*+n-r?
4.77r3
+h+(R? +r2 c V=
V=7Th(R +r°+R-r) 3
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RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS
DE FIGURAS PLANAS Y CUERPOS
GEOMETRICOS

Para calcular lados, angulos, alturas vy
aristas de figuras y cuerpos se necesita
buscar tridngulos rectangulos, en los que se
pueda aplicar el teorema de Pitagoras y la
definicion de las razones trigonométricas.

TRAPECIO
b La altura, el lado
oblicuo y su proyeccion
sobre la base mayor
i forman un tridngulo
B rectangulo.
PIRAMIDE
La altura de la
piramide, la altura de
una cara y la apotema
de la base forman un
triangulo rectangulo.
CONO

La altura del cono, la
generatriz y el radio de
la base forman un
triangulo rectangulo.

TRIANGULO
ISOSCELES

POLIGONO
REGULAR

TRONCO DE
PIRAMIDE

TRONCO DE
CONO

Al dividir un tridangulo
equilatero o isdsceles
por la altura se
forman dos triangulos
rectangulos.

La altura, la mitad del
lado y el segmento
que une el centro y
un vértice forman un
tridangulo rectangulo.

La altura del tronco
de piramide, la altura
de una cara y las
apotemas de |las
bases forman un
trapecio rectangulo.

La altura del tronco
de cono, la generatriz
y los radios de las
bases forman un
trapecio rectangulo.

cidead
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10.

[ Y 4 ; ‘
Autoevaluacion | %

. Calcula el area de un triangulo equildtero de 4 metros de

lado.

Calcula el area de un rombo de 3,8 metros de lado sabiendo
gue el menor de los dngulos que forman sus lados mide 749,

Calcula el area de un octégono regular inscrito en una
circunferencia de 7,9 metros de lado.

Calcula el volumen de un prisma pentagonal de 3 metros de
altura y 4,2 metros de arista de la base.

. Calcula el area total de una piramide hexagonal de 6,9

metros de arista lateral y 4,9 metros de arista de la base.

Calcula el area lateral de un tronco de piramide cuadrangular
sabiendo que las aristas de las bases miden respectivamente
8,8 y 13,3 metros y la arista lateral 8 metros.

Calcula el area total de un cilindro de 2,5 metros de altura y
6,7 metros de radio de la base.

Calcula el volumen de un cono sabiendo que la generatriz
mide 1,8 metros y el angulo que forma la generatriz con la
altura mide 280°.

Calcula el area lateral de un tronco de cono cuya altura mide
7,2 metros y los radios de las bases miden respectivamente
3,1y 7,1 metros.

Una esfera de 10,3 metros de radio se introduce en un cubo
de 20,9 metros de arista. Calcula el volumen del espacio que
queda libre en el cubo.
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. P=1988,23 mm
$=298233 mm?

2. Triangulos, cuadrados y hexagonos.
El hexagono tiene mayor area 5,09
cm?

A=158,94 m?
278, 1 e
=749 2016 750
V=985,82 cm®
AT=639,3 cm?
7. V=1101,68 cm?
AT=604,44 cm?
AL=338,98 cm?

S 0 au

10.
11.
12,
13.

. V=621,01 mm?
. AT=1,73 cm?

V=0 12 i
5566,6 cm?
A=3645,5 cm?
4,01 euros

a) 486922800 km?
b) 509645864 km?
c) 509905556,16 km?
d) 509904363,78 km?

a) 1033899412000 km?

b) 1082148051226,71 km?
c) 1082699464246,4 km?
d) 1082696932430 km?

Soluciones )
AUTOEVALUACION

6,93 m?
13,88 m?
176,52 m?
91,05 m?
157,2 m?
339,33 m?
387,3 m?
1,19 m?
263,93 m?
4552,12 m?

W NE ORI

[
=

No olvides enviar las actividades al tutor »
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Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

Conocer e interpretar las
funciones y las distintas formas
de presentarlas.

Reconocer el dominio y el
recorrido de una funcién.

Determinar si una funcién es
continua o discontinua.

Hallar la tasa de variacion media
de una funcién en un intervalo.

Determinar el crecimiento o
decrecimiento de una funcion y
hallar sus maximos y minimos.

Investigar el comportamiento a
largo plazo de una funcion.

Comprobar la simetria de
algunas funciones respecto al
origen y al eje OY.

Reconocer si una funcion es
periddica.

Funciones y graficas

Antes de empezar.

1. FUNCIONES ..oovvieiie e

Concepto
Tablas y gréficas
Dominio y recorrido

2.Propiedades ...............ccocee i

Continuidad
Simetrias
Periodicidad
Tendencia

3.Monotonia .......cooovvveiii

Tasa de variacion media
Crecimiento y decrecimiento
Maximos y minimos
Ejercicios para practicar
Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

cidead
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Antes de empezar

El lenguaje de las graficas

Espana
Aragon
Asturias (Prinp. de)
Cantabria Rbaurioracion
Castilla y Leon en 17 meses

Recuperacin an B afles y madio

Fter.;uoeraaén
Extremadura on 6 afios
Galicia Recup, 3 afios
Pais Vasco

Rioja, La

87 23 8o o0 a4 o9 83 a4 OE G887 oa oo nn A4 fo fe nad o as oe a7 loa

De las distintas formas en que puede presentarse una funcién, mediante un enunciado, una
tabla, una expresion algebraica o una grafica, esta ultima es la que nos permite ver de un
sélo vistazo su comportamiento global, de ahi su importancia. En este tema aprenderas a
reconocer e interpretar sus caracteristicas principales.

Imagina que montas en una noria cuyo
radio mide 30 m y para subir hay que
ascender 5 m desde el suelo.

La noria comienza a girar, ¢coOmo es la
grafica de la funcién que da la altura a la
que te encuentras segun el angulo de
giro?.

Ta vas en la cabina naranja y unos amigos
en la verde, ¢como sera su grafica?
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1. Funciones

Una funcibn es una correspondencia entre dos
conjuntos numéricos, de tal forma que a cada
elemento del conjunto inicial le corresponde un
elemento y sélo uno del conjunto final, la imagen.

Se relacionan asi dos variables numéricas que suelen
llamarse x e y,
f: x = y=f(x)
X es la variable independiente
y es la variable dependiente

740

km 0 24 34 71 87 113 | 121 | 153 | 160 | 168
alt | 540 | 1280 | 740 | 1290 | 630 | 1020 | 720 | 1130 | 1520 | 1882

Para ver el comportamiento de una funcién, f: x — vy,
recurrimos a su representacion grafica sobre los
ejes cartesianos, en el eje de abscisas (OX) la
variable independiente y en el de ordenadas (OY) la
independiente; siendo las coordenadas de cada punto
de la gréfica: (x, f(x)).

En la figura esta representada la funcién:
f(x)= 0,5%2+3x+3,5

Haciendo una tabla de valores, se representan los
puntos obtenidos, x en el eje de abscisas (OX), f(x)
en el de ordenadas (QY).

x| -2 |-1 1 2 3 4 5 & 7 8

f(x) [-4,5| 0 6 |75 8

7530 6 |35 0 |-4,5

@) HUESCA 5 540 e
VS S

[
Brasn 3
L]

& 1 sreirizn
[y —
o

-

o
g
e

El grafico describe el recorrido de la
92 Etapa de la Vuelta Ciclista 2007,
indicando los km totales y la altitud
en los puntos principales del
trayecto.

A la izquierda aparece la grafica
anterior trazada sobre unos ejes
cartesianos, para simplificarla se han
unido los puntos principales
mediante segmentos. Se trata de
una funcién que da la altitud seguln
los km recorridos, observa la tabla
de valores.

Hay unos puntos que tienen especial interés, los que
la grafica corta a los ejes coordenados.
Para calcularlos:
e Corte con el eje OY:
Los puntos del eje de ordenadas tienen abscisa O,
basta hacer x=0 en la férmula de la funcién.
e Cortes con el eje OX:
Los puntos del eje de abscisas tienen y=0. Se
resuelve la ecuaciéon f(x)=0.

162 m MATEMATICAS A

Cortes con los ejes
EJE OY: f(0)=3,5 Punto (0, 3,5)

EJE OX: Resolviendo la ecuacion:
0,5%*+3x+3,5=0

Resulta:
o —3+J0+7 . 7
-2-05 -1
Puntos (7, 0) (-1, 0
cidead



Dominio y recorrido

Dada una funciéon y=f(x)

/ e Se llama dominio de f al conjunto de valores
2l ity que toma la variable independiente, x. Se

' indica como Dom f. El dominio esta formado,
il por tanto, por los valores de x para los que

existe la funcién, es decir, para los que hay un
f(x).
Dom f=[-10, 10]

e El recorrido es el conjunto de valores que
puede tomar la variable dependiente, y, esto
es el conjunto de las imagenes. Se representa
como Im f.

f(x)=-x*+4x>+1

g 2
Calcular Dominios 0=

® Si la expresion analitica de la
funcién es un polinomio, el dominio
son todos los numeros reales.

fO)=-x*+4x>+1

Dom f = R TR \e\\ panre
Imf = (-0, 5] 2l 5

® Si la expresion analitica de la
funcion es un cociente, el dominio
son todos los reales excepto los
que anulan el denominador.

2
(=31 f(x)=\/x+3 )=

1
x+2
Dom f = IR- {1} & x

Imf = (-0, 0) U (0, +x) /

® Si la expresion analitica de la =
funcion es una raiz cuadrada, el /
dominio esta formado por los — T O TS
numeros reales para los que el
radicando es positivo o cero.

f(x) =vx+3
Dom f = [-3,+x)
Imf = [0,+x)
1
VX +2

Dom f = (-2,+x)
Imf = (0,+x)

i~

=)

f(x) =
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EJERCICIOS resueltos

1. De las siguientes graficas indica las que corresponden a una funcién y las que no.

(=1
L

|
(%]
L

e Son graficas de una
funcion a), c) y e),
ya que a cada x del
dominio le corresponde
un unico valor de y.

e No son graficas de una
funcién b) y d)

2. Haz una tabla de valores, dibuja los puntos obtenidos y representa la funcién.
a) f(x)=2x-3 b) f(x)=-x*+4x g e
x | f(x) x | f(x) ()
(0] -3 0 0 2
1 -1 1 3 ]
2 1 - 2 4 S \4
3 3 3 3 1
uE e
-2 -7 1 55 4
5) [-1,-5)
4x
) f(x) = — B « RECUERDA
X< +1
| Para hacer una tabla de valores, a
X f(x) e TR T partir de la expresion de una funcion,
0 - sustituye en la formula la x por los
o JiC 4 valores que desees, opera y calcula los
1 2 -2 0 2 4 correspondientes de y=f(x). En general
-1 -2 2 procura alternar valores positivos y
2 1,67 (-1-2) n!?ga.tIVOS- , .
2 167 ) l?lbUJa los puntos (x,y) asi obtenidos, y
unelos.
4 0,9
164 m VATEMATICAS A cidead




EJERCICIOS resueltos

3. Calcula el dominio de las siguientes funciones.

a)
: Dom f = IR— {-2, 0, 4}
_ _ En estos puntos, no se puede encontrar f(x)
N en la grafica.
Sl ~
b)
1 Dom f = IR— {-1, 1, 5}
En los puntos indicados, no se puede
encontrar f(x) en la grafica.
c) f(x)= x3-2x+5x Dom f = IR ya que es un polinomio
d) f(x)=—= Dom f = IR— {2}
X -2
No se puede calcular f(2) porque el denominador se
hace 0.
e) f((x)=vx-5 x-5>0, x>5 = Dom f =[5, +©)
f) f{(xX)=v5-x 5-x>0, 5>x = Dom f = (-0 , 5]

3
9) f()= X+4>0, x>-4 = Dom f= (-4, +x)
VX + 4

-4 no es del Dominio porque anula el denominador.

1

h) f(x)= N

2-x>0, 2>x = Dom f= (-, 2)

2 no es del Dominio porque anula el denominador.
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2. Propiedades de las funciones

Continuidad

La primera idea de funcién continua es la que puede
ser representada de un solo trazo, sin levantar el lapiz
del papel.

Cuando una funcién no es continua en un punto se
dice que presenta una discontinuidad.

Las tres funciones dibujadas debajo son discontinuas
en x=2, pero tienen distintos tipos de discontinuidad.

2 2

N

Salto finito

(%}

Discontinuidad Salto infinito

evitable

Simetrias

La gréafica de algunas funciones puede presentar
algun tipo de simetria que si se estudia previamente,
facilita su dibujo.

e Una funcion es simétrica respecto al eje OY,
si f(-x)=f(x). En este caso la funcién se dice
PAR.

e Una funciéon es simétrica respecto al origen

de coordenadas cuando f(-x)=-f(x). En este
caso la funcién se dice IMPAR.

Observa los graficos para reconocerlas.
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Una funcién y=f(x) es continua en

X=a Si:

e La funcion esta definida en x=a,
existe f(a)=Db.

e Las imagenes de los valores
préoximos a a tienden a b.

Hay varias razones por las que una
funciéon puede no ser continua en un
punto:

¢ Presenta un salto.

e La funciéon no esté definida en ese
punto, o si lo estd queda
separado, hay un "agujero" en la
grafica.

e La funcién no esta definida y su
valor crece (o decrece) de forma
indefinida cuando nos acercamos
al punto.

Y y
<]
—————————— @ #
] H
i i i A
f(-)()I if(x) KNI (09
] I ,i !
| bX X /X
-X X /] T x]
| L
f(x)i [/
[
_ BT
PAR i/ IMPAR
f(—x\:f()ld f(l—x\z—f(x\
Cuando se dobla la|Cuando se dobla la
grafica por el eje de|grafica por ambos
ordenadas las dos|ejes las dos ramas
ramas coinciden. coinciden.
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Una cisterna se llena y vacia
automaticamente expulsando 6 litros
de agua cada 5 minutos, siguiendo el
ritmo de la grafica. Cuando el
depdsito esta vacio comienza el
llenado, que cuesta 1 minuto,
permanece lleno 3,5 minutos y se
vacia en 0,5 minutos. Este proceso
se repite periédicamente.

Para conocer el volumen de agua en
el depésito en cada instante basta
conocer lo que ocurre en estos
primeros 5 minutos.

Asi a los 14 minutos, la cantidad de
agua es:

f(14)=f(4+2-5)=f(4)=6
Al dividir 14:5, cociente=2 resto=5

En general, si el periodo es 5:
f(x+5-n)=Ff(x)

Funcién con asintota horizontal

110

=
T=
=

Funcién con tendencia lineal

cidead

Funciones periodicas

En la naturaleza y en tu entorno habitual hay
fendbmenos que se repiten a intervalos regulares,
como el caso de las mareas, los péndulos y resortes,
el sonido...

Las funciones que describen este tipo de fendmenos
se dicen periodicas

Una funcion es periddica cuando su valor se
repite cada vez que la variable independiente
recorre un cierto intervalo. El valor de este
intervalo se llama periodo.

f(x+periodo)=f(x)

Tendencia de una funcién

En ocasiones la parte que nos interesa de una funciéon
es su comportamiento a largo plazo, es decir, los
valores que toma la funcién cuando la x se hace cada
vez mas grande. Cuando ese comportamiento es
claramente definido decimos que la funcién tiene una
determinada tendencia.

En el apartado anterior hemos visto que algunas
funciones presentan un comportamiento periodico:
repiten sus valores a intervalos regulares. Aqui vamos
a ver otros tipos de tendencias.

1. Una funcién tiene una asintota horizontal si
a medida que la variable independiente va
tomando valores mas y mas grandes, la
variable dependiente se va estabilizando
entorno a un valor concreto, k. La asintota es
una linea recta de ecuacion y=Kk.

2. Una funcion tiene tendencia lineal si a
medida que la variable independiente va
tomando valores mas y mas grandes su grafica
se parece cada vez mas a la de una linea
recta, a la que llamaremos asintota oblicua.

3. Una funcién tiene tendencia cuadratica si a
medida que la variable independiente va
tomando valores mas y mas grandes, su
grafica se parece cada vez mas a una curva
que estudiaremos en el préximo capitulo que
se denomina parabola y cuya ecuacién viene
dada por un polinomio de segundo grado.
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EJERCICIOS resueltos

La imagen adjunta representa el reloj de agua del
Museo de los Nifios en Indianapolis (Estados Unidos).
Su funcionamiento es como sigue: en la columna de la
derecha hay 60 vasijas que se van llenando de agua
poco a poco. Cuando se llena la que hace el piso 60 se
vacia de golpe toda la columna y se llena una de las
bolas de la columna de la izquierda que tiene 12 bolas.
Como puedes suponer la columna de la izquierda indica
las horas y la columna de la derecha los minutos.
Indica si la funcion que relaciona la altura del agua en
la columna de la derecha con el tiempo transcurrido es
continua y haz un esbozo de su grafica.

Vasijas x § A lo largo de una hora la columna de
la derecha se llena de forma casi
constante, por lo que su grafica es
continua y tiene el aspecto que se
indica al lado.

Si llamamos x al tiempo en minutos
y llamamos y al nimero de vasijas
(lo que equivale a la altura), la

mnx5 €xpresion algebraica de esta funcion
esy = X.

Indica si la funcion que relaciona la altura del agua en
la columna de la izquierda con el tiempo transcurrido
es continua y haz un esbozo de su gréfica.

Cuando cae el agua de la columna derecha se llena una bola
de la columna izquierda de forma casi instantanea, y durante
una hora la altura de la columna izquierda no cambia. Estas
variaciones subitas de la altura nos indican que la funcion
no es continua.

Bolas

Si  llamamos x a las horas
transcurridas e y al numero de

vasijas de la izquierda llenas la

= expresion algebraica de esta funcion
ot es y = ent(x) (La parte entera de x)

pay horas

Indica si las gréaficas adjuntas son continuas o
discontinuas.

La primera es discontinua porque para dibujarla hay
que levantar el lapiz del papel, en cambio, la segunda
es continua.
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EJERCICIOS resueltos

Juan tiene hoy una excursion en el colegio. Como vive lejos suele ir en bicicleta.
Nada mas llegar al colegio salen todos los alumnos andando hacia la estacion de
trenes y alli esperan un rato a que llegue el tren. Suben al tren y por fin llegan a su
destino.

Abajo puedes ver dos gréficas: una representa la distancia que va recorriendo Juan
con respecto al tiempo transcurrido y la otra representa la velocidad a la que se
desplaza, también con respecto al tiempo transcurrido.

Indica de forma razonada qué grafica corresponde a cada una de las dos situaciones
e indica en cada caso si la funcion representada es continua o no.

La primera grafica representa las velocidades:

Al principio va en bicicleta pero siempre a la misma velocidad (por eso la grafica es
horizontal). En cuanto llega al colegio empieza a andar (sigue siendo horizontal, pero esta mas
baja, lo que significa que andando va mas despacio que en bicicleta). Llega a la estacion y se
queda parado un rato (la velocidad es cero). Sube al tren (la velocidad es constante pero la
grafica mas alta indica que van mucho mas deprisa).

La grafica es discontinua y los saltos se producen al cambiar el método de locomocién.
La segunda grafica representa las distancias a su casa.

Al principio la distancia va aumentando de manera constante (viaje en bici), luego sigue
aumentando pero la grafica estd menos inclinada (eso significa que la velocidad es menor: va
andando). Durante un rato, la distancia no aumenta (la grafica es horizontal, esta parado). Por
ultimo vuelve a aumentar muy deprisa (la mayor inclinacion indica mayor velocidad: viaje en
tren).

En este caso no hay saltos en la grafica (por lo tanto es continua), pero si hay cambios
bruscos de velocidad que quedan reflejados en los cambios de inclinacion de la grafica.
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3. Monotonia

Tasa de variacion de una funcion

La tasa de variacion o incremento de una funcion
es el aumento o disminucién que experimenta una
funcion al pasar la variable independiente de un valor
a otro.

TV[x1,x2]=Ff(x1)-f(x2)

De mas utilidad resulta calcular la llamada tasa de
variacion media, que los indica la variacion relativa
de la funcién respecto a la variable independiente:

M |- D=1

%

-
o
7

b

Crecimiento y decrecimiento

Una caracteristica de las funciones que se puede
visualizar facilmente en las graficas es la monotonia.
Cuando al aumentar el valor de x aumenta el valor de
y=f(x), la gréafica "asciende" y se dice que la funcion
es creciente. Si por el contrario al aumentar x
disminuye y, la grafica "desciende", y la funcion
decrece. Precisando un poco mas:

Una funcién es creciente en un intervalo, cuando
dados dos puntos cualesquiera del mismo

e Si x1<x2 entonces f(x1)<f(x2)
Y sera decreciente:

e Si x1<x2 entonces f(x1)=>f(x2)
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TV[0,30]=15
TV[17,22]=4.5
o
///
6,5 = —
///
Eogi - &
- 17 2

La grafica representa la distancia en
km recorrida de un ciclista en funcién
del tiempo, en minutos, empleado.

La TV corresponde a la distancia
recorrida en un intervalo de tiempo.

La TVM es la velocidad media en un
intervalo de tiempo determinado.

TVM[15,21]=4/6
~TVM[22,30]=1/2

| Creciente

TVM[x;, X5 | = M >0
| X2 =%

Decreciente
f00) = 100) _

X1, X2 | =
: ] X = Xg

Todas las
funciones no
crecen o decrecen, | -
de la misma
manera.
f(x)=x? eslaque|
crece mas deprisa, |
g(x)=x tiene un | _
crecimiento lineal,

h(x)= «/; crece

mas lentamente.
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Maximos y minimos

B Dada una funcién continua en un punto x=a, se dice
‘1 Maximo que presenta un maximo relativo, si a la izquierda
de dicho punto la funcion es creciente y la derecha la
funcion es decreciente.

Si, por el contrario, la funcidn es decreciente a la
izquierda y creciente a la derecha hay un minimo
Minimo relativo.

N R 2 ] = \s Si se verifica que f(a)>f(x) para cualquier valor x del
2 dominio, y no so6lo para los valores de "alrededor”, se
NS / habla de maximo absoluto en x=a.

Y analogamente se dice que en a hay un minimo
absoluto si f(a)<(f(x) para cualquier x del dominio.

EJERCICIOS resueltos

8. Calcula la tasa de variacion media de las funciones siguientes entre los puntos
indicados. Comprueba en la figura que en las funciones cuyo grafico es una recta
la TVM es constante.

a) y=2x+3 b) y=0,5x+3
TVM[1,3]=22 -2 _> TVM[1,3]== 22232 o5
3-1 2 2
-1+7 & 3-15
TWM[-5,-2]=———==2=2  TVM[-3,0]==—"==05
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EJERCICIOS resueltos

9. Las gréficas representan el llenado de los distintos recipientes, ¢qué gréafica

corresponde a cada uno?
\/ V V \/ 5
valumen volumen

wvolumen

a—>2
b—->4
c—>5
d—>3
e—>1

10. Recuerda la funcion que daba el “perfil” de una etapa de la Vuelta, que viste en el
primer capitulo.
a) Escribe los intervalos de crecimiento o decrecimiento.
b) ¢En qué punto kilométrico se alcanzan los maximos relativos? ¢Qué valor
toman? ¢Y los minimos?
C) ¢Hay maximo 6 minimo absoluto?

altura
altura

altura

altura

altura

740

— + + + 4 ;
n g | [y 100N 1£0

km 0 24 34 71 87 113 : 121 : 153 : 160 : 168

alt | 540 | 1280 740 { 1290 | 630 ;1020 ; 720 | 1130 :; 1520 : 1882

SALIDA /
Huesca M / /

a) Creciente: (0,24)U(34,71)U(87,113)U(121,168)
Decreciente: (24,34)U(71,87)U(113,121)

b) MAX: x=24, y=1280; x=71, y=1290; x=113, y=1020;
MIN: x=34, y=740; x=87, y=630; x=121, y=720

€) En este caso la funcion tiene maximo y minimo absolutos, que se alcanzan ambos en los
extremos del dominio, min en x=0 de valor 540 m, max en x=168 de valor 1882 m.
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Para practicar

1. Considera la funcién que a cada n° le 6. En cada caso la grafica representa un
asigna su cuadrado menos 1. Escribe su tramo o periodo de una funcidn
expresion analitica y calcula la imagen periddica, representa otros tramos,
de -1, 1y 2. Calcula también los cortes indica el periodo y calcula la imagen del
con los ejes. punto de abscisa que se indica:

2. Considera la funcién que a cada n° le a) f(-2)
asigna su mitad mas 3. Escribe su
expresion analitica y calcula la imagen
de -1, 1 y 3. Calcula también los cortes

I

con los ejes.

v . 4 =1 - -+ - S— . + - |.7I
3. Considera la funciébn que a cada n° le \/

asigna su doble menos 5. Escribe su
expresion analitica y calcula la imagen
de -2, -1 y 1. Calcula también los cortes

con los ejeS. b) f(—3)
4. Calcula el dominio de las siguientes
funciones:
a) f(x)= -2x°+5x-6
b) fx)=—= bl =
2x -4

c) f(x)=+vx+5

5. Calcula las TVM de las funciones de las
graficas siguientes en los intervalos

[0,4] y [2,4]: c) f(-1)

fx)=0,3%" |

b)

f(x}=05x
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7. El gréafico muestra como varia la
gasolina que hay en mi coche durante
un viaje de 520 km por una autovia.

40
30 \

20

10

100 200 300 400 500

a) ¢Cuanta gasolina habia al cabo de 240
km?. En el depdsito caben 40 litros,
¢ccuando estaba lleno mas de medio
depdsito?

b) ¢En cuantas gasolineras paré?, ;en qué
gasolinera eché mas gasolina?. Si no
hubiera parado, ¢dénde me habria
quedado sin gasolina?

¢c) ¢Cuéanta gasolina usé en los primeros
200 km?. ¢Cuanta en todo el viaje?.
¢Cuanta gasolina gasta el coche cada
100 km en esta autovia?

8. Maria y Jorge son dos personas mas o
menos tipicas. En la grafica puedes
comparar como ha crecido su peso en
sus primeros 20 afios

80 == Maria
70 | JDE
&0
50
40
30
20

5 10 15 20

a) ¢Cuanto pesaba Jorge a los 8 afios?, ¢y
Maria a los 127?. ;Cuando superé Jorge
los 45 kg?

b) ¢A qué edad pesaban los dos igual?
¢Cuando pesaba Jorge mas que Maria?,
¢y Maria mas que Jorge?

c) ¢Cual fue el promedio en kg/afio de
aumento de peso de ambos entre los
11 y los 15 afos?. ¢(En qué periodo
crecié cada uno mas rapidamente?
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9. El grafico da el espacio recorrido por
dos coches que realizan un mismo
trayecto.

ED
70
60
50
40
130
20
10

1E-?D3:-:]-IIE|5CIE-CITCIEI:|QE1EID

a) ¢Cudl es la distancia recorrida? ¢Si el
primer coche sali6é a las 10:00, a qué
hora sali6 el 2°?. ;Cuanto le cost6 a
cada uno hacer el recorrido?

b) ¢Cuanto tiempo y dénde estuvo parado
cada coche?. ¢En qué km adelanté el
2° al 1°?, ¢y el 1°© al 2°?

c) ¢Qué velocidad media llevaron en el
trayecto total?, ¢en qué tramo la
velocidad de cada coche fue mayor?.

10. Las gréficas siguientes corresponden a
las funciones | y I1I.
x? +1

1) f()=x%-6x"+9x 1) f(x)=-

Calcula en cada una:
a) El dominio.

b) Los puntos de corte con los ejes.

¢) Los valores de x para los que la
funcién es positiva y negativa.

d) Los intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

e) Los méaximos y minimos.

f) ¢Presentan alguna tendencia
especial?
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Para saber mas ‘$ R

i

La primera funcion

El primero en construir una funcion fue Galileo (1564-
1642). Desde lo alto de la torre inclinada de Pisa tir6 dos
bolas, una de hierro y otra de madera y comprobd que a
pesar de la diferencia de peso, ambas llegaban al suelo a la
vez, habia descubierto la ley de caida de los cuerpos.
Continuando su estudio y empleando un curioso artilugio,
comprobé que el espacio recorrido depende del cuadrado
del tiempo, escribiendo la primera funcion de la historia.

La primera definicion formal de funcién se debe a Euler,
quien en el libro Introductio in analysis infinitorum,
publicado en 1748, dice:

“Una funcion de una cantidad variable es una expresion
analitica compuesta de cualquier manera a partir de la
cantidad variable y de niumeros o cantidades constantes”.
En 1755 en Institutiones calculi differentialis, vuelve sobre
el tema acercandose mas a la que hoy utilizamos.

TVM y crecimiento

Como has visto la TVM de las funciones cuya grafica es una
recta es constante, entonces su crecimiento sera siempre el
mismo, decimos que es lineal.

Si observas las tres funciones de la izquierda, son
crecientes. Comparemos el crecimiento de las tres:

i

10
TVM[2,3]=
g(x)=x

TVM[2,3]= 1
S se mantiene constante
f(x)=x"

TVM[2,3]= E

cada vez mayor

cada vez menar

f(x) crece “deprisa”,
g(x) tiene un crecimiento
lineal, h(x) crece “despacio”.

0 ' T 21 am am 51T

Observa las dos graficas, ambas funciones son peridédicas de
periodo 2=, la gréafica verde estd desfasada = /2 respecto a la
naranja; fijate donde alcanzan los maximos y los minimos.

Cuando coinciden las dos gréaficas, ¢a qué altura estan?,
x=r-sen 45°=21,21 m; 1) 35-21,21=13,79 2)35+21,21=56,21

cidead
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Recuerda
_*¥ lo mas importante

Una funcidén es una relacion entre dos variables x
e y, de modo que a cada valor de la variable
independiente, X, le asocia un uUnico valor de la
variable y, la dependiente.

El dominio de una funcién es el conjunto de todos
los posibles valores que puede tomar Xx.

La grafica de una funcién es el conjunto de
puntos (x,f(Xx)) representados en el plano.

Una funcién es continua si puede representarse
con un solo trazo. Es discontinua en un punto si
presenta un "salto" o no esta definida en ese
punto.

Una funciéon es peridédica de periodo t, si su
grafica se repite cada t unidades, f(x+t)=f(x).

Una funcidon es simétrica respecto al eje OY,
funcion par, si f(x)=f(-x); y es simétrica respecto
al origen, funcion impar, si f(-x)=-f(x).

La tasa de variacién de una funcién entre dos
puntos es la diferencia: TV[x1,x2]=f(x2)-f(x1) La
tasa de variacion media es:

b |- (=10

Una funcién es creciente en un intervalo, cuando
dados dos puntos cualesquiera del mismo

Si xa<x2 entonces f(x1)<f(x2)
Y es decreciente

Si xa<xz entonces f(x1)>f(x2)
Una funcién continua en un punto x=a, presenta
un maximo relativo, si a la izquierda de dicho
punto es creciente y la derecha es decreciente. Si,

por el contrario, es decreciente antes y creciente
después hay un minimo relativo.
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Dominio
Todos los reales excepto el O

Continuidad

No es continua, en O presenta una
discontinuidad de salto infinito.

Simetria

Es simétrica respecto al origen de
coordenadas, funcién impar.

Cortes con los ejes

Al eje de abscisas en (-1,0) y (1,0);
no corta al eje de ordenadas.

Crecimiento y
decrecimiento

Es creciente en (-, -2,5)U(2,5 ,+)
Y decreciente en (-2,5 ,0)U(0O, 2,5)

Maximos y minimos

Maximo en (2,5 ,3);
Minimo en (-2,5 ,3)

Tendencia

Tiene una asintota horizontal
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10.

-
Autoevaluacion s

Calcula la imagen del cero en la funcién de la
grafica adjunta.

Calcula el dominio de la funciéon correspondiente a
la grafica de la izquierda.

¢Cual de los puntos siguientes: A(-3,14); B(1,3);
C(0,8), no pertenece a la grafica de la funcion

f(x) =-x*—5x + 8

Calcula los puntos de corte con los ejes de
coordenadas de la recta de ecuacibny = -x + 5

Si y=f(x) es una funcién IMPAR y f(-1)=-8 ;cuanto
vale f(1)?

La grafica muestra el primer tramo de una funcion
periédica de periodo 4 y expresion f(x)=-1,25x*+5x
si x esta entre O y 4. Calcula f(17).

¢En qué punto debe comenzar el tramo horizontal
de la gréfica adjunta para que la funcién a la que
representa sea continua?

Calcula la TVM en el intervalo [-2,-1] de la funcién
f(x) = - x* = x + 4.

Determina el intervalo en el que la funcién de la
grafica adjunta es creciente.

Un ciclista sale de un punto, A, hacia otro, B,
distante 70 km a una velocidad constante de 35
km/h. A la vez, sale otro de B con direccién hacia
A a 40 km/h. (A cuantos km del punto A se cruzan
en la carretera?
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. f(x)=x2-1
f(-1)=0, f(2)=3, f(1)=0
Corte OY: -1 Corte OX: 1y -1

2. y=§+3

f(-1)=2,5 f(1)=3,5 f(3)=4,5
Corte OY: 3 Corte OX: -6

3. f(x)=2x-5
f(-2)=-9, f(-1)=-7, f(1)=-5
Corte OY: -5 Corte OX: 2,5

4. a) R
b) R-{2]
c) {x>-5}

5. a) TVM[0,4]=TVM[2,4]=0,5
b) TVM[0,4]=1,2; TVM[2,4]=1,8

6. a)

10.

. a) 27,5 litros; entre los km 200y 360y

del 440 hasta el 520.

b) En dos, una en el km 200 y otra en el
440; eché mas en la 1#; a los 280 km
c) 12,51; 32,5 1; 6,25 1/100 km

. a)J. 25 kg, M. 35 kg ; a los 14 afos

b) Alos 11 (30 kg) y a los 15 (55 kg) J
mas que M: hasta los 11 y desde los 15;
M mas que J: de los 11 a 15

c) 25kg; 6,25 kg/afo; M entre los 11 y
12 (10 kg/afio); J entre los 12-14 (10
kg/afio)

. a) 80 km; alas 10:15; 75y 70 min

b) 10 min en km 20, 20 min en km 30;
en el km 20 y en 30 respectivamente.
c) 64 km/h y 68,6 km/h; 1°: min 60-75
2°: min 15-30 y min 70-85

D
a) IR
b) (0,0)(3,0)
¢) y>0 (0,+); y<0 (-=°,0);
d) crec:(-,1)U(3,+x),
decrec:(1,3);
e) max x=1, min x=3;
) No
1)
a) IR-{0}
b) No corta
¢) y<0 (0,+); y=0 (-0,0)
d) decrec:(-°,-1)U(1,+>)
crec:(-1,0)U(0,1);
e) max x=1, min x=-1;
f) lineal.

Soluciones
AUTOEVALUACION
1. f(0)= -4

2. R-{5, -5}

3. (1, 3)

4. (0, 5) (5,0)

5. f(1)=8

6. f(17)=f(1)=3,75
7. (-1,1)

8. TWVM[-2,-1]1 =2
9. (-4, 3)

10. A 32,7 km de A.

No olvides enviar las actividades al tutor »
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10 Funciones elementales

Objetivos
Antes de empezar.

En esta quincena aprenderas a: ) o
1.Funciones polindbmicas .................... pag. 182
Funciones lineales
Funciones afines

o Utilizar algunas funciones no Funciones cuadraticas
lineales: cuadraticas, de

e Reconocer y distinguir algunas
de las funciones mas habituales.

proporcionalidad inversa y 2.0tras funciones .........ccccccocveveeveveeinnnn. pag. 189
exponenciales Proporcionalidad inversa
» Reconocer las caracteristicas mas Funcion exponencial
importantes de esos tipos de Funciones “a trozos”
funciones Funcion valor absoluto

o Representar e interpretar
funciones "definidas a trozos"

e Buscar e interpretar funciones de Ejercicios para practican

todos estos tipos en situaciones i
reales Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion
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Antes de empezar

Investiga

U irvestigador estd haciendo un estudio de una ciera
poblacidn de microbios. Ha comprobado que cada hora
fue pasa cada elemento de la poblacian se divide en otros
tres. La animacion gue acabas de ver es una simulacian
e este experimento.

La tabla adjunta muestra la relacion entre el ndmero

de individuos de la poblacidn y el tiempo transcurrido:

Horas 0 1 2 3 4 L] 6

N*mic 1 3 a 27 81 243 T29

Como puedes ver sillamamos x al tiempo e v al ndmero
de individuos tenemoas:

y=%

Es un gjemplo de funcion exponencial.

La grafica de esta funcidn tiene este aspecto:

Como puedes comprobar suU crecimiento es rapidisimo.
;Podrias calcular cuanto tiempo tardaria en alcanzarse
una poblacion de un milldn de individuos?

cidead
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1. Funciones polinébmicas

Funcion de proporcionalidad directa

Como su nombre indica, la  funcibn de
proporcionalidad directa o funciéon lineal relaciona
dos magnitudes directamente proporcionales, es

decir, tales que su cociente es constante. Dicho
cociente recibe el nombre de constante de
proporcionalidad.

De la definicibn se deduce que la ecuacién de la
funcion lineal es

Yy = m-X
Donde m es la constante de proporcionalidad.

La grafica de esta funcidon es siempre una linea recta
que pasa por el origen (si x=0, entonces y=0),
creciente si m es positiva, decreciente si m es
negativa y tanto mas cerca de la vertical cuanto
mayor sea el valor absoluto de m. Por ese motivo
también se llama a m pendiente de la recta.

EN RESUMEN: Las ecuaciones del tipo f = m-X representan
funciones lineales o de proporcionalidad directa.

= 51 m=0 es creciente
y=2x

= 51 m=0 es decreciente

(Obsenia qué sucede si m=0)

Far su parte, la constante
de proporcionalidad es una
redida de la inclinacidn de
la recta.

La llarmamos pendiente..
=2 _
m= 1 2

E]
elLE:
|:

Las rebajas

Han llegado 135 rebajas y enuna tienda han decidido clasificar
todos sus productos entres lotes, A By G, alos que van a
aplicar el 20%, el 30% v el 50% de descuento, respectivamente.

Sillarmamaos x al precio inicial ey al precio final, [as tablas gue
ves debajo muestran los cambios de varios productos de los
distintos lotes

Lote A: 20%
x y x y x y
375,00 €]300,00 €| [213,00 €[149,10 €| [297,00 €[148.50 €
452,00 €367 60 €| | 198,00 €|138 60 €| [561,00 €280,50 €
126,00 €]100,80 €| [321,00 €[224 70 €| [319,00 €[159,50 €
180,00 €/144,00 €| [202,00 €[141 40 €| [ 56,00 € | 26,00 €
412,00 €/320 60 €| [135,00 €| 94.50€ | [87.00€ |43 50€

Lote B: 30% Lote C: 50%

Lote A: 20%

X y yix
375,00 €[300,00 €] 08
452,00 €[361 60 €| 08
126,00 €(100,80 €| 08
180,00 €[14400€[ 08
412,00 €[32960 €| 08

Wamuos a analizar cada caso
dividienda el pracio rebajado
por el precio inicial

Como puedes observar, en el primer lofe todos los cocientes
soniguales. Cama hemas visto, esa significa gue el precia
rehajada es directamente proporcional al precio inicial v, en
este caso, la constante de proporcionalidad es 0,8

Por tanto, para el lote A tenermos: ) = 0,8-x

Lote B: 30% Lote C: 50%

X ¥ yix x Vi yix
213.00 €[149.10€| 0.7 |[297.00€[148,50€| 0.5
108,00 €(13860 €| 07 ||561.00€[280.50€| 0.5
321,00 €[224,70 €| 0,7 |[319.00€[159.50€| 0.5
202,00 €[141.40€| 07 56,00€ [28.00€| 0.5
135,00 €/ 04,50€ | 0.7 87,00€ |43,50€| 05

En los otros lotes sucede algo parecido, pero en cada caso la
constante de proporcionalidad es diferente de manera gue:

para el lote B tenemos: )y =0,7Xx
para el lote C tenemos. = 0,5x
en cualguier caso todas tienen la forma = M-X

“amos a analizar ahora las graficas de las tres funciones:
Comoves las tres son
lineas rectas que pasan
por el origen, con mayar
inclinacion cuanto mas
grande es |a constante
de proporcionalidad.

X = 200,00 €
Lote A:

v= 160,00 £ :
Lote B: / J
t T "

y= 140,00 £ =

Lote C:
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- N s — —

Mol — s a

Y
455
051
0,51
455
12,64

Y
3

Averigua si las funciones definidas por los datos de la tablas adjuntas son o no son
funciones lineales. En caso afirmativo calcula su pendiente y dibuja su grafica:

yix
-1.52
-0.51
051
152
253

'ﬂx
-1
-1

-1

g
1

Determina la pendiente y la ecuacion de la funcion cuya gréfica es:

EJERCICIOS resueltos

Como vemos, al dividir y por x no se obtienen siempre el mismo
valor, por lo tanto las dos magnitudes no son directamente
proporcionales y la funcion que representa esta tabla no es lineal.

En este caso los cocientes son todos iguales, por lo tanto, las
magnitudes que representan x e y son directamente proporcionales y
la funcion que las relaciona si es lineal. La pendiente es la
constante de proporcionalidad m=-1 y la grafica es

Como es una recta que pasa por el origen se trata de
una funcion lineal de ecuacion y=mx.

Para hallar la pendiente localizamos un punto con dos
coordenadas enteras. En este caso el punto (-7,5). La
pendiente se calcula dividiendo la segunda coordenada
por la primera, asi pues,

5
m=-——
7
y la ecuacion de la funcion es
y= > X
7

cidead
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Funciones afines

Podemos considerar a una funciéon afin como una
funcion lineal a la que se le han aplicado ciertas
condiciones iniciales. Aunque no representa a dos
magnitudes directamente proporcionales, existe entre
ellas cierta proporcionalidad como veras en la escena
adjunta.

La ecuacion de la funcién afin es
y=m-X-+n

Donde m  sigue representando esa  cierta
proporcionalidad y n representa las condiciones
iniciales.

Su grafica es una linea recta que corta al eje Y en el
punto n (si x=0, entonces y=n). Por ese motivo
también se dice que n es la ordenada en el origen
de la recta. La m tiene el mismo significado que en
las funciones lineales.

EN RESUMEN: Las ecuaciones deltipo if = m-x+n representan
funciones afines.

4nmas = S5 m=0 es creciente
. A . ol

1 = 5i m=0 es decreciente

(Observa qué sucede si m=0)

La pendiente se calcula
ahora con respecto a la
ordenada en el origen.

= o

! .2
m=

E]
Ak
\I:

3
Ak

En una empresa de alguiler de vehiculos cobran 50€ por el
contrata de alguiler mas 0,20€ por kildmetra recorrida.
Glueremos encontrar una ecuacion gque nos permita calcular con
facilidad el precio de un alguiler en funcion de la distancia
recartida.

La empresa nos propotciona la

x (km) | ¥ (€) tabla adjunta para que nos podamos
0 50,00 € hacer unaidea del precio.
100 70,00 €
200 |90,00€ Lo primera gue observamos es gue
300 (110,00 € siduplicamos el ndmera de km, el
400 [130,00 €] precio no se duplica: las magnitudes

no son directamente proporcionales.

Vamos a analizar con mas detalle la situacion:

Sidescontamos en cada caso el valorinicial y dividimos el precio
por la distancia obtenemos siempre el mismo cociente, es decir,
el precio (descontado el coste inicial) si es directamente
proporcional a la distancia. El valor obtenido es la constante

de proparcionalidad como en el caso anteriar.

X (km) | y (&) | y50 | (y-50)x
0 |5000€
100 |70,00€ | 20,00 €| 0.20
200 |O0,00€ [40,00€| 020
300 |110,00 €| 60,00 €| 0,20
400 |130,00 € B0,00 €| 020

Fortanto, y-50=0,2% de donde se deduce gue:

y=02-x+50 guetienelaforma y=m-x+n

Al lgual gue en las funciones lineales lam representa la pendients
v ahora lan representa el punto en el que la recta corta al eje .

£ x10
km =150

Precio = 80,00 €

km x10
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EJERCICIOS resueltos

Una agencia de alquiler de coches cobra por un determinado modelo 0€ al
contratar y 0,50€ por km recorrido. En otra agencia cobran 30€ al contratar y
0,30€ por km recorrido. Analiza, en funcién de los km recorridos cual es la
agencia mas ventajosa.

Sillamamos ¥ a [0s km recorridos ey
arecio total del alguiler, para la primer
agencia tenemas:

y=050x
Para la segunda:

y=0,30x+30
Resoliendo el sisterma de ecuacione
obtenemos las coordenadas del punt

£ w10

de corte:
0,50X = 0,30 x+ 30
30
km x10 X =gz 190

4.

Portanto, hasta 160 km es mejor la primera (su grafica queda por debajo).
A pattir de esa distancia es mejor la segunda.

Determina las ecuaciones de las funciones correspondientes a las graficas:

Por ser una recta que no pasa por el origen, se trata
de una funcion afin de ecuacion y=mx+n.

El valor de n es el punto en el que la recta corta al
eje Y, por tanto, n=2.

Como la recta es creciente, la pendiente es positiva.

Para hallar la pendiente buscamos otro punto con
coordenadas enteras, por ejemplo (3,4), trazamos un
triangulo rectangulo que lo una con el punto de corte
con el eje Y (0,2). El cociente entre el cateto vertical
y el horizontal me da la pendiente: m=2/3 y la
ecuacion es

2
= — a2
¢ 3

En este caso n=4.

Como la recta es decreciente, la pendiente es
negativa.

Para hallar la pendiente buscamos otro punto con
coordenadas enteras, por ejemplo (-7,9), trazamos
un triangulo rectangulo que lo una con el punto de
corte con el eje Y (0,4). El cociente entre el cateto
vertical y el horizontal me da la pendiente: m=-5/7 y
la ecuacion es

y:—§x+4

cidead
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Una funcidon cuadratica es la que viene
representada por un polinomio de segundo grado (la x
esta elevada al cuadrado).

La ecuaciéon de la funcién cuadréatica es

y =ax?*+b-x+c

El significado de los coeficientes a, b y ¢ se explica en
las escenas adjuntas.

-1

Su grafica es wuna curva especial denominada
parabola. Este tipo de curvas se encuentra con

facilidad en la vida real pues es la curva que describe : SV -2
cualquier objeto lanzado al aire y sometido a la
influencia de la gravedad. ; T 3
Caso 1: b =c=0. y=ax2
. ! : il . L
Caracteristicas: y=2x2 y=x? y=x3/2 y=-x°
1. Siempre pasa por el origen.
2. Es simétrica respecto al eje Y.
3. Si a=0 esta abierta hacia arriba.
4. Sia<o esta abierta hacia abajo. ' B
5. Cuanto mayor es |a|, mas cerrada esta. L
6. El origen es el vértice de la parabola.
7. Sia=>0 el vértice es un minimo. i
8. Si a<O0 el vértice es un maximo.

Caso 2: b=0. y=ax2+c I

Caracteristicas:

1. El vértice es el punto (0,c)
2. Siay c tienen el mismo signo, no corta al eje X.

3. Si ay c tienen distinto signo, corta en dos puntos al -
eje X.

4. Las deméas propiedades se mantienen, en particular E
el significado de a sigue siendo el mismo. y=x?*—5

Sumar o restar c produce
un desplazamiento vertical de la gréfica.

2u

Caso general: y=ax*+bx-+c 15

Caracteristicas: 10

b

1. El eje de simetriaes X =—— : : 5
2a
2. El vértice se calcula sustituyendo el valor anterior
en la ecuacion.
3. Ahora, c representa solo el punto de corte con el eje =5
Y.
4. Las demas propiedades se mantienen.

20 =15 -10 - 5 10 15 2

. . -15
b representa una cierta medida

del desplazamiento horizontal de la gréfica.
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EJERCICIOS resueltos

2 .

Dibuja la grafica de la funcion y = - é— X -

Comoya sabemos, las funciones deltipoy = 8)(2
soh parabolas simétricas con respecto al eje vy
con el vértice en el arigen de coordenadas.

Como en este caso a = 0, la parabola esta abierta
hacia abajo. Para hallar las coordenadas de otros

puntas damos unos cuantos valares a la ¥ teniendo
en cuenta la simetria;

X |12 |6 |0 |6 |12
v |24 |6 |0 |6 |24

Dibuja la grafica de la funciéon y= % X +5

Es una funcian del segundo tipo, por lo que su
grafica serd iqual gue la de la funcidn

2 2
y= F X

pero desplazada 9 unidades hacia arriba.
Partanto, solo tenemos que dibujar esta funcidn

como se explicd en el ejercicio anteriory luego
desplazarla & unidades hacia arriba .

/

3

Asocia de forma razonada cada grafica
€Oh su ecuacion

1) y=-x" +x +2
2) y=05x> -6
3) y= x’ -8

I

Recuerda gue el signo de aindica hacia
donde esta abiera.

Elvalaor de ¢ indica el punto de carte con
eleje .

Sib =0, el eje de simettia de |a parabola
no caincide con el gje Y,

Cuanto mavor es el valor absoluto de a
mas cerrada esta la parabola y viceversa.

cidead
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EJERCICIOS resueltos

8. Dibuja la grafica de la funcién y= X’ +8x +15
En este caso el proceso consiste en seguirlos siguientes pasos:
13 Determinar si esta abierta hacia arriba 0 hacia abajo: Como a=1 estaabierta hacia arriba
23 Hallar el punto de carte con el gje y: Six=0,entoncesy= 15
3 Hallar los puntos de corte con el eje ¥

Un punto esta en el eje ¥ si su segunda coordenada (lay) es igual a cero. Luego tenemos gue resolver [a ecuacidn

X’ +8x +15 =0; x='3$— “34'60; Xx1=56;x2=3

43 Hallar el wértice. Para ello recordamos gue el vértice se encuentra en el punto de abscisa X = -b/2a= -4
v la segunda coordenada del vérice se obtiene sustituyendo este valor en la funcidn: y= -1

Resumienda:

esta abierta hacia arriba

Fasa porel punto (0,15 )
Contaalejexen { 5,0} ven (-3,0)

Elvértice es ( ~4,-1)
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VIAJE DE ESTUDIOS

Un grupo de alumnos gquiere organizar una excursion y
para ello piden presupuesto a una agencia de viajes que
les pide 360 € por el alguiler de una autocar sea cual
ge3 el ndmero de alumnos que se apunten.

Los organizadores estan un poco preccupados porque
solo son 10y 36€ les parece mucho dinero. Foco a poco
van corvenciendo a mas compafieros y al final rednen
un grupo de 30 alumnos (el triple de 10s iniciales), por

lo gue elviaje les sale a 12€ por persona {la tercera
parte de |a cantidad inicial).

Tenemas un ejemplo de proparcionalidad inversa: ef
precio por alinmno es inversamente proporcional al
mumero de alimos.

]
Sillamarmos X al ndmero de alurnnos ey al precio que debe
pagar cada uno, esta claro que se cumple:

360

X y=360 obien, y=-—

Tenemos una funcidn de
proporcionalidad inversa
cuya constante de

proporcionalidad es 360,

K=18
y=20

La grafica adjunta muestra
como varia el precio en
funcian del nimero de

alurmnos:
o
&
¥

6

e g
.
4
2
+

%
& -6 -4 2 2 4 6 &

-6

2. Otras funciones

Funcion de
proporcionalidad inversa

Como su nombre indica, la  funcidn de
proporcionalidad inversa relaciona dos magnitudes
inversamente proporcionales, es decir, tales que su
producto es constante. Dicho producto recibe el
nombre de constante de proporcionalidad

La ecuacién de esta funcién es

y:E 0 xy =K
X

Donde k es la constante de proporcionalidad.

Su gréafica es una curva especial denominada
hipérbola. Se trata de un tipo de curva que tiende a
parecerse a una linea recta cuando nos alejamos del
origen.

¥ |i '\\_\ ¥
3\ \ ; 3
L \"\____ k P 1
\\ .lrr.-'
] \ 12 -
-3 _T
3 1L 4
xXy=1 xy=5 xy=1/10 xX-y=-1
Caracteristicas:

Funcion discontinua en el origen.

Cuanto mayor es |k| méas se aleja de los ejes.

Si k>0 la gréfica esta en los cuadrantes 1y 3.

Si k<O la grafica esta en los cuadrantes 2 y 4.

Es impar (simétrica respecto del origen).

Las dos ramas de la grafica se van aproximando a
los ejes. Decimos que los ejes son asintotas de
esta funcion.

ouhwnhpkE

Si cambiamos x por x-a e y por y-b, la grafica se
desplaza de manera que ahora el vértice es (a,b), las
asintotas son las rectas x=a e y=b.

La gréfica de la izquierda corresponde a la funcion:

(x+2)-(y-5)=1

cidead
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Una funcidn exponencial es una funcion definida
por una potencia en la que la base es constante y el
exponente es variable. Por motivos de operatividad
s6lo se admiten bases positivas y distintas de 1.

La ecuacion de esta funcion es
y = k-a*

Donde a es cualquier numero real mayor que cero y
distinto de uno, y k es una constante que aleja o
acerca la gréfica al eje X.

Al igual que las hipérbolas su grafica tiene siempre
una asintota, pero a diferencia de ellas no es
simétrica. Su principal caracteristica es la de
presentar un crecimiento o un decrecimiento muy
rapido.

— X
Caso 1: k=1. y=a
i &
l.
|
H
;I
v,
®
8 -6 -4 -2 2 4 6 g
-2
y=2% y=10" y=(0.2)"
Caracteristicas:
1. Es creciente si a>1 y decreciente si a<1.
2. Corta al eje Y en el punto (0,1).
3. No corta al eje X.
4. Lla recta y=0 es una asintota horizontal (por la

izquierda si a>1 y por la derecha si a<1).

Caso general:

Cuanto mayor sea |k|] mas se aleja la grafica del eje
X. Si k es negativo las graficas pasan a los cuadrantes
3 y 4 y las funciones crecientes se transforman en
decrecientes y viceversa.
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Fondos de inversion

En un hanco me proponen uha inversidn a largo plazo al 3% anual
de forma gue los intereses se acumulan al capital. En latabla se
muestra un ejemplo a 10 afios para un capital inicial de 20.000€

ANOS CAPITAL INICIAL | INTERESES | CAPITAL FINAL
1 20.000,00 € 600,00€ 2060000 €
2 20.600,00 € 618,00€ 2121800 €
3 21218,00€ 636,04€ 2185454 €
4 218004 € 635,64€ 2251018 €
5 22510,1B€ 675,31€ 2318548 €
[ 23186 4B€ 695,506 € 2388100 €
7 23.881,00€ 716,43€ 2409748 €
8 24597 4B€ 737,92€ 2533540 €
9 25336540€ 760,06 € 2609546 €
10 26.095,46 € TE2.B6€ 2687833 €

Vamos & buscaruna ecuacidn que nos siva para cualquier plazo.

Wamos a llamar Co al capital inicial, i 3 los intereses anuales, tal
nimern de afins v Cf al capital final A parir de la tabla adjunta
se deduce |a relacidn entre el capital final y el inicial:

ANDS | @ INTERESES oF
1 Co 1=003Co | C1=Co+i=Co+0,03Co=103-Co
2 ci 0,03C1 €2=1,03C1=(1,03"Co
3 cz 0,03-C2 €3=1,03C2=(1,03*Co
4 c3 0,03C3 Ca4=1,00-C3=(1,03) Co
5 ca 0,03C4 C5= 1,03-C4 = (1,03 Co
6 c5 0,03.C5 C6=1,03-C5 = (1,03)°-Co
7 3 0,03.C6 C7=1,03-C6 = (1,03 -Co
B c7 0,037 C8=1,03-C7 = (1,03F Co
[ c8 0,03C8 C9=1,03-C8 = (1,03F Co
10 c9 0,03-C9 C10=1,03-C9 = (1,03)°-Co

Cf=Co - (1,03)" o,engeneral, Cf = Co- (1+r)"
Siendoreltipo de interés aplicado.

La funcidn gue hemos obtenido tiene el aspecto: Y = k- a"
(v es el capital final, k el capital inicial, a=1,03=0 v distinto de 1,
¥ eltiempo transcurrida).

Tenermos, pues, una funcién exponencial cuya grafica es:

1 =(x4000)
5 afios
23185,48 €
afios
2

Ampliando la escala nos hacemos una idea mejor del aspecio
de la grafica. Como puedes ver siempre es creciente y aungue
al principio el crecimiento es hastante lento, con el tiempo se
acelera rapidamente

Haturalmente, no wamos
ahaceruna inversién a

tan largo plazo, pere piensa
en empresas o instituciones
que planifican con décadas
de antelacién

141 afios
1291453,22 €

Hay una novela de Ciencia-
Fiacisn (Retomo de las
Estrellas) de Stanislaw Lem
que us3a este recurso.

afios (x10]
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-Xx -2 X < -2
f(x) = -2 -2<x<3
0,5x-3,5 X3

Esta es la grafica de |a funcidn lineal ¥ = X

Sinos quedamos solo con la parte en la gue ¥ es positiva
ésta es la grafica que gqueda.

La linea roja es la grafica de la funcidn lineal y = - X

cidead

Hay un tipo de funciones que vienen definidas con
distintas expresiones algebraicas segun los valores de
X, se dice que estan definidas a trozos.

Para describir analiticamente una funcion formada
por trozos de otras funciones, se dan las expresiones
de los distintos tramos, por orden de izquierda a
derecha, indicando en cada tramo los valores de x
para los que la funcidén esta definida.

En la figura puedes ver un ejemplo de este tipo de
funciones y su representacion grafica.

Como recordaras de la segunda quincena, el valor
absoluto de un numero representa su distancia al
cero. La funcion valor absoluto es la que asigna a
cada numero esa distancia.

Teniendo en cuenta que el valor absoluto de un
nuamero es el mismo numero si éste es positivo y su
opuesto si es negativo, la ecuacion de esta funcién es

X Six=0

=|x|=
y=xi —X Six<0

Como ves es un ejemplo de funcién definida a trozos.
En cada trozo viene representada por una funcién
lineal de pendientes 1 y -1 respectivamente, por lo
que su grafica estd compuesta por dos semirrectas
con esas pendientes que se unen en el origen.

x=-4
v=ixl=4

Asi pues, ésta es la grafica de la funcién valor absoluto:

y=|x|
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EJERCICIOS resueltos

9. Indica si la base y la altura de todos los rectangulos cuya superficie mide 6000 m?
son magnitudes inversamente proporcionales. En caso afirmativo escribe Ila
ecuacion de la funcion que las relaciona y dibuja su grafica.

El ares de un rectangulo es igual & 1a base ()
por la altura (). 8i el drea es constante tenemos altura =10 base = 125
hrh=K. altura = 48
Luegn si son inversamente proporcionales.
En nuestro caso la ecuacion es
bh=6000 o h=-2R0. 1
2 base =20
base —[125 SUPERFICIE = 6000 m

10. Determina la ecuacion de la grafica adjunta.

Se trata de una funcidn de proporcionalidad inverss.
4 X-y= k

Intentarmas lacalizar uno awarios puntos con
caordenadas enteras:

Parejermplo; (5,9 )
entonces laecuacidnes X-y=5-9 = 45

Sies posible buscamos otros puntos para confirmar.

11. Dibuja la gréfica de la ecuacion x-y = -4

Como k es negativa |a grafica tiene gue estar en
el segundo y cuarto cuadrantes

Buscamos uno ovarios puntos con coordenadas
enteras cuyo producto sea -4 yienemos
en cuenta la simetria de la funcidn.

For ejernplo, pasa por { 4,1 )

ypor (4,-1)

Sies posible buscamos mas puntos. 1
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de x indicados.

(—05x-1 si
a) f{x)={ -2 51
| x-5 =i

u=-4 58 sustituya arr

05%+2 s
b) f{x)=q -x=1 sl

05 -2 5

w=0 sa sustituys an la
gue astan an -2<f<.
H=2, K=4 58 sustituye

p=-3 w=1y %=1 se sustituyen en la |
del madio, ya que estan en [-2,3].

k=0 5@ sustituyas abago puss 623,

w=-, x=-71 58 Fustituya arriba,

EJERCICIOS resueltos

| | x [f(x)
—2E<x=3 -3 1
>3 =2 =3
Ea
iba {-4-2) . ! =
-
(= 1
KL= x fi{x)
S I -6 4
X2 2 3
i 1
del medio, va 2 L
4 i}

abajo.

12. En las siguientes funciones, definidas a trozos, calcula las imagenes de los valores

13. La imagen adjunta se corresponde con la gréafica de la funcién y=-x*>+9. Dibuja la
grafica que corresponde al valor absoluto de esta funcion.

La linea roja de la derecha representa la grafica buscada. Recuerda que el valor
absoluto de un numero coincide con el nimero si éste es positivo y con su opuesto si
el nimero es negativo.

cidead
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'\ Para practicar

4

1. Determina la ecuacién de la funcién

9. Los numeros de la tabla

cuya grafica es la siguiente, indicando si adjunta corresponden a X y
se trata de una funcion lineal o afin. cantidades de dos 2 |20
magnitudes 320
inversamente T
proporcionales. Rellena
los huecos que quedan y -8
escribe la ecuacion de la -8
funcién que relaciona a -20
estas dos magnitudes.
10. Asocia cada gréfica con su ecuacion:

2. Dibuja la gréfica de la funcion y=-2x+5 a) y=-10"
b) y = (0,5)"
Halla las coordenadas del punto de corte o) _ X
de las rectas cuyas ecuaciones son: y
frfy=x+9 D y=3x+ 13
y gy | L
4. Halla la ecuacion de la funcién cuya I

gréfica es paralela a la de la funcién
y = 4x — 2 y pasa por el punto P(-1,4)

5. Halla la ecuacion de la funcion cuya
grafica pasa por los puntos
P(-2,7) y Q(-1,4)

Dibuja la gréfica de la funcion y=x?-1.

11. Dibuja la grafica de la funcion:

7. Asocia cada grafica con su ecuacion: -x-5 si x5 -}

_ 2 F =
Dyders e
c) y=x>+2

12. La grafica adjunta corresponde a una
cierta funcién y=f(x). Dibuja la grafica
de la funcion y=|f(x)].

8. Asocia cada grafica con su ecuacion:

a) x-y = -60 ! ! | !
b) x-y =-30 \
c)xy=5
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13. En cierta gasolinera el precio de un litro

de gasolina es de 1,04€. Un dia deciden
subir el precio un 1,66%. Unos dias
después deciden incrementar otra vez el
precio un 3,18% sobre el ultimo precio.
Calcula el precio final y el porcentaje de
aumento sobre el precio inicial.

14. El precio de cierto articulo en un centro

comercial es de 601€. En las rebajas de
enero deciden aplicarle un descuento del
13%. Al llegar febrero, todavia quedan
existencias, por lo que deciden aplicarle
un nuevo descuento del 11% sobre el
precio que tenia en enero. Calcula el
precio final y el descuento total sobre el
valor inicial.

15. Si una compariia de teléfonos cobra

12,14€ por hablar durante 2 minutos y
12,70€ por hablar durante 10 minutos,
calcula la cuota fija mensual que cobra
asi como el coste por minuto. Calcula
también el importe de un recibo
mensual si se ha hablado durante 22
minutos.

16. Una avioneta tiene combustible para 4

horas, viajando a una velocidad
constante de 270 km/h. Al despegar, el
piloto observa que hay viento a favor
que le permite volar a 318 km/h con el
mismo gasto, pero debe tener en cuenta
que a la vuelta solo podra ir a 222
km/h. ;Cudl es la distancia maxima a la
que puede alejarse?

17. Calcula las dimensiones del rectangulo

de area méaxima cuyo perimetro es igual
a 436 metros.

18. Un movil recorre un trayecto de 265 km

con velocidad constante. Escribe la
ecuacion de la funcién que relaciona la
velocidad del movil con el tiempo
empleado en recorrer ese trayecto.
Después calcula el tiempo si la velocidad
es de 50 km/h y calcula la velocidad si
el tiempo empleado es de 8 horas.

19. Un grifo con un caudal de 7 litros por

minuto tarda 15 minutos en llenar un
depdsito. Halla la ecuacion de la funcién
que relaciona el tiempo que tarda en
llenarse el depdsito con el caudal del
grifo. Dibuja su gréfica y calcula el
tiempo que tardaria en llenarse si el
caudal del grifo fuera de 14 litros por
minuto.

cidead

20.

21.

22.

23.

El IPC (indice de Precios al Consumo)
es una medida porcentual de la
variacion de los precios de un afio a
otro. Si el IPC se mantiene
constantemente igual a 1,9% durante 5
afios, un producto que inicialmente
valia 655€ ;qué precio tendra al cabo
de esos afios?

Hemos comprado un coche por
17739€. Si el precio de venta en el
mercado de segunda mano se deprecia
un 14% anual, ¢cudl sera el precio del
coche al cabo de 11 afios?

Tenemos un bloque de hielo a —24°C
de temperatura. Lo ponemos a calentar
en un recipiente y tarda 10 minutos en
alcanzar los 0°C. Se mantiene 6
minutos a esa temperatura hasta que
se licua totalmente. Luego tarda 7
minutos en alcanzar la ebullicibn a

100°C y otros 10 minutos en
evaporarse completamente, periodo
durante el cual mantiene la

temperatura constante a 100°C. Halla
la ecuacion que relaciona la
temperatura del agua en el recipiente
con el tiempo transcurrido y dibuja su
grafica. Después calcula cuanto se
tarda en alcanzar una temperatura de
25°C y qué temperatura se alcanza al
cabo de 25 minutos.

La gréfica adjunta describe el coste de
enviar un paquete por correo en funcién
del peso de dicho paquete. Escribe la
funcién correspondiente a esta gréafica y
averigua el precio de enviar un paquete
de 17 kg.

=[30
T10 —
T | 10 | 3
T T T I{Ig
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Las conicas

La hipérbola y la parabola
pertenecen a una familia de
curvas llamadas coénicas, a la
que también pertenecen la elipse
y la circunferencia. Se obtienen
al cortar una superficie coénica
con un plano:

Circunferencia

f El plano corta
perpendicular
al eje

|
Elipse

El plano corta cnn:

una inclinacion entre
la perpendicular al

eje yla generatriz b

Parébolx | 3
f El plano corta
paralelo a una
genaratriz
|

Hipérbola |
El plano corta ¢ -:-|'|" ."
una inclinacion entri

el eje yla gensratriz
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Para saber mas

El logaritmo de un ndmero, y, en
una cierta base, b, es el namero, x, al
que hay que elevar b para obtener vy,
es decir:

logpyy = X equivale ay = b*

Informalmente, decimos que el logaritmo es la
operacion contraria de la exponenciaciéon. El célculo
con logaritmos se incia de forma sistematica en el
siglo XVII con el matematico inglés John Napier.

En la pagina inicial se nos preguntaba cuanto se
tardaria en alcanzar una poblacion de un millon de
microbios. Se trata de resolver la ecuacion:

3* = 1.000.000

o lo que es lo mismo, calcular el logaritmo en base
3 de un millén. Si usas la calculadora tienes que
hallar el logaritmo de un millbn y dividirlo por el
logaritmo de 3 y obtendras un valor comprendido
entre 12 y 13 horas.

En las parabolas todos los rayos que parten del foco o
inciden en él son reflejados en la misma direccion. De ahi
que los faros de los coches o las antenas tengan forma
parabdlica.

eje Y ordenadas
T T T T
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Recuerda
lo mas importante

Funciones lineales Iy . . .
Funcion de proporcionalidad inversa

ECUACION: y = m-x ECUACION:
x'y=k ohien y= %
y=05"x
1 X -y=4
Su grafica es una recta que: B .
10 Su grafica es una hipérbola:
- Pasa por el origen S G 5
5 -Crece sim=0 - en los cuadrantes 1y 3 si k>0
-Decrece sim=<0 - en los cuadrantes 2 y 4 si k<0
I - Es horizontal sim=0 R
Tienes dos asintotas.
L E Ia_PENDIENTE : Es simétrica con respecto
y coincide con el cociente al punto de corte de sus
entre la ordenada y la asintotas.
abscisa de cualquier punto i i
] de la recta. Es discontinua.
K ="
Relaciona dos magnitudes
DIRECTAMENTE H H
. ins e Funciones exponenciales
ECUACION: y=k - a*
Funciones afines y= 2%
. Solo esta definida para
ECUACION: y=m-x +n valores de a mayores que
cero y distintos de uno.
- . k debe ser distinta de cero.
N~ 2193, , y= -05x +5 i
- Creciente si
Su grafica es una recta que: k>0ya>14 k<Dyas<i.
- Decreciente si
TS - Pasa por {l],n] k<Oya>1 d k=0ya<l.
- Crece sim=0 Corta al eje Y en (0,k}
- Decrece si m=<0
i - Es horizontal si m=0 Tienes una asintota.
m es la PENDIENTE - |
K 1 a 2
y coincide con el cociente 7' | v' |
entre la dferencia de Funciones definidas a trozos
ordenadas y la diferencia
b de abscisas entre dos
BuntosicualezRuisralls Son funciones que estan
larecta. definidas por ecuaciones
distintas en diferentes
m :I: 0,50 n :I: 5,00 zonas de su domino,

Se usan para explicar
las propiedades de las

1 At funciones y para describir
Funciones cuadraticas ciones Y parn deser
cierta magnitud cambia

o 2 bruscamente su forma
ECUACION: y=ax +hx+cC de comportarse.

y=x>+4x-4

Su gréfica es una parabola:

- Pasa por (0,c)
- Abierta hacia arriba si a=0

- Abierta hacia abajo si a<0 Funcion valor absoluto
T t - Mas cerrada cuanto mayor -
[ es a en valor absoluto. ECUACION: v =[x |
Eje de simetria x = - % x six=0

o= —Xx six<0

1 Los puntos de corte con el
eje X se obtienen igualando
la ecuacion a cero.

= 3 g b 3 g L Es un ejemplo de funcion

definida a trozes
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10.

Autoevaluacion -5
(8

¢Cual es la pendiente de la recta de la imagen?

. ¢Cual es la ecuacién de la recta paralela a la recta

y=0,5x+2 que pasa por el punto (1,0)?

Halla la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos A(1,0) y B(3,3).

Calcula las coordenadas del punto de corte de las
rectas r: y=2,5x+6,5y s: y=-2x-7

. Calcula las coordenadas del vértice de la parabola y

= x? + 2x + 5.

Calcula las coordenadas de los puntos en los que la
pardbola y = -x*+3x+4 corta a los ejes de
coordenadas.

. Halla la ecuacion de la funcién de proporcionalidad

inversa cuya grafica pasa por el punto P(-3,2) y
dibuja la grafica.

Halla la ecuacion de la funcién exponencial de la
figura con ayuda del punto que esta marcado.

Ponemos un capital de 100.000€ al 7% de interés
compuesto. ¢A cuanto ascendera al cabo de 13
anos? (Redondea a euros)

Calcula |f(2)] sabiendo que

£(x) = —2X-2 'six<3
2X-1six>3
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1
y=—x-3
2

(_2!7)

y=4x+8

y= -3x+1

a ---—- azul

b ---- amarillo

C ---- rojo

a ---- rojo

b ---- azul

¢ ---- amarillo
X ¥
2 40

-0,25 |-320

5 16
-8 -10
-0 | -8
20 | -4

Xy = 80

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a ---- rojo
b ---- azul

¢ ---- amarillo

Precio final: 1,09€;
aumento: 4,89%

Precio final: 465,35€;

descuento:

22,57%

Cuota fija: 12€; minuto: 0,07€;
22 minutos: 13,54€.

522,93 km

b=h=109 m

X-y=265;
km/h

x=5,3 h; y=33,13

MATEMATICAS A
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19. xy=105; 7,5 minutos

min x2

1imin =17

20. 719,77 €

21. 3376,08 €

°C
1100

|50

23.

continuaciéon

Tarda 17,75 minutos en llegar a 25 °C.
A los 25 minutos la temperatura es 100 °C

24.

\

[ 24
10

0

100
7

100
\

a5 sixs1
B osix=1 y x=2
Tosixe2 y x£5

8 six=Aa y x=10
105 six=10 ¥y x=15
13 six=18 vy x= 20

x- 24 six20 y x=<10
six2 10 yx< I8

(x-16) six2]6 pax<23

six=223 yax< 33

Erwiarun pesode 17 kg
cuesta 1300 € porgue
BSE PESO cofresponde ala
ona 6 .

22.

Soluciones
AUTOEVALUACION
1. 1

2. y=0,5x-0,5

3. y=1,5x-1,5

4. (-3,-1)

5. (-1,4)

6. x1=-1; x2=4; y=4
7. Xy=-6

3. y=(0,2)"

9. 240.985 €

10. 6

No olvides enviar las actividades al tutor »
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1 1 Estadistica

Objetivos
En esta quincena aprenderas a: 1.Estadistica descriptiva ........ccc.c........ pag. 204
o Distinguir los conceptos de Poblacion y mU(’estra
poblacién y muestra. Variables estadisticas

Graficos variables cualitativas
Graficos variables cuantitativas discretas
Graficos variables cuantitativas continuas

o Diferenciar los tres tipos de
variables estadisticas.

e Hacer recuentos y graficos.

o Calcular e interpretar las | 2.Medidas de centralizacion ............. pag. 207
medidas estadisticas de Media, moda y mediana
centralizacién mas impor- Evolucidn de la media
tantes. Evolucién de la mediana
s Calcular las principales Media y mediana comparadas
medidas de dispersién.
. Entender la importancia de la 3.Med|d_as de POSICION oo pag. 210
eleccién de la muestra para Cuartiles y Percentiles
que sea representativa. Diagramas de caja y bigotes
4.Medidas de dispersion ............c....... pag. 212

Desviacion tipica y recorrido
Calculo de las medidas de dispersion
La media y la desviacidn tipica
5.Representatividad de las muestras..pag. 214
Muestreo estratificado
Muestreo aleatorio. Sesgo
Ejercicios para practicar
Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion
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Recuerda

Antes de empezar

El curso pasado ya estudiaste estadistica, y en numerosas ocasiones has hecho estadistica
aunque no te hayas dado cuentas de ello. Veamos algunos ejemplos.

Nota media

A lo largo de un curso escolar tendras
muchas ocasiones donde calcular este
valor. Si una nota depende de dos
examenes y en uno tienes un 4,
intentaras sacar al menos un 6 en la otra.

Al final del instituto, las medias del
bachillerato y de la prueba selectividad.
Comparaciones con la media local o
nacional. Las medias de corte para
determinadas carreras

Fatbol

El jugador que mas goles ha marcado, el
portero que menos ha encajado. La
clasificacion de la liga. La mejor mitad
de liga. Los puestos de competiciones
europeas, los de descenso, n° de veces
internacional, n©® de fases finales,
minutos jugados, tiros a puerta, faltas.

Consumo medio de agua
de los hogares. 2004 (litros/hab./dia)

&

Espana =171
Menos de 150
De 150 8 165

De 1654 180

Mas de 180 [}

Residuos urbanos
(kg/hab./afio)

700
Espafia®
650

600 UE-15

650
UE-27

500

B0 o

95 96 97 98 99 00 01 02 03 04

* En 2004 as excluyen los eaduos de
demolicion, construccion y reparacion de
viviendas, de acuerdo con la metodologia
de Eurostat.
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1. Estadistica descriptiva

Poblacion y muestra.

Poblacién es el conjunto de individuos, con alguna
caracteristica comun, sobre el que se hace un estudio
estadistico.

En la practica es frecuente tener que recurrir a una
muestra para inferir datos de la poblaciéon. La muestra es
un subconjunto de la poblacién, seleccionada de modo que
ponga de manifiesto las caracteristicas de la misma, de ahi
que la propiedad mas importante de las muestras es su
representatividad.

El proceso seguido en la extraccion de la muestra se llama
muestreo

Variables estadisticas

La caracteristica a estudiar en una poblacién es la
variable estadistica.

Las variables estadisticas pueden ser esencialmente de dos
tipos cualitativas y cuantitativas.

Las variables cualitativas son las que no aparecen en
forma numeérica sino como una categoria o atributo.

Las variables cuantitativas son las que pueden expresarse
numéricamente, y a su vez pueden ser:

v/ Cuantitativas discretas, si sOlo pueden tomar un
numero finito de valores.

v/ Cuantitativas continuas cuando pueden tomar
cualquier valor de un intervalo.

Si cada cuadrito representa a
cada uno de los alumnos de un
instituto  ficticio y se |les
pregunta sobre su color favorito,
el total de los cuadros es la
poblaciéon, 625 alumnos, y los
26 encuestados constituyen la
muestra.

El color de los ojos, el queso
preferido, el continente donde
vives, son variables
estadisticas cualitativas.

El n° de ordenadores en casa,
o de televisores y el n° de
habitantes por vivienda, por
ejemplo, son variables
estadisticas cuantitativas
discretas.

El peso, la altura, Ila
velocidad, la densidad, la
presion, son variables
estadisticas cuantitativas
continuas.

MATEMATICAS A m 204

cidead




Los datos:

00 0=

7
3
1
6
5
Total 22

Tienen este diagrama de
sectores

Intervalos | Recnento fr. |Dens.
[0 53 |HI 6 | 1,2
(s & ([l 4|4
5 70 |4l | 12|22

[l 3

154! 5

RECUENTO DE LAS NOTAS EN 30 EXAMENES

En el diagrama de frecuencias el
area mayor comesponde a la
columna moja gue no es la de
mas frecusnda

e e

EEAmEmCcAamam

oDRoHGB=ZzmQO
B

5= & 7 B5 10
WARIASE

Frecuencia
Densidads —————
Longitud del intervalo

Las dreas de las barras-densidad
resultan proporcionales a las
frecuencias en &l intervalo

Graficos en variables cualitativas.

El diagrama de sectores es el mas indicado para este
tipo de informacion. El porcentaje de datos de cada valor
en una muestra se corresponde con el mismo porcentaje
de sector de un circulo. Asi por ejemplo, si los datos son A,
A, A, A A, B, B, B, Cy C. Las frecuencias son (A,5), (B,3)
y (C,2), los porcentajes seran (A,50%), (B,30%) vy
(C,20%) los que corresponde a un grafico de sectores con
(A, 1809), (B,108°) y (C, 7209).

|\

frecuencia ~  grados del sector
n° total de datos 360

Graficos en variables discretas.
Diagrama de barras. Bastara que observes un ejemplo.

A los datos,

Coowr
Pwbwn
RO WAHN
=P OoObM
WOOoOw

les corresponde el
grafico de la derecha. 01234

Gréficos en variables continuas.

Histograma. Los datos se representan por rectangulos
cuya base es la amplitud del intervalo representado y con
la altura que nos indica la frecuencia absoluta, si todos los
intervalos son de la misma amplitud. Si no es el caso, las
alturas se calculan de manera que las areas sean
proporcionales a las frecuencias absolutas. A la izquierda
tienes un ejemplo hecho.

Poligono de frecuencias. Uniremos los centros de la
parte superior de todos los rectangulos para obtenerlo.
También se suele dibujar el histograma de las frecuencias
acumuladas, en cada dato se acumula la frecuencia de
los datos anteriores.

[150, 160]>4 HISTOGRAMA F. ACUMULADAS
[160, 170]>10 a0
[170, 180]>3 14 2
[180, 190]>6 12 24
[190, 200]>7 10 20

8 16

B - ; 12

4 —r 8

2 4

166 165 175 a0 170 18D
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EJERCICIOS resueltos

Clasifica las los siguientes ejemplos de variables estadisticas: Longitud de un
camion, Carga maxima, n° de ruedas, n° de ejes, tipo de camidn, marcas de
neumaticos, tipo de tapiceria, n° de puertas, altura maxima.

Cualitativas: Tipo de camion, marcas de neumaticos, tipo tapiceria
C. discretas: N© de ruedas, n° de ejes, n° de puertas
C. continuas: Longitud de un camion, Carga maxima y altura maxima.

Calcula los grados que corresponden a cada valor en un grafico de sectores hecho
a partir de los datos: R, R,V ,V,V,V,V, A AyA

Hacemos el recuentoR > 2, V> 5y A>3 Y calculamos
2 Grados R 5 Grados V 3 Grados A
10~ 360 ' 10 360 Y10 360
Grados R = 72, Grados V = 180 y Grados A =108

y obtenemos

Agrupa los datos siguientes y haz un diagrama de barras adecuado. Datos = { 0 1
0234122122343213}

Marca Frecuencia Fi

0 2 4

1 4 2

2 6

3 4 . .

4 2 FARMBLE

Clasifica los datos en intervalos y dibuja un histograma adecuado.

130 197 154 131 189 162 1352 162 167 180
139 160 166 197 187 194 132 181 173 134

177 1584 1868 174 177 159 153 159 160 130

g
[150, 160] 155> 7
[160, 170] 165> 6 | ° ,
[170, 180] 175> 4 4
[180, 190] 185> 9 | o
[190, 200] 195> 4

155 175
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i NOTA
— 1  MEDIA

- 5,5

6

6

{Color de moda?

Por ejemplo, si tenemos las
observaciones 6,7,8,6,7,6,8,6,9
y agrupamos los datos vemos
claramente que el valor 6
aparece mas que ningun otro.
En este caso la moda es 6.
xi>fr
6->4
722
8->2
9->1
Si ordenamos los datos, y dado
que el n° de datos es impar
justo el 7 queda en el centro.
666677881
Si los datos fueran
6,7,8,6,7,6,8,6,5 una vez
ordenados, y como hay wuna
cantidad par de datos, dos de
ellos ocuparian el centro:
5666677881
y la mediana serd (6+7)/2 = 6.5

cidead

2. Medidas de centralizacion

Media, mediana y moda.

Un conjunto N de observaciones, N numeros, puede
que por si solo no nos diga nada. En cambio, si
ademas nos dicen que estan situados alrededor de
uno o varios valores centrales ya tenemos una
referencia que sintetiza la informacion.

Media. La suma de los N nimeros dividida entre N.
Por ejemplo, para 3, 4y 5, (3+4+5)/3 = 12/3 = 4;
paral, 1,4,8,8y8, (1-2+4+8-3)/6=5.

lel + X2f2 + .00+ ann
N

Media =

Moda. Si una observacidon se repite mas que
cualquier otra, sera considerada la moda de esos
datos. Por ejemplo, si tenemos las observaciones
6,7,8,6,7,6,8,6,9 y agrupamos los datos 6>4, 722,
8>2 y 921 vemos claramente que el valor 6 aparece
mas que ningun otro. En este caso la moda es 6.

En el caso de variable continua, consideraremos por
moda a la marca del intervalo de mayor frecuencia,
cuando esto ocurra. También puede ocurrir que haya
dos modas o que no haya ninguna que destaque.

Mediana. El numero tal que la mitad de las
observaciones son mayores que él y la otra mitad
menores.

En general, para pocos datos lo mejor es proceder
segun el ejemplo de la izquierda, segun sea una
cantidad para o impar.

Para cantidades mayores, habrad que agrupar los
datos primero en una tabla. Y determinar segmentos
de longitud proporcional a su frecuencia, disponerlos
de forma lineal y marcar el centro como muestra el
siguiente ejemplo.

MQGFSHQ

Li] l:J 20 3 JIID 5 &0 ".IF Sllil QP l.lIIIIZI
S e Emcmw
En este otro grafico vemos indicada la mediana en un
diagrama de Frecuencias relativas acumuladas:

Fr. ¢ .
La mediana es
L]
4 pues en &l la
Fr. ac./N
’—-7 alcanza el 0,5
0,5
2 4 & 8 10 Wariable
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Media. Evolucion al afiadir y/o cambiar un dato

1 Para los datos 5 y 5 la media es 5. Si afladimos un 5
se mantiene en 5. Si afiadimos un 8 la media pasa a
ser 6. (Figura derecha).

2 Si tenemos 9 datos con media 5, necesitamos anadir
un 6 para que la media pase a ser 5,1. Si tenemos 19
datos con media 5, necesitamos un dato de valor 7
para que la media suba a 5,1. (Figura derecha).

3 Para un conjunto de datos con media 5, si afiadimos
otro con media 5, por ejemplo 6 y 4, el nuevo conjunto
conserva la media.

Mediana. Evolucion al afladir y/o cambiar un dato

1 La mediana, para los datos 2, 3 y 4 es Me=3. Si
cambiamos el 4 por 5 o por 6 o por cualquier otro valor
mayor sigue siendo Me = 3.

2 En cambio, si afiadimos otro dato y tenemos 2, 3, 4
y 4, por ejemplo, la Me = 3,5. Y si ahora afiadimos un
quinto valor, un 4 o un 5 0 un 6 o cualquier otro mayor
que 4, la mediana en 2,3, 4, 4 y ?? pasa a ser 4. Da
igual el valor ?? es 5, 10 o 25.

Media y mediana comparadas

Para los datos 4 y 6 la media y la mediana coinciden
en 5. Afadir un 8 o un 11 da lo mismo para la
mediana, que pasa a ser en ambos casos 6. Sin
embargo la media con un 8 pasa a ser 6 y con un 11
pasa a ser 7. Los valores 8 y 11 se consideran
observaciones atipicas, estan distanciados del resto de
valores, tiran de la media y no afectan a la mediana.
Si los datos estuvieran repartidos simétricamente
respecto a un valor, ese valor seria a la vez la media y
la mediana. En cambio, si los valores a un lado de la
mediana estan mas alejados de ella que los del otro
lado, la media se desplaza hacia esos valores alejados
que tiran de ella. Hay una asimetria.

[}

- 10 —

9 T 9 1

8 1 g __ 1 Mediang
e 7 __=8 -
6 + T -
5 + 5

4 1 [ R f—
JC I R

2 e R

1 3 1 3

[ [

Datos atipicos
Mediana distinta de la Media

Datos simétricos
Mediana igual a la Media
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“"+Datos; "¢ Datos |+ Datos
*+5y57°155y5/°i5 5y 8
8 1 b S 8 T
[ T 3 7
6 1 [ J 6+ Media
5T Media P Media 5 __=
4 175 4 475 I
3 s J. i J.
2 3 2 T 2 T
1 3 1 3 1 1
L1 - [ [
10— 10—
® +Datbs ® 4 Datos
"1 3555 P41 3555
"+56/78 "$56678
6 1 L J
_Media _+ _Media
L 4= 4 1551
3 4+ 3 1
2 1 2
j [ 1 1
[ LI =
10— 10 ——
8 - Datos g _1 Datos
g 1357 g 1 3510
[ = 7
L [
5 _JMediana g 5 _ hiediana g
. =5 , 159
I 3 1
R I
L 1 3
[ I T Ll
Ni2 N N2 N

Para ver la mediana se traza una
vertical desde el eje horizontal en
N/2

Por ejemplo, si tenemos las
observaciones

1. 20,24y 28.
Me = 24

2. Y para 20, 24, 28y 30
Me = (24+28)/2 = 26

3. Para 20, 24, 28 y 100
Me = (24+28)/2 = 26

En cambio la media no se
comporta de la misma forma
para los mismos datos

1 X =24
2 X = 25,5
3 X =43

cidead




5.

6.

7.

8.

EJERCICIOS resueltos

Calcula la media en cada caso:
a) 4,6, 8 Soluciones: a) (4+6+8)/3 =6
b) 4,6,8,6 b) (4+6+8+6)= 24/4 = 6
c) 100, 120, 180, 200 c) (100+120+180+200)/4 = 150
Calcula la media en cada caso:
a | Marca | Fr b | mMarca | Fr - 102 +204 + 303 + 402
10 2 00 [2 | X= 11 =24,54
20 4 200 |4
< 1002 + 2004 + 300-3 + 400-2
30 3 300 |3 | b)X= 11 = 245,45
40 2 400 |2
Determina la moda y la mediana
a) 5,6,6 c)1,2,3,4,2 Soluciones: a) Me=6, Mo=6 ¢) Me=2 Mo=2
b) 1,1,2,3 d) 3,2,3,2,2,2 b) Me=1,5 Mo=1 d) Me=2 Mo=2
Calcula la moda y la mediana en cada caso:
a Marca Fr b Marca Fr Soluciones:
9 2 T — a) Me=20 Mo=4
30 3 300 4 b) Me=250 Mo=300
40 2 400 1
Se han medido las alturas en cm de un grupo de 30 personas obteniéndose los

datos siguientes:

Altura en cm fi
(150,160] 7
(160,170] 9
(170,180] 10
(180,190] 3
(190,200] 1

Calcula la media, la moda y la mediana.

a) Completamos la tabla afadiendo una columna para x; y otras dos para x;f; y

para las frecuencias acumuladas.

Altura en cm Xi i Xi-fi Fi <«—Me
(150,160] 155 7 1085 7 <«—Mo
(160,170] 165 9 1485 16
(170,180] 175 10 1750 26
(180,190] | 185 3 555 29
(190,200] 195 1 195 30

SUMA: 30 5070
i:%:mg Me = 165 Mo = 175

cidead MATEMATICAS A
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3. Medidas de posicion

Cuartiles y percentiles

Dado un conjunto de datos numeéricos
correspondientes a un estudio estadistico, si los
ordenamos de forma creciente y consideramos el que
esté en el centro, nos estaremos fijando en la
mediana. Es el primero que supera (o iguala) al 50%
de valores, pero también podemos fijarnos en otras
posiciones:

e Sinos fijamos en el primer valor que supera al
25% o al 75%, estamos hablando del primer
y tercer cuartil, Q;y Qs.

e Para otros valores como el 10%, o el 80%
hablamos de percentiles, Pio Yy Psgo -

Ejemplo. Para la variable de valores O, 1, 2, 3, 4, y
frecuencias 09, 125, 223, 326, 43, dibujamos
barras de longitud proporcional a las frecuencias y
dividimos el total en partes iguales: en dos partes
para la mediana, cuatro para los cuartiles y 10 para
los percentiles principaleﬂse.G

Percentiles
3 g 5

E=io1=]

Cuartiles

Diagramas de caja y bigotes

A partir del valor de la mediana y los cuartiles se
pueden representar las distribuciones estadisticas
mediante los llamados “diagramas de caja y bigotes”.

Veamos como se construye con los datos de la tabla
de la derecha. Una vez ordenados los datos, se
calculan los valores minimo y maximo, los cuartiles y
la mediana.

min=1300 Q;=1675 Me=1900 Q3;=2150 max=2500

A Li Q1 Me Qs Ls
1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 2100 2200 2300 2400 2500

mililitros

Se situan estos valores sobre el eje de abscisas y se
dibuja la “caja” desde el primer al tercer cuartil (el
recorrido intercuartilico), y los “bigotes” como indica
la figura.

210 m MATEMATICAS A

También podemos hacer

un diagrama de
frecuencias acumuladas y

dividir en partes iguales
como muestra el grafico.

-
m
=

-
—h

F.ahsolutas
acumuladas

II|II|II|II|
=
o

La tabla muestra el consumo diario
de agua, en ml, de los 20 alumnos

de una clase.

Juan | 1&50 Luis 1300
Luis 1300 Tere 1500
Alma | 2400 Maya | 1600
Tofo | 2000 Marta | 1650
Rosa | 2100 Juan 1650
Lupe | 1700 Lupe 1700
Paco | 1900 David | 1750
Tere | 1500 Pepe 1850
Iris 1900 Alex 1900
Pepe [ 1850 Iris 1900
Marco [ 2000 Paco 1900
Liza 2200 Marco | 2000
Julio | 2300 Toflo | 2000
Mava | 1E00 Omar | 2100
Al 1300 Rosa 2100
Beto [ 2500 Lisa 2200
Fita 2200 Rita 2200
Marta [ 1650 Julio | 2300
Cmar [ 2100 Alma | 2300
Cravid [ 1750 Beto | 2500

Min

Qa

Qs

Max

NOTA: La longitud de los bigotes no
debe exceder una vez y media la de la
hay valores extremos que
superan esa medida se dibujan como

caja, si

puntos aislados.
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10.

11.

12.

EJERCICIOS resueltos

Calcula la mediana, cuartiles primer y 39, y el percentil 30 60 y 90 de los datos.
4133231334 00044 3030321004 301

Hacemos el recuento: 028, 1>4, 22, 329 y 455 y barras de longitud proporcional a la
frecuencia para cada valor. Ademas partimos la longitud total de la barra en 2, 4 y 10 trozos
para obtener la mediana, cuartiles y percentiles, tal y como muestra la imagen.

~ Medi . i
Fercentiles Vemos que la mediana esta entre el

na
o1 2 3? 4? a EP .'r‘? EP 9? 100 [azul y el amarillo, (3+2)/2 = 2.5, Q
Jn en el rojo, Q3 en amarillo.
2 3 4 Q=0 Me=2,5 Q;=3

Cuartiles P30=1 Pgo=3 Yy Pyo=4

Analiza el siguiente diagrama de caja y bigotes y calcula, a partir de él, los valores
maximo y minimo, la mediana y los cuartiles.

Minimo = 1500

‘ Q; = 1750
Me = 1950
‘ Q3 = 2100

Maximo = 2500

N T S TN N N [N N _—— —— @ + + + + + +
T T T T T T T T T T T T L]
-/\'/ 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 2400 2200 2300 2400 2500

Analiza el siguiente diagrama de caja y bigotes. Muestra los minutos que tarda en
hacer efecto un medicamento en una poblacién. Interpreta la informacidon que
presenta y responde a las preguntas.

Minimo = 30
Q; =55

Me = 85

Q3 = 100
Méximo = 130

1 L 1 1 L 1 L
T L L] T @ L L] L

0 20 40 60 80 100 120 140

a) ¢A qué porcentaje de la poblacion habia hecho efecto al cabo de 30 minutos?.
b) Al cabo de cuantos minutos habia hecho efecto al 50 % de la poblacién?.

c) Cuantos minutos tardé en hacer efecto al 100% de la poblacion?

d) A qué porcentaje habia hecho efecto a los 55 minutos?.

¢Cuanto tardé en hacer efecto a las tres cuartas partes de la poblacién?

RESPUESTAS: a) Al 0%, 30 es el valor minimo. b) a los 85 minutos (la mediana)
c) 130 minutos (valor maximo) d) 55 es el primer cuartil, al 25%
e) 100 minutos, 3 partes son el 75%
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4. Medidas de dispersion.

Varianza, Desviacion tipicay rango

“La estadistica es una ciencia segun la cual, si yo me como un pollo
y tl no te comes ninguno, nos hemos comido como promedio
medio pollo cada uno”.

La estadistica indicard que todos comen lo mismo
cuando las medidas de dispersion sean todas nulas.

Rango. El intervalo definido por el menor y el mayor
dato. También se llama rango a la diferencia entre el
mayor y el menor de los datos.

Varianza. La media aritmética de los cuadrados de
las diferencias de los datos con la media.
o > fi (Xi — X)? > fii (Xi)?

que equivale a o> == —~"" _(X)?
n n

Desviacion tipica. La raiz cuadrada positiva de la

varianza.
fi- (Xi — X)? fiXie
DML TECr S ) S G
n n
Ese es el objetivo de estas medidas. Por ejemplo, los

Medir la dispersion

datos A= {20, 20}, B={15, 20, 20, 25} tienen la
misma media, moda y mediana. En todos los casos
igual a 20. Sin embargo, puedes comprobar que en
ninguna de las tres medidas de dispersién definidas
arriba coinciden.

Media y desviacidn tipica.

Para muestras unimodales (una sola moda) y casi
simétricas, alrededor de la media podemos considerar
un intervalo que contenga la mayoria de los datos.
Por ejemplo, para una muestra con media 100 y
desviaciéon tipica 10, la mayor parte de los datos
estaran entre 90 y 110, aproximadamente el 68% ;
entre 80 y 120 estard el 95% aproximadamente. Y
casi todos entre 70 y 130. Hay una forma de
distribucion de datos llamada normal que cumple con
lo anterior, y de una manera u otra, de todas las
poblaciones grandes se pueden extraer datos que se
ajustan a ella. En cursos superiores veras la
importancia de estas distribuciones.

Muestta unimodal y simjétrica

|'=!|||:||||=||.‘='|
| I I I A DN RN R B |
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“La estatura de los triibutalc'o_ f
presenta poca dispersion ‘..

. o =1 Rango = [2, 8] amplitud =6

| | |
0 1 2 3 4 5 6 7 B B M

Y =0,5 Rango = [4, 6] amplitud = 2

7 2 3% 4 s & 7 8 % 'm
En ambos graficos la media,
mediana y moda valen 5

En la practica se suele usar la
formula reducida para el
calculo de la desviacion tipica.

o /Zf:Xiz %

Asi, para
Marca Fr
4 3
5 3
6 2

Se tiene que la mediaX = 4,85
y

34% + 35% + 2:6
o \/ _4,85°
8
[Datos= 39
Franja interior [2,79-1,48 |, 279+1 48 1=[1,3 , 4,28]

con untotal de 27 datos, lo gque supone un 69,23 %,
La anchatiene un total de 37 datos, el 94 87 %
¥=2,79 0=148
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EJERCICIOS resueltos

13. Calcula la media y la desviacion tipica en

14. Calcula la media y la desviacion tipica en:
a) 7,5,3,2,4,5
b) 20, 25, 20, 22, 21

v_/7+5+3+2+4+5 26

a) X - 4,33
6 6

-4332% = % -18,75 = 1,59

c—\/72+52+32+22+42+52
- 6

20+25+20+22+21 108

=21,6
5 5

b) X =

o \/202 +25% +202 +222 + 212
5
(Nota.- Observa la formula utilizada para la desviacion)

media. Calcula la media y la desviacion tipica.

174 158 150 185 186 178 166 185 199
183 175 1173 175 164 173 178 179 164
176 159 190 173 189 163 156 169

Wi fiowifi fi-[xi-}{]2
(1501801155 & 775 1733,65
[1E0,4701165 & 825 371,58
[M70,4201175 410 1750 19,02
[120,4301185 7 1295 906,42
[190,2001185 2 390 914,14
Tatal 29 5035 3944,82

Con los datos de la tabla es mas facil, y se tiene:
Media v Deswviacion tipica

= 5035 _ NET IR
- =17382 0 = g = 11,66

-2162% = \/@ - 466,56 = 1,85

a) 200, 250

b) 175, 275

c) 250, 250

<3 _ 2 _ 2 2 2
a) x - 250+200 . G:\/(25o 225)% + (200 - 225) :\/25 +25

2 2

= _ 2 _ 2 2 2
B = LEENE oo c5:\/(175 225)2 + (275 - 225) :\/50 +50

= _ 2 _ 2 2 2
o x225°;250:250 c5:\/(250 250) ;(250 250) :\/0 ;0 s

15. Organiza los datos siguientes en intervalos de 10 cm desde 150 a 200. Amplia la
tabla con dos columnas, una para el producto de las marcas con las frecuencias y
otra para el producto de las frecuencias con los cuadrados de las diferencias con la

=25

cidead
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5. Representatividad

Muestreo aleatorio

La caracteristica mas importante de una muestra es
su representatividad respecto al estudio estadistico
que se esté haciendo. Si la muestra no es
representativa diremos que esta sesgada.

El proceso mediante el cual se elige una muestra se
lama muestreo, y para que nos proporcione una
muestra representativa debe ser aleatorio. Un
muestreo es aleatorio cuando los individuos de la
muestra se eligen al azar, de forma que todos tienen
la misma probabilidad de ser elegidos.

Ejemplo: Llamadas telefonicas voluntarias. Estas encuestas
tienen varias fuentes de sesgo. Hay familias que no tienen
teléfono, el coste de la llamada no todo el mundo esta
dispuesto a asumirlo. Pero sobre todo, el factor de
respuesta voluntaria, los encuestados se auto-seleccionan.
Suelen contestar aquellos con una fuerte opinidon negativa
sobre el tema. El enojo les anima a participar.

Ejemplo

En la imagen tienes 625 cuadros que representan a
los alumnos de un instituto ficticio, se quiere estudiar
el “nimero de hermanos” y para ello se ha elegido
una muestra aleatoria como puedes ver a la derecha.

Hazlo asi: Decide primero el tamafio de la muestra, por
ejemplo 62 alumnos, ordenados los alumnos se elige uno de
ellos al azar (puedes simularlo eligiendo un cuadrito con los
ojos cerrados), a partir de este cuenta y sefala cada 10
cuadritos (625/62=10), cuando llegues al final de la lista
(cuadrado) sigue desde el principio. Este tipo de muestreo
aleatorio se llama sistematico.
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xi fi fi/N - DATOS DE LA
@ 1z 02 MUESTRA
20 0,32
&7 014
3 10 016
4 10 D016

B2 1

EM ESTE MUESTREQ

Mo tienes que tener en cuenta los
niveles, solo qua cads alumno

ses elegido de entre todos  alestoria-
merte. Adn asi habrd carrelacion en
los niveles entre muestra y poblacion.

Bachillerato 13
Xciclo ESD 12
1%ciclo ESO 37
Total i
Porcentzje T840

Total alumnos  Total encuestados  Datos de la
poblacion total
xi fi fi/H
@0 o0z
135 0
@112 o018
3 112 0417
4 135 021
625 1
Bachillaraio
Fyd ESD
1"y 2" ESO

| - o

w03 ow g

— s E

COMPARAR Bachillerato 150
Aungue no hayas tenido en cuenta Fy4*ESO 178
|0s niveles para tu eleccidn, ademas 12y 2°ES0 300
de comparar par n® hermanos Total 625

puedes hacerlo por niveles.

cidead



Muestreo estratificado

En ocasiones cuando la poblacion objeto de estudio,
pertenece a distintos grupos o estratos conviene
elegir la muestra de forma que todos ellos queden
representados.

Este tipo de muestreo, escogiendo un reparto
proporcional a los estratos, se llama estratificado.

Por ejemplo, si queremos estudiar el poder adquisitivo de
una poblacidon, y solo elegimos a individuos de una
determinada zona, o principalmente de una determinada
zona, la muestra con toda seguridad no sera representativa.
La muestra se ha de elegir tomando muestras de individuos
proporcionales a la poblacion de cada zona. Si hay tres
zonas con 12.000, 18.000 y 20.000 habitantes, la muestra
deberad tener un 24% de la primera zona, 36% de la
segunda y 40% de la ultima.

A continuacion sobre la poblacién del instituto ficticio
anterior se ha hecho una encuesta sobre el color preferido y
en este caso se ha decidido hacer estratificada. De cada
nivel se ha seleccionado aleatoriamente un numero de
individuos proporcional al nimero de componentes.

Debajo vemos la muestra aleatoria que
se ha elegido y el resultado de la
encuesta. Los Ultimos diagramas de
sectores comparan la realidad con los
resultados de la encuesta.

Total alumnos  Total encuestados Datos dela
poblacion total
fi/N
&3 023
118 0,18
@151 0725
166 0,26
97 015
625 1
wshillarain
Fy4"ER0
1"y 2" ESO

—~o a0
=

—n e — =

COMPARAR

Sila muestra elegida es buena,
|os dos graficos superiores deben Iy 4*ESO 175
parecerse, ¥y para gue sea buena, 19y 2°ESO 300
los dos de abajo deben sercasi Total 625
iguales.

Bachillerato 150

fi. fi/N -+ DATOS DE LA
10 016 @) MUESTRA

MUESTRED

Ten en cuenta los alumnos

gue hay en cada nivel:

19 ¥ 2% Bachillerato 150 alumnos
3°y 4*ES0 175 alumnos

19y 2*ES0 300 alumnos

Bachillerato 15
2°ciclo ESO 17
1°ciclo ESO 30
Total i
Porcentaje 7,52 %

Para averiguarlo, si hay 1000, 500,
operarios, representantes,

a) 200 b) 100

b) 50, 25, 15 y 10.
c) 150, 75, 45 y 30

EJERCICIOS resueltos

16. Una gran empresa tiene trabajadores en cuatro areas. Operarios, Representantes,
administracion y direccidn. Las condiciones de trabajo son bastantes diferentes en
cada area, por lo que el grado de satisfaccion no es igual en cada una de ellas.

300 y 200 trabajadores en las areas de

administrativos y directivos,

seleccionar de cada area para una muestra de tamafio?

a) De un total de 2000 empleados, los porcentajes para operarios, repartidores,
administrativos y directivos son del 50%, 25%, 15% y 10%. Lo cual hace que la muestra
tome 100 operarios, 50 repartidores, 30 administrativos y 20 directivos.

écuantos hay que

c) 300

cidead
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Algunos de los ejercicios propuestos a continuacion estan elaborados a partir de esta

publicacion de INE. Puedes ver articulos similares en
http://www.ine.es/prodyser/pubfolletos.htm

M Encugsta de Empleo del

2 INe T3

Bolatin Infermathvo dal Inetfoute Naclonal de Estadistca

Encuesta de Empleo del Tiempo

Qué hacemos y durante cuanto tiempo

El Instituto Macional de Estadistica (IME) presentaen
asta publicacion algunos de los principales
resultados de la Encuesta de Empleo del Tiempo,
primera y anica encuesta de ambito nacional sobre
la utilizacion del tiempo. Se realizd en Espaiia entre
los anos 2002 v 2003 de manera armonizada con las
de otros paises europeos, siguiendo las
recomendaciones de la Oficina Estadistica de la
Unidn Europea (Eurostat). Entre los afos 1998 y
2004 otros paises de la Unidn llevaron a cabo
investigaciones similares.

La encuesta facilita informacidn, entre otras cosas,
del porcentaje de personas que realizan una
determinada actividad en el transcurso del dia y la
duracidn media diaria dedicada a esa actividad por
dichas personas. Esta informacion primaria nos
Distribucion del tiempo por actividades parmite analizar con rigor la dimension del trabajo
) o ) o no remunerado realizado por los hogares, |a
e e distribucién de las responsabilidades familiares en
al hogar, la participacion de la poblacidn en
0 etpecificad actividades culturales v de ocio, ete. For otra parte,

Hagar y 43% la informacion recogida tambiégn permite comparar

Trabaje 11,0% Trayecios y fiempo

familia datos nacionales de uso del tiempo en relacion con
124 % los demas paises europeos que han realizado la
B6% ancuesta.
Como principales resultados, cabe destacar el dato
de que las tareas domésticas y el cuidado de nifos
Cuidados S p—— ¥ ancianos son tareas eminentemente femeninas,
personales Akcionas  juages 1.4%1 [l ya que el 33% de las mujeres las realizan, frente al
7.8 Exudos 505 [l 70% de los varones. En el contexto europeo, as de
Depones y actvicdaces ssare e 3,3%) [J] senalar la primera posicion de Espana en tiempo
dedicado a caminar y pasear; pero también el
NDT Loz informantes de 10 y maz afios han anotada las actividades
realizadas en un dia concreto fde lunes a domingal alegida al azar. El BRSSO R R R Kl vy
fiampa asi astimada £a refiere a un*dia pramadic’ abtanida al cancentrar alalectura.

todas las actvidades de sodos bos infarmantes en un sok dia. Los datos

que aqui sa presentan e refieran a toda la pablaciininvesfigada, saka BN S s A araslin pars sxp r

que seindiqua expresamentalacantrario su agradecimiento a los cerca de 24.000 hogares de
la muestra, y pone a su disposicion los resultados
Mas informacion en: obtenidos.
Ny www.ine.es o
BN W A T Fuentes estadisticas uiilzadas:

Procedenies del IME: Encuesta de Emplea del Tiempa. La informackin
DI T L AL -1 B |k BE-ITT P om0k | intarnacinal procede de Eurosiat
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Para practicar

1. Agrupa las siguientes variables:
a)Peso, b)densidad, c)n® de plantas de
los edificios, d)Tipo de fachada de los
edificios, e)n® de ventanas, f)metros
de fachada, g)n°® de habitantes por
edificio, h)tipo de puerta principal.

2. Escribe tres variables cualitativas que
tengan que ver con embarcaciones.

3. Escribe tres variables cuantitativas
discretas que tengan que ver con
aviones.

4. Escribe tres variables cuantitativas
continuas que tengan que ver con
trenes.

5. Si las frecuencias para R, V, Ay T son
R->3, V22, A>4 y T->1 (Cuantos
grados le corresponde a cada letra en
un grafico de sectores?

6. Haz una tabla y un grafico de sectores
de los datos: RRAARARVNVRN

7. Haz una tabla y un grafico de barras
con los datos:
33454532123454543344

8. Agrupa los datos siguientes en
intervalos

195 124 194 182 168 172 1971 154 177 189
184 187 155 167 1717 187 161 171 120 162
1%0 152 166 180 156 186 184 167 184 162

9. Haz un histograma de los datos del
ejercicio anterior

10. Calcula la media en cada caso:
a) 4,6,8
b) 4,6,8,6
c) 100, 120, 180, 200

11. Calcula la media en cada caso:

a) b)
Marca | Fr Marca | Fr
1 3 1000 | 3
2 5 2000 |5
3 3 3000 | 3
4 2 4000 | 2
cidead

12.

Determina la moda y la mediana
a) 50,60,60
b) 12,12,22,32
¢) 10,20,30,40,20
d) 35,25,35,25,25,25

13. Calcula la moda y la mediana en cada
caso:
a) b
Marca | Fr Marca | Fr
100 5 100 2
200 4 200 7
300 6 300 9
400 3 400 2
14. {Cudl o cudles de los datos siguientes

15.

16.

17.

18.

se puede considerar una observacion
atipica en cada una de las dos series?
a)456578458751267654
b)89198979678

Calcula la mediana, primer y tercer
cuartil y el percentil 90 de
11433422531212242243
1

Calcula la mediana, primer y tercer
cuartil y el percentil 20 de
31114153133455442144

Calcula la media y la desviacion tipica
en cada uno de los siguientes casos:

a) 100 y 100
b) 99 y 101
c) 110 y 90
d) 120 y 80

Completa la tabla con los datos:

1%0 151 193 187 158 175 165 158 184 1712
1927 161 157 157 183 180 150 161 182 1639
162 177 160 155% 188 157 189 167 186 157
Intervalo Marca Frec.
xi  fi Fiowi  FilX-wils

[150,160) 155

[160,170) 165

[170,180) 175

[180,190) 185

[190,200) 195
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19.Determina la media y la desviacion
tipica, de los datos de la tabla anterior.

20. Determina los intervalos ()_( —o, X + c)

y ()_(—20,)_(+2c5) y el niUmero de

elementos que hay en cada uno.

Marca | Fr
0 5
1 4
2 7
3 3
4 2
21.0bserva los siguientes graficos vy

responde a las preguntas de cada uno

a) Distribucion del tiempo por actividades

Medios de comunicacion

9,5% Wida social
vy diversion 6,2%

Trabajo 11,0%

noe

Mo especificado

” 4,0%,
. Estudio

Deportes
Aficiones
8,6%

Hogar v
familia
12,40

Cuidados personales 47,4%

al. ¢Cudl es la variable estudiada? ¢ y la
frecuencia?

a2. ¢A qué grupo de actividades
dedicamos mas tiempo los esparioles?

a3. Calcula cuanto tiempo dedicamos al
hogar y la familia écuantos grados ocupa
este sector en el diagrama?

b) Tiempo dedicado a caminar o pasear

horas:minutos
0:00 0:14 0:28 0:43 0:B7 1:12

Espans [N
italia NG o017
Francia_ 0:17
Alemania- 15
Noruega - 0:13
Finlandia 02N 013
Suecia - 13

Reino Unido [ 0:04/0:03

0:32

M varones Mujeres Fuente: Eurostat

bl. ¢En qué paises pasean mas las
mujeres que los hombres?

b2. Calcula el tiempo medio que se dedica
en cada pais a pasear.

b3. éQué pais esta en el percentil 50?

c) Cuidados personales
Persanas que realizan la actividad en 100
algin momento del dia

cl. {Crees que el dormir se ha contado
como actividad de cuidado personal?

c2. A las 15:00 hay un maximo local en la
grafica éa qué se debe?

c3. A la hora de la comida el 38% de las
personas se dedica al cuidado personal.
Significa esto que un 62% de las personas
no come?

d) Vida social y diversién Horas:minutos

-y

&

Espaiia 1:29

1:40 0 més .
Entre 1:30 y 1:40
Entre 1:20 v 1:30

Menos de 1:20

AV oy

dl. ¢éCudles son las comunidades en las
que se dedica menos tiempo a la vida
social y a la diversion

d2. ¢Cuanto tiempo dedican a la diversién
0 a la vida social la mayor parte de las
comunidades?

d3. ¢Cudl es el tiempo medio que se
dedica en Espafia a esta actividad?
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= Para saber mas

La profesion de enfermeria.

(1820-1910), conocida por ser la
fundadora de la profesién de enfermeria. Durante la guerra
de Crimea se percaté de que la causa principal de las
muertes de heridos en combate era la falta de medidas
sanitarias. Al aplicarlas, la tasa de mortalidad pasé de un
42,7% a un 2,2%. Gracias a un uso eficaz de los datos
consiguié modificar el sistema de atencién sanitaria a su
vuelta a Gran Bretafia. Cambid el sistema de registro de
datos y fue una de las primeras personas en utilizar los
graficos estadisticos para representar los datos de una
forma sencilla de forma que hasta los parlamentarios y
generales pudieran entender.

Para Florence, los datos no eran algo abstracto, eran una
forma de poder salvar vidas humanas.

El padre de la estadistica.

Sir Ronald A. Fisher (1890-1962) estad considerado el
padre de la estadistica. Los escritos de Fisher ayudaron a
organizar la estadistica como campo de estudio preciso
cuyos métodos se aplican a problemas practicos de
muchas disciplinas. Como casi todos los pioneros en la
estadistica, sus trabajos nacieron de la necesidad de
resolver problemas practicos.

Inferencia estadistica

La estadistica desarrollada en este tema es lo que se
conoce como estadistica descriptiva, en ella se recoge
informacidn y se hacen calculos que describen como estan
repartidos. Pongamos el caso que una muestra elegida al
azar nos da una media. ¢La verdadera media esta proxima
a la de la muestra? Si considero un intervalo alrededor de
la media muestral, la verdadera écon qué probabilidad
estard o no en élI? De estas preguntas y otras se encarga
la inferencia estadistica.

Principales campos de aplicacion de la estadistica

La estadistica se aplica en
muchos campos como en
Industria y empresas. Para
el control de calidad en la
produccion en cadena, para el
analisis de mercados, para el
estudio de precio de venta al publico de los articulos
fabricados, en gestion financiera,...

En la parte derecha se citan algunas otras de sus
aplicaciones.

Aq_mipistraci(’)p publica

A través de las Delegaciones
territoriales y provinciales, se
recogen datos para analizarlos y
someterlos a procesos
estadisticos. De esta forma se
conocen datos referidos a
nacimientos, defunciones,
matrimonios, precios, salarios,
trabajo, ensefianza, sanidad,...
Todos estos datos se suelen
publicar por el INE.

Economia.

u'.'._.

L
En este campo es
imprescindible, sobre todo en
macro-magnitudes.

Psicologia.

" / bl U
La mayor parte de los trabajos
cientificos en psicologia
experimental tienen como

principal herramienta de trabajo
la estadistica.

Medicina.

! -

En cualquier estudio
experimental de estas areas
Existe una asignatura especifica
Ilamada Bioestadistica para
cubrir esos estudios
experimentales. En Genética y
antropometria encontramos dos
de los campos de mayor
aplicacion.

cidecd
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Recuerda

_*9 lo mas importante

Poblacion. Alumnos de un instituto
ficticio.
Muestra. Alumnos encuestados

Variables estadisticas: Cualitativa, color
preferido; Cuantitativa discreta, n° de
hermanos y cuantitativa continua, altura.

Consideremos las dos muestras

siguientes:

NO de hermanos: 4323120201231
240114114042041

Altura: 182 172 157 194 150 166 163
196 167 199 172 185 172 168 173 160
162 173 161 192 156 164 173 180 193
172

Recuento de datos:

X; f Intervalo X; f;
0 5 [150,160) | 155 | 3
1 8 [160,170) | 165 | 8
2 6 [170,180) | 175 | 7
3 3 [180,190) | 185 | 3
4 6 [190,200) | 195 | 5
28 Total | 26

Graficos de sectores y barras
N© de hermanos

&
&
L

[
|

Altura.

i 155
4 185
9 17

125
195 I_

Histograma

155 165 175

220 m MATEMATICAS A

Media y moda y desviacion tipica

Wi fi i fi(wieEDC

&0 5 0 0

& 1 8 8 637

® 2 6 12 006

3 3 9 367

4 6 24 2664

Totsl 28 53 54,67
53

Media = X = == =1.89
28
Moda=Mo=1

o= 2287 139
28

Cuartil, mediana, percentil

~ Mediana
Percentiles

] m 20 230 40 &0 &0 Fooo&0 90 100

Cuartiles

Me=2, Ql1l=1, Q3=3, P20=1, P60=2,
P90=4
Recorrido. De 0 a 4, de amplitud 4

Media y desviacion En nuestro ejemplo,
17 de 28 datos no se alejan de la media
mas de la desviacion tipica, son el 60,7%,
y el 100% no se alejan de la media mas
de dos veces la desviacion.

s 3O

3 3

2 Media

1 o

N N Ay [

Representatividad

Una muestra es representativa de la
poblacion cuando en ella podemos
encontrar las mismas proporciones de las
caracteristicas de estudio que en el
conjunto de la poblacion.
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Autoevaluacion -
o

¢Cuantos grados corresponden en un diagrama de
sectores a la marca 2?

¢La mediana de la distribucion anterior es?

¢Cudl es la moda ?

¢Qué porcentaje de la muestra corresponde a las
dos primeras marcas ?

¢Cual es el percentil 30 ?

¢Cual es la media de los datos anteriores?

¢Cual es la desviacion tipica del los datos del n°5?

¢Cual es la media?

1
Xi fi
1 4
2 4
3 7
4 5
2
3
Xi fi
15 | 40
25 | 45
35 | 37
45 51
4
Xi fi
100 | 4
200 | 4
300 | 7
400 | 5
5
Xi fi
1 4
2 4
3 7
4 5
6
7
8
Xi fi
180 | 40
200 | 25
220 | 27
240 | 50
9
10

¢Cual es la desviacion tipica de los datos
anteriores?

¢Cual es el percentil 70?
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10.
11.
12,

13.

14,
15.

Soluciones de los ejercicios para practicar

Cualitativas: d) h)
Cuantitativas discretas c) €) g)
C. continuas: a) b) f)

Propulsién, Carga, Tipo de travesia

N° de pasajeros, n° ruedas, n° ventanas

Velocidad maxima, carga maxima,

potencia.

R->108°, V->720, A>1440° y T>36°

s (A
A>3,

V2,
N>2 ‘

1>1, 252, 356,
4> 7, 5>4) 1 3

Intevalo X;
[150,160) 155
[160,170) 165
[170,180) 175
[180,190) 185
[190,200) 195

fo R to 1 NI N

a)6 b) 6 c) 150 e
a) 2.3 b) 2307 . .

a)Mo=60, Me=60 155 175
b)Mo=12, Me=17

c)Mo=20, Me=20

d)Mo=25 Me=25

Me=300
a)12 b)1
Me= 2, Q1=2, Q3=3, P90=4

a) Mo=300, Me=250 b) Mo=300,

16. Me=3, Q1=1, Q3=4 y P20=1
17. La mediaes 100 enlos 4 , vy la

desviaciéon 0, 1, 10 y 20.

18.
Intervale Marca Frec.
®i fi fi-xi £1(Xxi)©
[150,160) 155 g 1385 2401
[160,170) 165 T 1185 280,77
[170,180% 175 3 525 40,33
[180,190) 185 3 1480 1494 22
[190,200) 195 3 h845 1680,33
30 5140 5896,66

19. X=171,3 o~14.02

20. En (0.42, 2.9) hay 11,

21.

y en (-0.88, 4.14) todos

al)variable:actividades. Fr:porcentaje
de tiempo diario que se dedica a cada
actividad

a2)cuidados personales
a3) 2h 58m 34s 44,64grados
b1l) Alemania, Suecia y Finlandia

b2) E35,5 120, F18,5 A14 N13 F12,5
S11 R3,5 en minutos

b3) Francia
cl) Si. c2) Comida y Siesta

c3) No, el pico ocupa dos horas y
algunos comen en media hora

d1) Pais Vasco, Catalufia y Madrid
d2) entre 1:30 y 1:40 horas:minutos
d3) 1:29

Soluciones AUTOEVALUACION

1. Sol 72° 6.
2. Sol 3 7.
3. Sol 51 8.
4. Sol 40% 9.
5. Sol 2 10.

Sol 2.65

Sol 1.06

Sol 212.25

Sol 24.53

Sol 240

No olvides enviar las actividades al tutor »
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12

Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

e Hallar los sucesos de un
experimento aleatorio y

realizar operaciones con ellos.

e Calcular la probabilidad de un
suceso mediante la regla de

Laplace.

e Conocer las propiedades de la

probabilidad.

e Hallar la probabilidad de un
suceso en un experimento

compuesto.

e Hallar probabilidades de
sucesos dependientes e
independientes.

e Aplicar la probabilidad a
situaciones de la vida

Probabilidad

Antes de empezar.

1.Experimentos aleatorios ............. pag. 226
Espacio muestral y sucesos
Operaciones con sucesos
Sucesos incompatibles

2.Probabilidad de un suceso ........... pag. 228
La regla de Laplace
Frecuencia y probabilidad
Propiedades de la probabilidad

3.Experimentos compuestos .......... pag. 230
Regla de la multiplicacién
Extracciones con y sin devolucion
Probabilidad condicionada
Probabilidad con diagramas de arbol

Ejercicios para practicar

cotidiana. Para saber mas
Resumen
Autoevaluacion
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Antes de empezar

ABIR ¥ GANAR

Elige una puerta

Imagina que estdas en un concurso de
television en el que te ofrecen tres puertas y

tiene que elegir una.

Detras de una de las puertas hay un coche y * * %
detrds de cada una de las otras dos, un

burro. ® ® ®

ABRR ¥ GANAR .
i Eliges una puerta, pongamos que la

¢La quieres cambiar? de la estrella verde, pero antes de

iAgui no estal f Elijo esta abrirla, el presentador, que sabe lo

que hay detras de cada una, abre

una de las dos que no has elegido, la

roja, tras la que por supuesto hay un

burro, y entonces te da |la
oportunidad de cambiar tu eleccion.

Naturalmente quieres llevarte el
coche, équé haces, cambiar de puerta
0 no cambiar?

R ¥ GANAR

iU ho estal

Supongamos que cambias tu puerta y al final te quedas con la
azul, y... iganaste el coche!. En este caso salié bien cambiar la
primera eleccion. ¢Qué opinas?, éconviene cambiar o es
igual?, a lo largo de este tema lo descubriras.
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1. Experimentos aleatorios

Espacio muestral y sucesos.

Al extraer una carta de una baraja, lanzar una
moneda, tirar un dado, y en otros ejemplos analogos,
no podemos saber de antemano el resultado que se
va a obtener. Son experimentos aleatorios, aquellos
en los que no se puede predecir el resultado y de ellos
se trata aqui.

El conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio se llama espacio muestral, y
cada uno de esos posibles resultados es un suceso
elemental.

v Un suceso es cualquier subconjunto del espacio
muestral, se verifica cuando ocurre cualquiera de
los sucesos elementales que lo forman.

Hay un suceso que se verifica siempre, el suceso
seguro que es el mismo espacio muestral.

Operaciones con sucesos

El suceso contrario a uno dado A, esta formado por
todos los sucesos del espacio muestral que no estan
en A. Es el que ocurre cuando no sucede A y se indica
A.
e El suceso contrario del seguro es el suceso
imposible, que no se verifica nunca, se indica

con @.
Con los sucesos de un experimento aleatorio se
pueden realizar distintas operaciones. Dados dos

sucesos A y B:

e La unién de A y B, AUB, es el suceso formado
por todos los sucesos elementales de A y de B.
Ocurre cuando sucede A 6 sucede B 6 ambos.

 La interseccion, ANB, es el suceso formado
por los sucesos elementales comunes a A y B.
Se verifica cuando ocurren Ay B a la vez.

o La diferencia de A y B, A~B, es el suceso
formado por los sucesos elementales de A que
no estan en B. Ocurre si sucede A pero no B.

226
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e Al tirar una moneda y un dado, una

forma de representar el espacio
muestral es:
"t'f': :;E ":::5' “525 i:ﬁ ':‘ﬁ"
T "'\ _’_'_\_ ._,_._.\.
& \ _:‘? <y -,=:;7 J s

O bien: (cara, 1) (cara, 2),...

e Al tirar tres monedas (0 una moneda
tres veces) el espacio muestral es:

009|009
=Y *&* S
w S w o

w z—_,«" e_/

GG €
G

'-?._.-.

E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

AuB={2,3,4,6,8,9,10,12}

ey
2 5
Y
e |@
Kt
9 @
2 E _
@ AnB={6,12}
Y
3 &
&
@ |9
k=]
- 0 d
A={1,3,5,7,9,11} %7 ET]
9 kLY
Y] &
&
@ |9 A= “salir par”
® |9 @
9 @ B="multiplo de 3
w
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Sucesos Sucesos compatibles e incompatibles
@ @ | 3 compatibles _ )
Cuando sale 3 En un experimento aleatorio hay sucesos que pueden
@09 ocurren ambos. ocurrir a la vez y sucesos que no.
9@ « Dos sucesos se dicen compatibles si tienen
® o algln suceso elemental comun. En este caso
| ANB#@, pueden ocurrir a la vez.
Sucesos o Dos sucesos se dicen incompatibles si no

tienen ningln suceso elemental comun, en
este caso ANB=@ y no pueden ocurrir a la vez

incompatibles
No ocurren a la
Vez, pero no son

contrarios Un suceso y su contrario son siempre incompatibles,

pero dos sucesos incompatibles no siempre son
contrarios, como se puede ver en el ejemplo de la
izquierda.

€ ¢ e ¢ |

€ € € €

EJERCICIOS resueltos

1. En una bolsa tenemos tres bolas numeradas como 1, 2 y 3. Consideramos el
experimento de extraer una bola y anotar su numero. Escribe todos los sucesos
posibles. Indica cuales de ellos son los elementales.

{},{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2} y {3}. Los tres ultimos son los elementales.

2. En una baraja, bajo el experimento de extraer una carta, considera los sucesos a)
par, b) oros, c) par y oros, d) par u oros, €) par menos oros, f) oros menos par y
g) no par

Observa la imagen,

a) hay 20 cartas rodeadas de naranja, las

\ V; E

e I pares,
= 7] Y g) otras 20 que no, las impares,
(;i" ‘ b) 10 oros.

d) Todos los oros y pares juntos son 25
cartas (todas las rodeadas por amarillo o
naranja)

— e) Alos 2, 4, 6, 10 y 12 hay que quitar el
L1 L 2, 4,6, 10 y 12 de oros, a 20 cartas se le
Pares quitan 5 quedan 15

f)EI1, 3,5, 7y 11 de oros.

c)El2,4,6,10 y 12 de oros son pares.
:| Oros

o] a_o|| =
]| 2e®)| =2 2]
-

o @ @
] R | e
LT3

B

=
[ [Loe]ee][=]=]
]|
(5]
EE

3. Al tirar un dado consideramos los sucesos: A={par}, B={mayor de 3}, vy
C={impar}. De los tres pares de sucesos posibles AB, AC y BC, indica cuales son
compatibles y/o incompatibles:

AB compatibles, cuando salga el 4 o el 6.
AC incompatibles, si es par no puede ser impar.
BC compatibles, cuando salga el 5.
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2. Probabilidad de un suceso

La regla de Laplace

Cuando un experimento aleatorio es regular, es decir
que todos los sucesos elementales tienen la misma
probabilidad de ocurrir 6 son equiprobables, para
calcular la probabilidad de un suceso cualquiera A,
basta contar y hacer el cociente entre el n® de
sucesos elementales que componen A (casos
favorables) y el n® de sucesos elementales del
espacio muestral (casos posibles).

n° casos favorables

P(A) =
(A) n° casos posibles

Este resultado se conoce como regla de Laplace.
Observa que para poder aplicarla es necesario que
todos los casos posibles sean igualmente probables.

Frecuencia y probabilidad

Con la regla de Laplace podemos calcular Ia
probabilidad de un suceso en experimentos regulares,
pero si la experiencia es irregular o desconocemos la
probabilidad de cada uno de los posibles resultados
entonces es preciso recurrir a la experimentacion.

Como sabes la frecuencia absoluta de un suceso es
el nimero de veces que aparece cuando se repite un
experimento aleatorio, y la frecuencia relativa es la
frecuencia absoluta dividida por el nUmero de veces,
n, que se repite el experimento aleatorio. Cuando
este nUmero n es muy grande, la frecuencia relativa
con que aparece un suceso tiende a estabilizarse
hacia un valor fijo. Este resultado, conocido como ley
de los grandes nameros, permite definir la
probabilidad de un suceso como ese numero hacia el
que tiende Ila frecuencia relativa al repetir el
experimento muchas veces.

&
!
P

)

Extraemos una carta de una baraja
de 40:

P(bastos)=10/40=0,25
P(as)=4/40=0,1
P(as de bastos)=1/40=0,025

Resultados obtenidos en la
simulacion del lanzamiento de tres
monedas 1000 veces

Ocaras 132

fr(0)=132/1000=0,132
P(0)=118=0,125

Tcara 375 NN

fr{1)=375/1000=0,3735
P(1)=3/18=0,375

2 carag 372 —

1(2)=372/1000=0,372
P(2)=3/8=0,375

3caras 121 [N
fr(3)=121/1000=0,121
P(3)=1/8=0,125

380 903
200 090

EJEMPLO

anotar los resultados, obteniendo:

Sospechamos que un dado estd trucado y nos entretenemos en tirarlo 1000 veces y

1 2 3 4 5 6
F 1203|297 ]146 | 154 | 98 | 102
Fr 1 0.2 0.3 ]0.15|0.15/ 0.1 | 0.1

tendremos en cuenta al jugar con ese dado.

Concluiremos, P(1)=P(2)=--- ya no es 1/6, sino aproximadamente P(1)=0,2; P(2)=0,3
etc. Aqui estaremos usando la frecuencia relativa como probabilidad, en lo sucesivo lo
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Propiedades de la probabilidad

A="par” B="multiplo de 3"
P(A)=6/12=1/2 P(B)=4/12=1/3 Vista la relacién entre frecuencia relativa vy
P(A)=1/2 p(B)=2/3 probabilidad, se cumple que:
P(A UB) J1,11. 2 e La probabilidad de un suceso es un namero entre
2 3 6 3 Oy 1.
&y e« La probabilidad del suceso seguro es 1 y la del
@ & suceso imposible 0.
@9 e La probabilidad de la unién de dos sucesos
9 |9 incompatibles A y B es P(AUB)=P(A)+P(B).
¥ 9 @ Y de éstas se deduce ademas que:
2 ™) e La probabilidad del contrario es p(A)=1-P(A)
) e La probabilidad de la unién de dos sucesos
compatibles es p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)

EJERCICIOS resueltos

4. Tenemos un dado de 20 caras {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,56,6,6,6,6}
perfectamente equilibrado
a) ¢Cual es la probabilidad de obtener cada uno de los resultados posibles?

P(1)=1/20=0,05 P(2)=2/20=0,1 P(3)=3/20=0,15
P(4)=4/20=0,2 P(5)=5/20=0,25 P(6)=5/20=0,25
b) P(par)= 11/20 = 0,55 Hay dos 2 y cuatro 4, y cinco 6, 11 pares
c) P(mayor de 3)= 14/20 = 0,70 14 posibles entre 20
d) P(par y mayor de 3)=9/20=0,45 El 4 y el 6 son pares y mayores de 3
e) P(par o mayor de 3)=19/20=0,95 Sisale2,4,566

5. En una bolsa tenemos 7 bolas rojas, 9 bolas azules y 4 verdes. Extraemos una
bola, calcula la probabilidad de que
a) No sea roja P(R)=13/20=0,65 Hay 20 bolas, 7 rojas, 13 no rojas
b) Sea roja o azul P(RUA)=16/20=0,8 74+9=16 rojas 6 azules

6. En una urna hay 40 bolas rojas y azules, no sabemos cuantas de cada color,. Para
averiguarlo extraemos una bola, miramos el color y la devolvemos a la urna antes
de sacra otra. Repetimos el experimento 1000 veces y obtenemos 807 bolas rojas
y 193 bolas azules. é¢Cuantas bolas de cada color estimas que hay en la urna?.

P(roja)=0,81 P(azul)=0,19 0,81:40 =~ 32 rojas 0,19:40 ~ 8 azules

Algun deporte de estos 85%

7. En un grupo, el 40% juega baloncesto y el 60% futbol,
sabiendo que el 85% practica alguno de los dos deportes,
équé porcentaje juega a los dos?.

P(F)=0,60 P(B)=0,40 P(FUB)=0,85
P(FuB)= P(F)+P(B) - P(F~B) e
0,85=0,60+0,40-P(FNB) P(FAB)=0,15 15% 0%

Bl Futhol
-
4l 60%

8. En una clase el 68% aprueba Lengua y el 66% Matematicas, si el 43% ha
aprobado las dos asignaturas, équé porcentaje no aprueba ninguna de las dos?.
Aprueba al menos una de las dos: P(LUM)= P(L)+P(M) - P(LnM) = 0,68+0,61-0,43 = 0,86
Suspender las dos es el suceso contrario a éste, luego su probabilidad es 1 - 0,86 = 0,14
El 14% ha suspendido las dos asignaturas.
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3. Experimentos compuestos

Regla de la multiplicacion

Un experimento compuesto es el que esta formado
por varios experimentos simples realizados de forma
consecutiva.

Para calcular el espacio muestral de un experimento
compuesto conviene, en muchas ocasiones, hacer un
diagrama de arbol que represente todas las opciones.
Cada resultado viene dado por un camino del
diagrama. Observa en el ejemplo cémo construir un
diagrama de arbol.

Si te fijas en el ejemplo anterior, al indicar la
probabilidad de cada rama del camino, se obtiene la
probabilidad de cada suceso compuesto calculando el
producto de los respectivos sucesos simples.

Para calcular la probabilidad de un suceso en un
experimento compuesto se multiplican las
probabilidades de los sucesos simples que lo forman.

Extracciones con devolucion
y sin devolucion

Un ejemplo de experimento compuesto lo
encontramos en la extraccién sucesiva de cartas o de
bolas de una urna, , en estos casos hay que
considerar si se devuelve la carta, bola, etc. antes de
sacar la siguiente o no.

40 cartas, 10 son copas ¥y 30 no

| 2 v
\ 7 f i [ 1
'A% Lt

\EEEERE 2
DRERERBRD
DBREEEEHD
REREERE O

0

Probabilidad

Tiramos una moneda tres veces
seguidas, ¢cual es la probabilidad de
obtener tres caras?

1.-C@®

Q0000 ® <<
: 7 N

000|000 "<§

’QJ@ ISP \ C ’x
DIINIIY x<

La probabilidad de C
en cada moneda 1/2

8 casos posibles
1 caso favorable

P(CCC) = % - .oz

S, —10 sectores

p(): 0,14 3 naranjas
P(V)=0,56 ¥ 7 azules
P(N)=0,3

La probabilidad ,
de seguir el
camino que
acaba en azuly =
el camino que
acaba en verde
se obtiene
multiplicando

Sacamos sucesivamente dos cartas
de una baraja de 40, ¢;cual es la
probabilidad de que las dos sean de
copas?

La probabilidad de que la primera
carta sea de copas es 10/40.

Para la segunda la probabilidad
depende de que devolvamos Ila
primera carta al mazo o no.

Con devolucion

(CC)—E 0_1
40 40 16

Sin devolucién

pccy=10.2 _ 3
40 39 52
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Casos favorables de B ocurriendo A

P(B/A)=

Casos posibles ocurriendo A

Casos favorables de Ay B

Casos favorables de A

Casos favorables de Ay B

Casos favorables en total

_ P(A~B)
= TP(A)

Casos favorables de A

Casos favorables en total

En una urna tenemos bolas rojas y
azules numeradas como en la
figura. (Cual es la probabilidad de
sacar cada numero?

e @OO@
o 000

Si sabemos que la bola es roja
P(1/R)=2/4 (de 4 rojas hay 2 con 1)
P(1)<P(1/R) se favorecen
P(2/R)=1/4 (de 4 rojas hay 1 con 2)
P(2)>P(2/R) se desfavorecen
P(3/R)=1/4 (de 4 rojas hay 1 con 3)
P(3)=P(3/R) son independientes.

En una urna hay 2 bolas rojas y 3
azules, extraemos dos bolas sin
reemplazamiento.

Suma =1

Probabilidad de que las dos sean rojas:

P(R;R;)=P(R;):P(Ry/R;) = %%

Probabilidad de que las dos sean azules:

32
P(A1A;)=P(A;)-P(A/A;) = 52
Probabilidad de que sean del mismo

color:

21 32 2
P(R;R,UA;A))==.—+=.2 =2
(R1R2UA;A5) 54+54 5

Probabilidad de que sean de distinto
color:

2 3 32 3
P(R;AUR 1Ay)) == = +=. ===
(R1A2UR;A3) 54+54 5

cidead

Probabilidad condicionada

Cuando se realizan observaciones de varios sucesos
puede que uno dependa del otro.

Los sucesos "el dia esta gris" y "llevar paraguas" influyen
entre si. Los sucesos “estudiar” y “aprobar”, son sucesos
que se favorecen; cuando se estudia, aumenta la
probabilidad de aprobar.

La probabilidad de que ocurra un suceso B cuando
esta ocurriendo otro, A, se llama condicionada, y se
expresa p(B/A).

P(A ~B)

P(B/A)= P(A)

Dados dos sucesos, se dice que son independientes
si la presencia del uno no influye en la probabilidad
del otro, es decir, si P(B/A)=P(B); en caso contrario
son dependientes.

v A y B independientes: P(B/A)=P(B) vy al tener en
cuenta la formula anterior para p(B/A),
Ay B independientes: P(ANB)=P(A)-P(B)

Probabilidad con diagramas de arbol

Como has podido ver, en los experimentos
compuestos se puede hacer un diagrama en arbol, y
cada resultado viene dado por un camino en dicho
arbol.

Para calcular una probabilidad solo hay que dibujar el
camino correspondiente, y el producto de las
probabilidades de todas la ramas que lo forman sera
el valor que buscamos.

Asi si ocurre A y luego B:
P(Ay B)=P(A)-P(B/A)
En un diagrama de arbol:

v La suma de las probabilidades de todos Ilos
caminos es igual a 1

v La probabilidad de un suceso compuesto por varios
caminos es la suma de las probabilidades de los
caminos respectivos.
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EJERCICIOS resueltos
9. En las ruletas de la figura adjunta, calcula la probabilidad
de cada uno de los caminos.
P(azul) = 0,4-0,2 = 0,08 P(naranja)= 0,4-0,8 = 0,32
P(verde) = 0,6:0,5 = 0,30 P(rojo) = 0,6:0,5 = 0,30
10. Lanzamos un dado de 4 caras {1,2,3,4} y otro de 10
{1,2,2,3,3,3,4,4,4,4}. i{Cuadl es la probabilidad de obtener .
dos 3?. ¢Y dos 4? \
P(3y 3) = 1/4 - 3/10 = 3/40 = 0.075 [\
P(4y 4) =1/4 - 4/10 = 4/40 = 0.1 : @
11. Lanzamos un dado, si sale 1 6 2 sacamos una bola de la urna A y si no de la B,
éCual es la probabilidad de sacar la bola azul?. L iy
La bola azul esta en la urna A, para que salga ha s v
tenido que salir antes en el dado un 1 o un 2.
PR e e =S QO ||9QQ
12. En una bolsa tenemos 5 bolas numeradas del 1 al 5. Extraemos dos bolas,
a) ¢Cual es la probabilidad de obtener un 2 y un 3 si no devolvemos las bolas
sacadas?. b) ¢Y cual si las devolvemos?
Sin devolucion P =1/5 - 1/4 = 0.05 Con devolucion P = 1/5 - 1/5 = 1/25 = 0.04
13. En una caja hay 6 bolas blancas y 4 bolas negras, équé probabilidad hay de que al
extraer dos bolas sean las dos blancas?. Hazlo sin devolucion y con devolucion.
a) Sin devolucion: P(BB) = 6/10 - 5/9 = 30/90 = 1/3
b) Con devolucion: P(BB) = 6/10 - 6/10 = 36/100 =18/50
14. En una caja hay 12 bolas de tres colores, rojas, azules ® 00
y verdes. Estan huecas y en algunas hay premio y en conpremio | 1 | 1| 2 | 4
otras no. La distribucién de premios y colores es la que snpremo | 11 2 1 5 | &
se indica en Ila tabla. Calcula las probabilidades
siguientes e indica si los sucesos “premio” y “color” son ToTaL | 2 | 3| 7|12
dependiente o independientes en cada caso.
P(V) =3/12 =1/4 P(Vnpremio) = 1/12 P(premio/ V) = 1/3
P(A) = 7/12 P(Anpremio) = 2/12 P(premio/ A) = 2/7
P(R) = 2/12 = 1/6 P(Rnpremio) = 1/12 P(premio/ R) = 1/2
P(premio) = 4/12 = 1/3 Los sucesos “premio” y “verde” son independientes, mientras que
“premio” y “roja”, “premio” y “azul” son dependientes.
15. Calcula la probabilidad de obtener rojo en las ruletas de la figura. £
P(R) = 0,8:0,5 + 0,2:0,4 = 0,48
16. Lanzamos una moneda, si sale cara sacamos una bola de una 4Av\ﬂ
urna con 2 bolas verdes y 3 bolas negras; si sale cruz de otra /-
urna con 3 bolas verdes y 2 bolas negras. Calcula la probabilidad w—
de que la bola extraida sea verde. @
P(CyV) =1/2-2/5=1/5=0,2 ; Q9
P(Xy V) = 1/2 - 3/5 = 3/10 = 0,3 $Q0909 Q
P(V)=0,2+0,3=0,5 3 OOOC? 9
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Q Para practicar

4

1. Lanzamos un dado de doce caras y

anotamos el numero de la

superior. Describe los sucesos:
A="Sacar un n° par”
B="Sacar un nimero mayor que 6
C="Sacar un niumero menor que 3"
D="Sacar multiplo de 3"

Sefiala que pares de estos sucesos son

incompatibles.

cara

. Elegimos una ficha de dominé al azar,
describe los sucesos: A="La suma de
los puntos es mayor que 7”; B="La
suma de los puntos es multiplo de 5”.

Escribe ANB y AnB.

. En el experimento de sacar una carta de
una baraja espafiola, considera los
sucesos:

A="Sacar una figura”, B="Sacar copas”
Obtén los sucesos: ANB 'y AnB

EEEPR
DREREEEDGD

DEEEEEEEN
L1H B B B EEEE D

. En la escuela municipal de un pueblo
hay clases para deportes de equipo de
baloncesto, futbol y voleibol. Hay 100
inscritos en deportes de equipo, 70 van
a clases de futbol, 60 de baloncesto y
40 a fatbol y baloncesto. éCuantos van
s6lo a voleibol?

. Con un diagrama de arbol construye el
espacio muestral del experimento de
lanzar 4 monedas. Considera los
sucesos:

A="Salir una cara”
B="Salir al menos dos cruces”

Escribe AUB, AnB y el suceso contrario
de B

cidead

10.

11.

. De un juego de domind quitamos todas

las fichas dobles, luego sacamos una
ficha al azar, calcula la probabilidad de
que la suma de los puntos sea multiplo
de 5.

. Formamos todos los numeros posibles

de tres cifras con el 3, el 5 y el 6,
repetidas o no. Elegimos uno de esos
numeros al azar, calcula la probabilidad
de que acabe en 5.

. En una caja hay 3 bolas rojas, 3 bolas

verdes y 2 azules; en otra caja hay 2
bolas rojas, 3 verdes y 2 azules. ¢En
gué caja es mayor la probabilidad de
extraer una bola azul?

. Se elige al azar un numero del 1 al 30.

Calcula la probabilidad de elegir:
a) un n° mayor que 3 y menor que 17
b) un multiplo de 3

Encima de la mesa tenemos las dos
cartas que aparecen debajo, sacamos
otra carta, calcula la probabilidad de
que sea de oros.

12 T

Ye

it I

Para corregir un examen de
probabilidad un profesor benévolo ha
decidido hacerlo de la siguiente
manera:

Tira dos dados y se fija en la mayor de
las puntuaciones obtenidas, si es menor
que 4 pone Insuficiente y en los otros
casos Suficiente.

Con este método, ¢qué probabilidad hay
de aprobar?

233
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12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

234

La probabilidad de un suceso A es 0,15,
écuadl es la probabilidad del suceso
contrario?.

Un dado estd trucado de forma que las
caras con numero impar tienen triple
probabilidad de salir que las caras con
numero par. Calcula la probabilidad de
cada una de las caras y la de sacar
numero impar.

La probabilidad de un suceso A es 0,14
y la de otro B es 0,39. Si la probabilidad
de que ocurran los dos a la vez es 0,13.
Calcula la probabilidad de que no ocurra
ninguno de los dos.

Considera dos sucesos A y B de un
experimento aleatorio con P(A)=0,16 y
P(AUB)=0,65; P(AnB)=0,02; calcula la
probabilidad de A-B y de B-A.

En una urna hay bolas blancas, rojas y
negras, pero no sabemos cuantas ni en
gué proporcion. En 1000 extracciones,
devolviendo la bola cada vez, se ha
obtenido bola blanca 223 veces, roja
320 veces y negra 457 veces. Al hacer
una nueva extraccion, équé probabilidad
hay de sacar una bola roja?. Si en la
urna hay 23 bolas, écuantas estimas
que habra de cada color?

En una caja hay 3 bolas rojas, 2 bolas
blancas y 2 bolas negras. Se extraen
dos bolas, calcula la probabilidad de que
las dos sean del mismo color si la
extraccion se hace:

a) con devolucién
b) sin devolucion.

En una caja, A, hay 3 bolas rojas, 2
bolas blancas y 2 negras, en otra caja,
B, hay 2 bolas de cada color. Se extrae
una bola de la caja A y se pone en la B,
después se saca una bola de B. Calcula
la probabilidad de que esta ultima bola
sea negra.

Oe®
0o

») OO‘
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20.

21,

22,

23.

En una caja, A, hay 2 bolas rojas, 3
bolas blancas y 3 negras, en otra caja,
B, hay 2 bolas de cada color, rojo,
blanco, negro. Se tira un dado, si sale
un numero mayor que 4, se saca una
bola de la urna A y si no de la B. Calcula
la probabilidad de que la bola sea roja.

De una baraja espafiola de 40 cartas, se
extraen dos cartas sin devolucidn,
calcula la probabilidad de que

a) las dos sean del mismo palo
b) una sea de oros y otra de copas.

En un instituto hay 450 estudiantes, de
los que 290 son chicos y el resto chicas.
El 20% de los chicos y el 10% de las
chicas lleva gafas. Elegido un estudiante
al azar, écudl es la probabilidad de que
no lleve gafas?

Llevo en un bolsillo 6 monedas de 10
céntimos, 2 de 20 céntimos y 2 de 1 €.
Saco dos monedas al azar, qué
probabilidad hay de que:
a) las dos sean de 1 euro

b) saque 1,10 euros.

En una empresa trabajan 190 hombres
y 130 mujeres. Hay 19 hombres y 26
mujeres que son fumadores. Elegida
una persona de esa empresa al azar,
calcula la probabilidad de que:

a) sea una mujer fumadora
b) sea una mujer sabiendo que fuma.
AYUDA: Completa la tabla

24,

FUMA NO FUMA
HOMBRES 19 190
MUJERES 26 130
TOTAL
Un jugador de Dbaloncesto suele

encestar el 80% de sus tiros desde el
punto de lanzamiento de personales. Si
tira tres veces, calcula la probabilidad
de que:

a) enceste dos veces
b) no enceste ninguna vez

cidead



Para saber mas l.i..!

Un poco de historia

La probabilidad nacié en torno a los juegos de
azar. En las civilizaciones antiguas (Egipto,
Grecia, Roma) se usaba un hueso a modo de
dado para diversos juegos donde intervenia el
azar (de ahi proviene un juego tradicional: las
tabas). Pero incluso restos arqueoldgicos de

luso re ! , /) 'ﬁ .
como elementos de juegos de azar. p \ ¥

hace mas de 40.000 afnos se han interpretado
_ _ 4 Y A L-"h"k"c“ Ay '..J-- Ce A gt
En Grecia y Roma se practicaban con verdadero _ P

celo y pasién. Homero (900 a. C.) cuenta que . ETJ{ '|
cuando Patroclo era pequefio, se enfadd tanto e HEL‘L L_: -
con un oponente jugando con el astragalo que
casi le mato.

e Fue Girolamo Cardano (1501-1576) quien en 1565, escribid la primera obra importante relacionada
con el calculo de probabilidades en los juegos de azar. Se llamaba Libro de los juegos de azar.

e Jacob Bernoulli (1654-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), el reverendo Thomas Bayes (1702-
1761) y Joseph Lagrange (1736-1813) desarrollaron férmulas y técnicas para el calculo de la
probabilidad. En el siglo XIX, Pierre Simon, marqués de Laplace (1749--1827), unificé todas estas
primeras ideas y compil6 la primera teoria general de la probabilidad.

-n,____\.a\a.-_a..l.-.a.a..nqnnn-

* La probabilidad ha seguido evolucionando con matematicos como Poisson (1781-1840),
P.Chebyshev(1821-1894), Emile Borel (1871-1956), A. Markov (1856-1922), y creando escuela
para superar estancamientos; Andrei N. Kolmogorov de la escuela rusa, (1903-1987), Nortber
Wiener (1894-1964) de la americana. En la actualidad estadistica y la probabilidad se unen y se
desarrollan juntas.

__ABRR ¥ GANAR Este problema llamado de Monty Hall

esta inspirado en el concurso televisivo
estadounidense "Let's Make a Deal"
(Hagamos un trato), famoso entre 1963 y
1986. Su nombre proviene del presentador
del mismo, Monty Hall.

Si has jugado bastantes veces habras
comprobado, quizas con cierta sorpresa,
que la probabilidad de ganar un coche
cambiando la primera eleccién, es superior
a la probabilidad de ganarlo sin cambiar de
puerta.

19) Eliges una 29) Abren una puerta gue tiene detras un burro.
puerta con un: 39) {Te quedas con la primera opcidn o cambias?

Observando el diagrama de a&rbol o
- te la quedas —» ganas un COCHE aplicando lo que vya sabes sobre

COCHE - robabilidad condicionada veras que:
<\'- — 0anas un BURRO p q
» tela quedas —» ganas un BURRO ¢ P(coche/an camb_lo)_=2/3
BURRO <= e P(coche/sin cambio)=1/3
—» ganas un COCHE
_ tela quedas —» ganas un BURRO
BURRO

—3 ganas un COCHE
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~ | Recuerda
lo mas importante

Experimentos aleatorios
No puede predecirse el resultado por mucho que lo
hayamos experimentado.

T
L
-

Por ejemplo, lanzar un dado.
Espacio muestral E={1,2,3,4,5,6}
Sucesos elementales: {13}, {2},{3},{4},{5} y{6}
Otros sucesos: A={1,2}, B={2,4,6}, C={1,3,5}
Suceso seguro: E={1.2.3.4.5.6}
Suceso imposible: g={ }
o Suceso contrario de A: A ={3,4,5,6}

Sucesos compatibles: Son los que pueden ocurrir a
la vez, como AyB o AyC.

Sucesos incompatibles: Si no pueden ocurrir a la
vez, como par e impar, By C.

( \| C
" B .
:'--_ L
Ly \" 4
j A
L]
= - :“_- -
- -‘ L] .l: h-"I :".l
l."- # - L]
AL s/
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Operaciones con sucesos

Unioén: AUB = {1,2,4,6}
Interseccion: ANB={2}
Diferencia: A-B={1}

Probabilidad de sucesos

P(Suceso seguro) = P(E) =1

P(Suceso imposible) = P(@) = 0

0 < P(suceso) <1

Probabilidad de la unioén:

P(AUB) = P(A) + P(B) si Ay B son incompatibles
P(A UB) = P(A) + P(B)-P(A n B) Ay B compatibles.

Regla de Laplace
Cuando los sucesos elementales
son equiprobables:

p_ NOo casos favorables

No casos posibles

Si el experimento no es regular se
recurre a la experimentacion,
tomando como probabilidad la
frecuencia relativa al repetir el
experimento muchas veces.

Experimentos compuestos

Estan formados por varios experimentos simples
realizados de forma consecutiva. Para calcular la
probabilidad de multiplican las de los sucesos simples
que lo forman.

En sucesos consecutivos pueden producirse dos
situaciones:

1) Independientes, no influyen en el otro.

Como en las extracciones con devolucion

2) Dependientes, cada suceso esta condicionado por
el anterior

Como en las extracciones sin devolucion.

Con un diagrama de arbol es facil calcular la
probabilidad de un experimento compuesto:

P(Ay B)=P(A)-P(B/A)

Probabilidad condicionada

P(A ~B)
P(A)

P(B/A) -
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10.

. Escribimos cada una de las

Autoevaluacion >

letras de la palabra
ENSENANZA en un papel y sacamos una al azar.
Escribe el suceso “salir vocal”

Una moneda estd trucada de manera que la
probabilidad de salir cruz es doble que la probabilidad
de salir cara, équé probabilidad hay de sacar cara?

. En una bolsa hay 100 bolas numeradas del 0 al 99, se

extrae una bola calcula la probabilidad de que en sus
cifras no esté el 9.

Se elige una ficha de domind, considera los sucesos
A="salir una ficha doble”, B="la suma de los puntos es
multiplo de 4”. éCual es la probabilidad de AUB?

. Si A 'y B son dos sucesos tales que P(A)=0,42;

P(B)=0,30 y P(AnB)=0,12. Calcula la probabilidad de
que no ocurra ni A ni B.

Se lanza una moneda y un dado, calcula Ia
probabilidad de que salga “cara” y “numero impar”

. Tenemos dos urnas con bolas rojas, verdes y azules,

como en la figura. Sacamos una bola de cada urna,
calcula la probabilidad de las dos bolas sean rojas.

. Los resultados de un examen realizado por dos grupos

de 49 ESO se muestran en la tabla de la izquierda. Se
elige un estudiante al azar, calcula la probabilidad de
que sea del grupo A si sabemos que ha aprobado.

. Tengo en un cajon 6 calcetines de color blanco y 14 de

color negro. Si cojo dos calcetines sin mirar, équé
probabilidad hay de que sean del mismo color?

Se sacan dos cartas de una baraja de 40, una tras
otra. Si la extraccion se hace con devolucion, calcula la
probabilidad de que una sea copas y otra de bastos.
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. A={2,4,6,8,10,12} 11. 0,85
B={7,8,9,10,11,12} B
i 12. P(1)=P(3)=P(5)=3/12

P(2)=P(4)=P(6)=1/12
P(impar)=3-3/12=9/12

13. P(ni A niB)=1- P(AUB)=1- 0,40=0,60

D={3,6,9,12}
Incompatibles By C, Cy D

2. A={2-6,3-5,3-6,4-4,4-5,4-6,5-5,5-6,6-6}
B={0-5,1-4,2-3,4-6,5-5} 14. P(A-B)=0,14
A~B={4-6,5-5} P(B-A) =0,49
AnB={2-6,3-5,3-6,4-4,4-5, 5-6,6-6

NB={2-6,3-5,3-6,4-4,4-5, 5-6,6-6 15. P(roja)~ 0,32

3. AnB = {10C,11C,12C} 5 blancas, 7 rojas, 11 negras.

A~B = {1C,2C,3C,4C,5C,6C,7C
nB = {1C,2C,3C,4C,5C,6C,7C} 16. a)17/49  b) 10/42

4. AUB =B
B A 17. 16/49
B={CCCC,CCCX,CCXC,CXCC,XCCC} 18. 22/72
5. 4/21=0,19 19. a)9/39 b) 5/78
6. 9/27=1/3 20. 0,84
7. En la segunda (2/7) 21. a)2/90 b) 4/15
8. a) 13/30 b) 9/30 22. a) P(M~F)=26/320
S G b) P(M/F)=26/45

23. a)3-0,8:0,8:0,2 = 0,384

L 270 b) 0,2:0,2:0,2 = 0,008

Soluciones )
AUTOEVALUACION

{A E}

1/3
481/100=0,81
11/28

1- 0,60 =0,40
1/4=0,25
9/56

14/29

53/95

1/8

No olvides enviar las actividades al tutor »

o el e B

=
=
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