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3 Irigonometria

INTRODUCCION RESUMEN DE LA UNIDAD

En esta unidad se pretende que los alumnos e Definiciones de seno, cosenoy tangente.
adquieran los conocimientos béasicos en trigonometria, e Calculo de dichas razones para angulos notables:
que seran necesarios en cursos posteriores, sobre todo 30°, 45° y 60°.

para alumnos de las opciones de Ciencias, Tecnologia

) . e Signos del seno, cosenoy tangente para angulos en
o Biosanitarias. g : y lang p g

. _ . distintos cuadrantes de la circunferencia goniométrica.
En la unidad se trabaja con tres funciones: seno,

coseno y tangente, dejando para cursos posteriores
sus funciones inversas: cosecante, secante

y cotangente, asi como las relaciones que se deducen
de ellas.

e Razones trigonométricas de angulos:
complementarios, suplementarios, opuestos,
que difieren en 90°, que difieren en 180°
y mayores de 360°.

. . . . ) e Relacion fundamental y expresion de la tangente.
Se aplican dichas funciones en la resolucion de triangulos,

sean rectangulos o no (célculo de la altura),
y por ultimo, se estudia la conversion de grados

e Resolucion de triangulos rectangulos y célculo
de la altura en triangulos no rectangulos.

en radianes. e Conversion de grados sexagesimales a radianes.
OBIJETIVOS CONTENIDOS PROCEDIMIENTOS
1. Razones e Definiciones de seno, coseno e Seno, coseno y tangente
trigonomeétricas. y tangente. de triangulos rectangulos.
2. Razones trigonométricas | e Seno, coseno y tangente de e Calculo de las razones de angulos
de los angulos de 30°, los angulos de 30°, 45° y 60°. notables.
45°y 60°.
3. Razones trigonométricas | e Seno, coseno y tangente e Deduccion del signo del seno,
de angulos cualesquiera. de angulos de cualquiera de el coseno y la tangente en cada uno
los cuatro cuadrantes. de los cuatro cuadrantes.
4. Razones de angulos e Seno, coseno y tangente e Calculo del seno, el coseno
complementarios de angulos complementarios. y la tangente de angulos
y suplementarios. e Seno, coseno y tangente complementarios y suplementarios.
de angulos suplementarios.
5. Razones trigonométricas | e Seno, coseno y tangente e Calculo del seno, el coseno
de angulos de distintos de angulos opuestos, que y la tangente de angulos opuestos,
cuadrantes. difieren en 90°, que difieren en 90°, que difieren
que difieren en 180° en 180° y mayores de 360°.
y mayores de 360°.
6. Relaciones entre las e Relacion fundamental de la e Obtencion de dos razones
razones trigonométricas trigonometria. Tangente en trigonomeétricas, conocida
de un angulo. funcién de seno y coseno. la tercera.
7. Aplicaciones e Célculo de lados y angulos e Aplicacion de las definiciones
de las razones de un triangulo rectangulo, de las razones trigonomeétricas para
trigonométricas. conocidos algunos de ellos. hallar los elementos desconocidos
e Obtencién de la altura de de un triangulo rectangulo.

un triangulo no rectangulo.

8. Medida de angulos e Definicion de radian. e Conversion de angulos notables
en radianes. expresados en grados a radianes.
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OBJETIVO 1
RAZONES TRIGONOMETRICAS
NOMBRE: CURSO: FECHA:
Dado un triangulo rectangulo, 5
definimos las razones trigonométricas
de uno de sus angulos agudos a: b a
R c
Seno C0Seno tangente
b c b
senoa=— CoOS o= — lga=—
a a c
(cateto opuesto dividido

(cateto opuesto dividido
entre hipotenusa)

(cateto contiguo dividido

entre hipotenusa) entre cateto contiguo)

EJEMPLO

sena=—=—
5

Determina las razones trigonométricas
del angulo «en el triangulo de la figura.

4 ga_l_3
c 4

0 Completa las igualdades y comprueba que las razones trigonométricas son independientes del tamaio

del triangulo elegido.

2
6 b
b
A
(04
1 3 1
b 3
seno=—= ——
2 2
c 1
COSso=— = —
a 2
guzb——fg—Jg

o Halla las razones trigonométricas de los angulos A y B.

332

Aplicando el teorema de Pitagoras a cada uno de los tres
triangulos de menor a mayor tamafio, hallamos b, b'y b""

b: \/22—12 :\/g
b= & -4 =48 =J3.16 = 43
b= 107 =52 =75 = J3.25 = 5J3

ANE) b 53
=—=____ sena = =—=_____

Seno = =
8 8 10 10
c/ "
COS o0 = s = COS o0 = s =
a a
b a3 :
fga=—= 4 = fga=—= =
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OBJETIVO 2
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 30°, 45° Y 60°

NOMBRE: CURSO:______ FECHA:

Las razones trigonométricas de los angulos de 30° y 60°
se deducen a partir de un triangulo equilatero de lado 1.

Aplicando el teorema de Pitagoras, calculamos su altura:

R2 =12 — (122 =12 — 124 = 3124 — h=1-3/2

Las razones trigonométricas del angulo de 60° son:

sen60°2ﬂ:£ coseoe = 12 L z‘g60°:l'\/§/2:\/§/2:\/§
: 2 L2 1/2 1/2

o Deduce las razones trigonométricas del angulo de 30° a partir del triangulo equilatero anterior.
Las razones trigonométricas del angulo de 30° son:

sen30°:£:l cos3O°=l'\/§/2: g 30° = v = 1/2 =
12 1 1-V372 V372

Las razones trigonométricas del angulo de 45°
se deducen a partir de un cuadrado y su diagonal.

Aplicando el teorema de Pitagoras, calculamos
la diagonal: I d

P=P4P=2.1° > d=1-J2

45°
1
Las razones trigonométricas del angulo de 45° son:
1 1 2 I 1 2 1
sen 45° = = = cos4h° = —— = — = — tg4s°=—=1
1.2 2 2 V2 2 2 !
e Completa la tabla con las razones trigonométricas de angulos notables.

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
sen 0 1 0 -1 0
cos 1 ﬁ l 0 -1 0 1

2 2

tg 0 g 1 J3 no existe 0 no existe 0
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OBJETIVO 3
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS CUALESQUIERA

NOMBRE: CURSO:____ FECHA:
La circunferencia goniométrica o circulo unitario
es una circunferencia de radio la unidad.
Sobre dicha circunferencia, el valor del seno coincide
con el segmento AB'y el coseno con el segmento OA.
sena:ﬁ:AB COSOLZ%IOA
La tangente coincide con el segmento MN, que es tangente
a la circunferencia, ya que:
o AB _MN _MN
OA oM 1
En el primer cuadrante: En el segundo cuadrante:
sena >0 senB >0
cos o >0 cosB <0
iga>0 gB <0
En el cuarto cuadrante:
- . sen~ <0 send <0
O e S Sl
sen ' cos~ <0 ¢én & cosd >0
tg~y>0 lgd <0
G Completa la siguiente tabla 40° 70° 110° 210° 300°
con los signos que correspondan
a las razones trigonométricas sen +
indicadas.
cos +
tg +

e Escribe, para cada cuadrante, el signo del seno, el coseno y la tangente.

Seno €0seno tangente
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OBJETIVO 4
RAZONES DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS Y SUPLEMENTARIOS

NOMBRE: CURSO:______ FECHA:

Angulos complementarios son aquellos cuya suma vale 90°.

90° — « El cateto opuesto al angulo de 90° — o (BC) es igual al cateto contiguo
: a a (OA): sen (90° — ) = cos
c / B
""""" o = e El cateto contiguo al angulo de 90° — « (OC) es igual al cateto opuesto

a o (AB): cos (90° — ) = sen o

. tg(90°_a):59”(90 —o) _cosa 1
' cos (90° — o) sen o g o

EJEMPLO

Determina las razones trigonométricas del angulo o = 60°, sabiendo que las razones del angulo de 30°
(60° = 90° — 30°) son:

1 J3 1 J3
sen 30° = — cos 30° = — tg30°=— = —
2 2 & J3 3
3
sen 60° = cos 30° = £ cos 60° = sen 30° = 1 tg60° = L _ 1 _ J3
2 2 g 30° 143

G Halla las razones trigonométricas del angulo de 75°, sabiendo que las razones de 15° son:

sen 15° = 0,259 cos 15° = 0,966 g 15° = 0,268

Angulos suplementarios son aquellos cuya suma vale 180°.

El cateto opuesto al angulo de 180° — « (CD) es igual al cateto opuesto
D 5 a o (AB): sen (180° — o) = sen o
1807 + o
D)

A1\

a o (OA): cos (180° — ) = —cos
sen (180° — o) _ _sena
cos (180° — «) —C0S o

: tg (180° — o) =

El cateto contiguo al &ngulo de 180° — « (OC) es el contrario del cateto contiguo

EJEMPLO

Obtén las razones trigonométricas del angulo o = 120°, sabiendo que las razones del angulo de 60°
(120° = 180° — 60°) son:

sen 60° = \/23 cos 60° = % tg60° = J3
sen 120° = sen 60° = \/25 cos 120° = —cos 60° = —% g 120° = —{g60° = 3

o Calcula las razones trigonométricas del angulo de 155°, sabiendo que las razones de 25° son:

sen 25° = 0,423 cos 25° = 0,906 tg 25° = 0,466
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OBJETIVO 5
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS DE DISTINTOS CUADRANTES

NOMBRE: CURSO:_____ FECHA:

Los angulos opuestos son los que miden igual, pero tienen distinto signo.

El cateto opuesto al angulo —a (AB’) es el contrario al cateto opuesto
a a (AB): sen (—a) = —sen o

B
A A El cateto contiguo al &ngulo —a (OA) es igual al cateto contiguo
- “* . a a (OA): cos (—a) = cos o
B’ _
tg(—a) = sena -
CoS «

EJEMPLO

Obtén las razones trigonométricas del angulo o = —20°, sabiendo que las razones del angulo de 20° son:

sen 20° = 0,342 cos 20° = 0,940 tg 20° = 0,364
sen (—20°) = —sen 20° = —0,342 cos (—20°) = cos 20° = 0,940 g (-20°) = —1g20° = -0,364

o Halla las razones trigonométricas del angulo de —45° (encuentra en la tabla del objetivo 2
las razones del angulo de 45°).

ANGULOS QUE DIFIEREN EN 90°

El cateto opuesto al angulo de 90° + « (A'B") es el contrario al cateto
contiguo a o (OA): sen (90° + o) = cos o

El cateto contiguo al dngulo de 90° + « (OA") es igual al contrario del cateto
opuesto a a (AB): cos (90° + o) = —sen o

sen (90° +a)  cosa 1

12 (90° + o) = =
cos (90° + o) —sen o g o

EJEMPLO

Halla las razones trigonométricas del angulo .= 120°, conociendo las razones del angulo de 30°.

J3

sen 120° = cos 30° = 7

1 1 1
cos 120° = —sen 30° = —— tg120° = — S - 3
2 tg30° 13

o Halla las razones trigonométricas del angulo de 100°, sabiendo que 100° = 90° + 10°.
sen10° = 0,174 cos 10° = 0,985 tg10° = 0,176
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ANGULOS QUE DIFIEREN EN 180°

El cateto opuesto al angulo de 180° + « (A'B’) es el contrario al cateto
opuesto a a (AB): sen (180° + o) = —sen o

El cateto contiguo al &ngulo de 180° + « (OA’") es igual al contrario del cateto
contiguo a o (OA): cos (180° + ) = —cos o
sen (180° +a)  —sen a

tg (180° + o) =
g * cos (180° + «) —C0S o

=g

EJEMPLO

Halla las razones trigonométricas del angulo o = 240°, conociendo las razones del angulo de 60°.

J3

sen 240° = —sen 60° =~~~ c0s 240° = —cos 60° = —% tg 240° = tg60° = /3

e Halla las razones trigonométricas del angulo de 250°, sabiendo que:

sen70° = 0,940 cos 70° = 0,342 tg70° = 2,747

Ten en cuenta que 250° = 180° + 70°.

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS MAYORES DE 90°: Reduccién al primer cuadrante

Las razones trigonométricas de cualquier angulo superior a 90° se pueden expresar en funcion
de las razones de otro angulo perteneciente al primer cuadrante.

1.°" caso: para angulos del segundo cuadrante. 180° — o
(¢}

B=180°— « — —

2.° caso: para angulos del tercer cuadrante. i
~=180° + o

3.%" caso: para angulos del cuarto cuadrante. - =
e=360° - a 180° +a 360° — o

e Halla las razones trigonométricas de los siguientes angulos.
a) 135° b) 210°
Como 135° pertenece al segundo cuadrante, Como 210° es mayor de 180°, pertenece al

resulta que 135° = 180° — tercer cuadrante, pues 210° = 180° +

_N2 !

sen 135° = sen210° = =——
2 2

cosl38°=__ = —Q cos 210° = — £
2 2
gl3b°=___ =-1 3
g210°=___ = —

3
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c) 330° d) 420°
Como 330° pertenece al cuarto cuadrante, ;A qué cuadrante pertenece el angulo de 420°?
resulta que 330° = 360° — 30°. Si hacemos 420° = 360° + 60°, vemos que esta
1 situado en el primer cuadrante.
sen330°=___ =——
2 sen420° =sen60° =
. J3
c0s330°=___ = R cos420° = cos60° =
9.330° __J3§ lg420° = ig60° =

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS MAYORES DE 360°

Si el angulo es mayor de 360°, hay que hallar su angulo equivalente, restando el nimero entero de veces
que contiene a 360. Sus razones trigonométricas son iguales que las del angulo equivalente resultante.

EJEMPLO

Determina las razones trigonométricas del angulo o= 1.470°.

Dividimos 1.470 entre 360:
1.470 =360 -4 + 30 dividendo = divisor - cociente + resto

sen 1.470° = sen 30° = % c0s 1.470° = cos 30° = \/3 tg1.470° = tg30° = \E
e Halla las razones trigonométricas de los angulos.

a) 840° c) 1.320°
Divide 840 entre 360 y expresa: Divide 1.320 entre 360 y expresa:
840 = 360 - + 1.320 = 360 - +
sen 840° = sen = \/j sen 1.320° = sen =
cos 840° = cos = cos 1.320° = cos =
tg840° = tg - 3 tg1.320° = tg -3

b) 3.915° d) 780°
Divide 3.915 entre 360 y expresa: Divide 780 entre 360 y expresa:
3.915 =360 - + 780 = 360 - +
sen 3.915° = sen = sen 780° = sen =
c0s 3.915° = cos = cos 780° = cos =
g3.915° =g = tg780° = tg =
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OBJETIVO 6
RELACIONES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO

NOMBRE: CURSO:_____ FECHA:

RELACION FUNDAMENTAL DE LA TRIGONOMETRIA: sen? o+ cos? o= 1

Esta relacion se obtiene al aplicar el teorema de Pitagoras en un triangulo rectangulo,
junto con la relacion que se deduce de la definicion de tangente:

sen a

lgoa=
COS o

Conociendo una de las razones trigonométricas de un éangulo, podemos calcular las restantes razones.

EJEMPLO

. 4 . .
Sabiendo que cos o = E’ calcula el seno y la tangente de dicho angulo.

sena =+1—-cos®a = 1—%24/2—95=% tga:senu_ﬁ_i

cosa  4/5 4

o Sabiendo que sen o= 0,78; halla cos oy tg .

o Dado cos o = 0,32; obtén sen ay g .

EJEMPLO

Dado tg oo = 2, calcula sen oy cos o.

Llamamos sen o = xy cos o = y. Las relaciones entre las razones trigonométricas son:
X
— =2 > x=2y
y
X+y?P=1-> QWP +y’=1 >4/ °+y°=1 > 5y2=1 > y= % = 40,2 =0,447
x=2y=2-.0447 = 0,894 = sen o

y=cosa=0,447

e Sabiendo que g o = 5, calcula sen oy cos o.

® MATEMATICAS 4.° A ESO ® MATERIAL FOTOCOPIABLE © SANTILLANA EDUCACION, S. L. m

— O

ADAPTACION CURRICULAR

339



103028 _ 0301-0362.gxd 29/7/08 19:17 Pagina 340 $

OBJETIVO 7
APLICACIONES DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

NOMBRE: CURSO:_____ FECHA:

EJEMPLO

Calcula lo que miden los lados ay b, y el angulo 3 del triangulo

de la figura. A
Como los tres angulos de un triangulo suman 180°, tenemos que:
180°=90° +37°+3 — B =180° — 127° =53° a

Para calcular el otro cateto, b, aplicamos la definicion de tg 37° b
y usamos la calculadora para hallar tg 37°:
37°

z‘g37°:% - b=4.0,75=3

Para hallar la hipotenusa a podemos utilizar tres métodos:

1.° Aplicar el teorema de Pitagoras. vamos a usar el segundo metodo:

2.° Utilizar la definicion de sen 37°. sen 37° = é - a= % =bh
3.° Usar la definicion de cos 37°. a '

o Calcula, en cada triangulo, los lados y angulos que se indican.

a) B,ayc c) B,byc

66,8°

e Halla el area del siguiente triangulo.

Trazamos la altura y, fijandonos en uno de los dos triangulos

. a ) 0
que se forman, hallamos hy la mitad de la base, —. 7
40° 40°
a
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EJEMPLO

Desde un punto vemos el extremo superior del campanario

de la iglesia bajo un angulo de 50°. Si nos alejamos 100 m,

lo vemos bajo un angulo de 35°. Halla la altura del campanario
y la distancia a la que nos encontramos inicialmente.

Este tipo de problemas se resuelven utilizando las tangentes
de los dos angulos:

1g50° = 1 S h— 1192«
X

h 35° 50°

tg35°= —— — h=0,7(100 + X) 100 m

100 + x
Igualando ambas, resulta:
1,192 x=10,7(100+ x) =70+ 0,7x — 0,492x=70 — x=1423m

Sustituyendo en la primera de las ecuaciones, tenemos que la altura
del campanario es:

h=1,192x=1,192 - 142,3 = 169,6 m

>

e Calcula la altura hy las distancias xy 60 — x de la figura.
Utiliza las tangentes de los angulos de 40° y 30°.

X 60 — x

60
o Halla los valores de hy x.
h
30° 45°
5m X

Determina la altura del arbol que, visto desde dos posiciones,
distantes 30 m entre si, forma la siguiente figura.

X 30m

30 + x
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OBJETIVO 8

MEDIDA DE ANGULOS EN RADIANES

NOMBRE:

CURSO:

FECHA:

360° = 2= radianes

Un radian es el angulo cuyo arco tiene igual longitud que el radio de una circunferencia.
Como la longitud de cualquier circunferencia es 2zr, la equivalencia entre grados y radianes es:

Podemos comprobar graficamente esta equivalencia, ya que 2~ = 6,28, que es el nimero de secciones
en las que se cumple que el arco es igual al radio en el que podemos dividir la circunferencia.

7 0,28 r
A B (@ D E F G A
EJEMPLO
Expresa en radianes los angulos de 90°, 180° y 270°.
Convertimos los grados en radianes aplicando una regla de tres:
360° —— 2r radianes 90 - 2= T 360° —— 2x radianes 180 - 2w
- X = = — S X=—=
900 — X 360 2 1800 X 360
360° —— 2m radianes = 2/0-2n _ 3:2n _ 3m
270° —— x 360 4 2
o Convierte en radianes los angulos de la tabla.
0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
3
0 x x % 2
360° —— 2x radianes 30 2=« 271 T
— X = = —_-——— —
30° —— x 360 12 6
™
e Convierte en radianes los angulos correspondientes a cada casilla. )
135° ;
' 45°
L QU RUPRR Y X 27
225° 3%
1315°
el
2
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