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NUmeros reales. Intervalos:

1.

Separar los siguientes ndmeros en racionales o irracionales, indicando, de la forma mas sencilla posible,
el porqué:
1
8

(Soluc: Q L £Q QR QQRLQQQ)D

2 -
g «/E 26 0 -3 -?5 v13 0,1 6,4 534 1,414213562...

a) Representar sobre la misma recta real los siguientes racionales:

Z -3 06 5 .3 4 2,25 5 3,9

2 6 4 5 6

b) Construir \/E x/g «/g «/g ﬁ«/gy@ sobre la recta real (no necesariamente sobre la misma), mediante
regla y compas, y la aplicacion del teorema de Pitagoras.

Completar:

[-1,3]
OO0
0 2
° O
-2 4
[-2,1)
{xOIR/ 1<x<5}
L >
-1 0
{xOIR/ x<2}
(0,0)
-00 < .3
(_115)
{xOR/ x<0}
[2/3,00)




{XOIR/ -2<x<2}
{XOIR/ [x|<3}
{xOIR/ [x|=3}
H
2 00
[_111]
{xOIR/ x<-1}
[ ]
-4 4
(-OO,-Z)U(Z,OO)
(-OO,Z)U(Z,OO)
{xOIR/ |x|<5}
[_212]
o0
-3 3
Repaso fracciones, potencias y raices
4. Operar, simplificando en todo momento:
5 3. 3(6.3
-2+ ===
4 5 5 9 4] _
5.3 (2 +3 6) 3
4 5 9) 4
5. Completar
am an — (gjn _ ( 1)par
am _ b ( 1)|mpar
a" a’=
(am )n _ a" = (base negatlva)par =
(a-b)n _ a - - (basenegatlva) mpar
b
1=




Anadir estas férmulas al formulario matematico de este curso. Utilizando las
simplificar la siguiente expresion:

P re?)’

6. Completar:

propiedades anteriores,

(Sol: 1)

X-VYa=

Afiadir estas formulas al formulario matematico de este curso. Utilizando las propiedades anteriores,

simplificar la siguiente expresion:

Repaso polinomios y fracciones algebraicas

7. Dados P(x) =4 x°-8x*+2x%+2x*+1 y Q(X) =4 x°- 4x*+2x, se pide:

a) Extraer el maximo factor comun de Q(x)

b) P(x)-2x-Q(x)
¢) Q() - Q(x)
d) P(¥): Q(x)

8. Simplificar:

9. Operar y simplificar:

x* —=5x2? -36

x> -9
x+1+x—2_ 12
X-2 x+2 x?-4

(Sol: 3/a™®)
(Sol: x*+4)

[Sol : 2x+3j
X+2



Repaso ecuaciones, sistemas e inecuaciones

10. Resolver:
a) 3(£—xj—4:2x—3(1—5j
6 6

20x+7_4x+y_2

b) 9 > (Sol: x=1, y=-2)
7x+1_2x—2y:X
4 6
2x* +3)(2x* -3 -3)°
c) ( X )( X )_(2X 3) —ax M (Sol: x=#1)
2 6
d) V2x-3-Jx+7=4 (Sol: x=114)
—_ 2 _
e) x=2___ X =x1 (Sol: x=-3)
x-1 xX*-3x+2 x-2
f) X+y=1 (Sol: x1=4, y1=-3; x2=1, y»=0)
x? -2x+3y=-1
2
g X-2° 5x+6 (x+3)x-3) [Sol: x/0,7)]
2 6 3
5-3 3(x+2
h) 74X-3(x+4)s¥+2 [Sol: x[1-3,2)]
2(2x+1)—(x—1)_2x+1<2
3 5
y Xx¥3_1 [Sol: x-13,7)]
x-7 2

Miscelanea (1) :

11. Indicar cudl es el menor conjunto numérico al que pertenecen los siguientes nimeros (N, Z, Q o I); en
caso de ser Q o I, razonar el porqué:

5 _
g \/5 \/Z 0,0015 -10 g 2,3 2,02002000 2...

(Soluc: £ LN @ Z, Q @ )

12. Representar en la recta real los siguientes intervalos y definirlos empleando desigualdades:

a) [2,4] d) (-1, 3) 9) (-3 ) (e0,-2]
b) (1,6) e)(-2.2) h) [-3.3]
¢) [1,5) f) (0,) i) (5/3,)

13. Operar, simplificando en todo momento:




14.

15.

16.

y 36 )

[(-2°]" +(-3° -3y

0 V232 a2

(¥2)

(Sol: -4/179)

(Sol: %2 )

Dados P(X)=4x’+6x°-2x+3, Q(X)=2x°-x+7 y R(X)=7x"-2x+1, hallar:

a) Elvalor numérico de P(x) para x=-2
b) La factorizacion de R(x)

) PO)+Q(X)+R(x)

d) P(x)-Q(x)-R(x)

e) PX)+3Q(x)-2R(x)

f) P(x): (x+2) por Ruffini

Operar y simplificar:

X° =X
2x2% + 6X _
5x? - 5x
2X +6

Resolver:
1+964£f

a) ___ 480 _ 1

96X 1600
X-y+z=6

b) 2x+y-3z=-9

-X+2y+z=-2

0) 3x2+1= 6x -1
6x+1 3x*-1

d 2Jx+4-Jx-1=4

e) 7—«/5)( 5
) 2x-y=1
x* +3xy=0
9) (3x+l)(3x—1)+4x_52(x+2)(x—2)+£L
6 2

h)  12-4x>-3x+2

2x—-10>-x+2
3(X+2)22(x +6)

) Llex
X

6

(Sol: 6x3+13x°-5x+11)
(Sol: 2x3-x*+x-5)
(Sol: 10x3-8x*-x+22)

(Sol : X+1]
5x

(Sol: x=20)
(Sol: x=1, y=-2; z=3)

(Sol: x=0; x=#2)

(Sol: x=5; x=13/9)

(Sol: x=+12)

[Sol: X/{-e0,-5]U[1, )]

[Sol: x/46,10)]

[Sol: x/]-1,0)U[1, )]



17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sefialar cuales de los siguientes nimeros son racionales o irracionales, indicando el porqué:
a) 3,629629629.... c) 5,216968888... e) 7,129292929...
b) 0,130129128... d) 0,123456789... f) 4,101001000...

(Soluc: @ £ @ I @

Representar en la recta real los siguientes conjuntos numéricos y nombrarlos empleando intervalos:

a) {xLIR/ -2<x<3} d) {xLIR/ x<0} 0) {xUIR/ x>-3} ) XUIR/ |x|=2}
b) {xJIR/ 1<x<4} e) {xCIR/ [x|<3} h) {xJIR/ x<5} k) {xCIR/ [x|=2}
¢) {xOIR/ x22} fy xOIR/ [x]>4} ) {xOIR/ [x|<5}

Operar, simplificando en todo momento:

ﬂ : Z +(7 +2J: Z
a 34\ 5/ 3_ (Sol: 236/1697)
4 7(0 2\7
—+ | 7-=1—=
3 4( 5)3
G186
2 (-4
2
b) ( 5] - (Sol: -1/64)
56
1+ 3 2
473
(vi25)
) ——== (Sol: ¥/ )
55325

Dados P(x):6x4+11x3—28x2—15x+18 y Q(x)=3x-2, se pide:
a) Factorizar P(x), por Ruffini

b) Q5(x), por Tartaglia

©) P()-Q()-2x"Q(x)

d) P(x): Q(x)

Operar y simplificar:

1 - L + 1 Sol : X-7
X*—9x+20 x°-11x+30 x*-10x+24 [ o x3-15x2+24x-120]

Resolver:
2x+y-z=0
a) X—2y+3z=13 (Sol: x=2, y=-1; z=3)
-X+y+4z=9
b) S =3 X (Sol:x1=3; x2=-4)
X+2 2 x+3



2 _
C) y —ZaX} (Soluc:xza-i/i,y=a-§/71)

x? =ay
d) 1_3x—7 Jox+4 x-1 (Sol: x<3)
5 15 3
e) 3x*+15x+21<0 (Sol: [ soluc.)
f)  3x*+15x+21>0 (Sol: IXLR)
2 2 2
9) x+2)(x-2) X (X7 -2x)(x° +2x) _ 2 [Sol: X/{-e0,-2)U(2, )]

4 2 4
h)  (-4)(x*+4)<0

23. Separar los siguientes nimeros en racionales e irracionales, indicando el porqué:

% T V13 % V169 07 g 0,494949.. 7 3,75 -13 6,24 1,732050..
24. Hallar la U e N de los siguientes intervalos:
a) A=[-2,5) ¢) E=(-,0] e) 1=(-,0) g) M=[-3,-1)
B=(1,7) F=(-3,00) J=[0,00) N=(2,7]
b) C=(0,3] d) G=[-5,-1) f) K=(2,5) h) 0=(-3,7)
D=(2,) H=(2,7/2] L=(5,9] P=(2,4]
25. Calcular, aplicando, siempre que sea posible, las propiedades de las potencias, y simplificando en
todo momento. Cuando no sea ya posible aplicar las propiedades de las potencias, debido a la

existencia de una suma o resta, pasar la potencia a numero y operar

BI6) (i)_jz 176" —
BT

26. a) Extraer factores y simplificar:
3.4 5 ‘
5323~ = Sol - 232
V2 V81 (501592

b) Sumar, reduciendo previamente a radicales semejantes:

5\/3 +1/27 - 44/3 /300 = (s0:-25
¢) Racionalizar y simplificar:
2 2 _ 85
J5 125 (o555



27.

28.

29.

30.

31.

1 43
1296 (6ol % 7

137\/‘5_9_‘/55_%: (Sol: 2)

Dados P(x):x6+6x5+9x4—x2—6x—9 y Q(x):x2—9, se pide:

a) Factorizar P(x), por Ruffini

b) Q4(x), por Tartaglia

) P(X)-Q(x)-Q(x)

d) P(x): Q(x)

Operar y simplificar:

2
X“+1 x+2 x-1 3 _oy? _
+ _ (Sol' 2x% —2x 2x)

¥ -1 x-2 x+1 Cx®-2x2 —x+2

Resolver:
a) -x?-x=0 (Sol: x1=0, x2=-1)
g) Vx®+4x+4=1 (Sol: x3=-1, Xp=-3)
2X
b) V3= 1-x2 (50| ix =N313,x, = \/5) h) x°-16x’=0 (Sol: x=0, x=%2)
c) (x*+1)'=625 (Sol: x=22) | ) ¥x+5=2 (Sol: x=3)
d) (-1)*=0 (ol: x=a1) | D X°=3x (Sol: x1=0, X228 x3=-18)
k) -7x<-7 Sol: x=1
e) ﬁ:gx (Sol:x, =0,x, =2310) ) ) ( )
10 1 2 ) x°<9 [Sol: x/1-3,3)]
f) ¥X_p (Sol: [ soluc.)
X
¢Verdadero o falso? Razonar la respuesta:

a) Todo namero real es racional.

b) Todo nimero natural es entero.

¢) Todo nimero entero es racional.

d) Siempre que multiplicamos dos nimeros racionales obtenemos otro racional.
e) Siempre que multiplicamos dos nimeros irracionales obtenemos otro irracional.

f) Entre dos niumeros reales existe siempre un racional.

Representar los siguientes intervalos e indicar su unién e interseccién:

a) [-2,5) y [3,) |b) (0,3) y [9/2,0) | c) (-5-1y[-1,4] | d) (-1,3) y [3,)

10



Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto

32. Indicar para qué valores de x se cumplen las siguientes relaciones; en el caso de las desigualdades,
indicar la solucién mediante intervalos:

a)
b)
<)
<)
d)
e)

f)

x|=5
[x|<5
[x|>5
[x-4]=2
[x-4|<2
[x-4|>2
[x+4]>5

(Sol: x1=2, x,=6)

(sol: x12,6])

(Sol: x[A-,2)U(6,))
(Sol: x[A-00,-9)U(1,09))

9) [x|=-2
h) [x|=0
i) [x|<2
) Ix=2
k) [x+1|=3
) |x-2]<3
m) [x|=7

(Sol: x1=-4, x,=2)
(sol: x/1-1,5))

Resolucion grafica de inecuaciones y sistemas

(Sol: x(X-3,7))

(Sol: x/A-0,-10]U[4, )

(Sol: x[{-4,4))

33. Resolver graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones de 1% grado; resolverlos a continuacion

34.

analiticamente (por el método deseado), y comprobar que se obtiene idéntico resultado:

a)

b)

Resolver graficamente las siguientes inecuaciones de 2°

X+y=12
X-y=2
X+3y=6
2Xx-y=-2

X+3y=4
2x-y=1

(Soluc: x=7, y=5)

(Soluc: x=0, y=2)

(Soluc: x=1, y=1)

y comprobar que se obtiene idéntico resultado:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

9)
h)
i)

)

x*-6x+820
x?-2x-3<0
X°-5x+6>0
x*-3x-10<0
3x%-10x+720
2x°-16x+24<0
X2-4x+2120
x2-3x>0
X*-420

X*-4x+4>0

[Sol: X/~ 0,2]U[4, 2]
[Sol: x/(-1,3)]

[Sol: x/[{-,2)U(3, )]
[Sol: x/]-2,5]]

[Sol: x/[{-20,1]U[7/3, )]
[Sol: x[12,6)]
[Sol: [k R]

[Sol: x/[{-,0)U(3, )]
[Sol: x/{-,-2]U[2, )]
[Sol: xAAR-{2}]

d) X+2y=0
2x-y=5
e) X+2y=5
2x+y=7
f x+3y=1
2x-y=2

K) X°+6x+920
) x*+6x+9>0
m) X?-2x+1<0
n) X2-4x+4<0
0) 6x°-5x-6<0
p) X°-4x+7<0
1 2x*-8x+6<0

s) 2x°+10x+12<0

)  -x*+5x-420

11

(Sol: x=2, y=-1)

(Sol: x=3, y=1)

(Sol: x=1, y=0)

grado; resolverlas a continuacion analiticamente

[Sol: LkAR]

[Sol: [xAR-{-3}]
[Sol: Osoluc.]
[Sol: x=2]

[Sol: x[(-2/3,3/2)]
[Sol: Osoluc.]
[Sol: x/{-3, -1)]
[Sol: x-3, -2]]
[Sol: x1,4]]



Notacion cientifica

35. Pasar a notacion cientifica los siguientes nimeros:

a) 300.000.000=

b) 456=

c) 0,5=

d) 0,0000000065=
e) 18.400.000.000=
f) 0,000001=

g) -78986,34=

h) 0,0000093=

i) 1.230.000.000.000=
i) 14 billones €=

k) 150 millones $=

) 7,3=

m) 73=

n) 0,00010001=

0) 10=

p) 1=

q) 0,011001=
r) 16.730.000=
s) -345,45

36. Realizar las siguientes operaciones de dos formas distintas (y comprobar que se obtiene el mismo

resultado):

- Sin calculadora, aplicando sélo las propiedades de las potencias.

- Utilizando la calculadora cientifica.

a) 2,5-10'+3,6-10'=
b) 4,6-10°+5,4.10°=
c) 1,5:10°+2,4-10°=
d) 2,3-10°+3,25-10"=

e) 3,2.10%1,1.10°=

f) 4,25-10"-2,14-10°=
g) 7,28:10°-5,12.10°=
h) (2:10%-(3,5-10)=

8,4-10° _

i)
2:10"

(3,2:10°){4-10°)

)
2:10°®

K (2:10°)°=

37. La estrella méas cercana a nuestro sistema solar es 0-Centauri, que esta a una distancia de tan solo 4,3
afios luz. Expresar, en km, esta distancia en notacion cientifica . (Dato: velocidad de la luz: 300.000
km/s) ¢ Cuanto tardaria en llegar una sonda espacial viajando a 10 km/s?  (Sol: 4,068-10™ km)

Miscelanea (I1) :

38. Si el lado de un cuadrado aumenta 2 c¢cm, su area aumenta 28 cm?® ¢Cudles son las dimensiones del

cuadrado originario?

(Sol: Se trata de un cuadrado de lado 6 cm)

39. a) ¢ Qué otro nombre recibe el intervalo [0,2)? ¢Y (-=,0]?

b) ¢A qué equivale IRTUIR ? (Y IR'N IR ?

40. a) Simplificar, reduciendo previamente a radicales semejantes:

V128 +5\12 -2,/18 =327 -+/2 =

b) Racionalizar y simplificar:

3V2-2 612 _
3V2+2 76

12

(ol N2+ )

(Sol: 11/7)



41.

42.

43.

44,

339 _ W3
23243~ (515~
¢) Operar y simplificar:
(V7 +v3f 6-+21)=
d) Simplificar y operar:
V125 -2 4/400 +%/8000 = (Sol - 35 )

Un grupo de estudiantes alquila un piso por el que tienen que pagar 420 € al mes. Uno de ellos hace
cuentas y observa que si fueran dos estudiantes mas, cada uno tendria que pagar 24 € menos. ¢, Cuantos
estudiantes han alquilado el piso? ¢ Cuanto paga cada uno? (Sol: 5 estudiantes a 84 € cada uno)

Calcular el volumen aproximado (en m3) de la Tierra, tomando como valor medio de su radio 6378 km,

dando el resultado en notacién cientifica con dos cifras decimales. (Volumen de la esfera : %n r3)

(Sol: 1,15-10" m®)

Con dos tipos de barniz, de 3,50 €/kg y de 1,50 €/kg, queremos obtener un barniz de 2,22 €/kg. ¢ Cuantos
kilogramos tenemos que poner de cada clase para obtener 50 kg de la mezcla? (Ayuda: plantear un
sistema de ecuaciones de primer grado)  (Sol: 18 kg del barniz de 3,50 y 32 kg del de 1,50)

Racionalizar denominadores y simplificar:

a) [5+5 (90/_\/50”0\5
10 ’ 10 /
3 ‘
b) (So/.‘%/
33
2J3-3 12
- Sol: 7
© 2 3+3+J§ (Sok:7)
d 1-43 1+J6-22-J3
)1_\/5_'_\/§ (90/.—2 y

45. Dos arboles de 15 m y 20 m de altura estan a una distancia de 35 m. En la copa de cada uno hay una

lechuza al acecho. De repente, aparece entre ellos un ratoncillo, y ambas lechuzas se lanzan a su captura
a la misma velocidad, llegando simultaneamente al lugar de la presa. ¢A qué distancia de cada arbol
aparecio el raton? (Ayuda: Si se lanzan a la misma velocidad, recorren el mismo espacio, pues llegan a la
vez; aplicar el teorema de Pitadgoras, y plantear un SS.EE. de 2° grado) (Sol: a 15 m del arbol mas alto)

46. En una balanza de precisibn pesamos cien granos de arroz, obteniendo un valor de 0,0000277 kg.

¢ Cuéntos granos hay en 1000 toneladas de arroz? Utilicese notacion cientifica . (Sol: 3,61-10"gr)

13



47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Un almacenista de fruta compra un determinado numero de cajas de fruta por un total de 100 €. Si
hubiera comprado 10 cajas méas y cada caja le hubiera salido por 1 € menos, entonces habria pagado 120
€. ¢ Cuantas cajas compro y cuanto costd cada caja? (Sol: 20 cajas a 5 €)

La luz del sol tarda 8 minutos y 20 segundos en llegar a la Tierra. Calcular la distancia Tierra-Sol,
empleando notacion cientifica . (Sol: 1,5-10°km)

Hallar dos nimeros positivos sabiendo que su cociente es 2/3 y su producto 216  (Sol: 12y 18)

TEORIA: a) ¢Qué es el discriminante de una ecuacion de 2° grado? ¢Qué indica? Sin llegar a resolverla,
¢,cémo podemos saber de antemano que la ecuacion x*+x+1 carece de soluciones?

b) Inventar una ecuacion de 2° grado con raices x;=2/3 y x,=2, y cuyo coeficiente cuadratico
sea 3

c) Sin resolver y sin sustituir, ¢,.cémo podemos asegurar que las soluciones de x*+5x-300=0 son
X1=15 y x,=-20?

d) Calcular el valor del coeficiente b en la ecuacién x°+bx+6=0 sabiendo que una de las
soluciones es 1. Sin necesidad de resolver, ¢cudl es la otra solucién?

Un rectangulo tiene 300 cm? de area y su diagonal mide 25 cm. ¢ Cuanto miden sus lados? (Sol: 20 x 15 cm)

Resolver:

a) x%+7x3-8=0 (Sol: x=1, x=-2)

b) x°-64=0 (Sol: x=#2)
1 + y = 3
X

c Sol: x;=1; y1=2; X2=2/5; y,=1

) 111 ( 1=1 1 2 y2=1)

Xy 2

d) Vx+4-+2x-9 =+/x-1 (Sol: x=5)

Un frutero ha comprado manzanas por valor de 336 €. Si el kilo de manzanas costara 0,80 € menos,
podria comprar 48 kg mas. Calcular el precio de las manzanas y la cantidad que compro.

(Sol: 120 kg a 2,80 €/kg)

Resolver la ecuacion 2x3 -3x? = —%, sabiendo que una de sus raices es 1/2  (Sol: x=#1/2, 3/2)

Una persona compra una parcela de terreno por 4800 €. Si el m? hubiera costado 2 € menos, por el
mismo dinero habria podido comprar una parcela 200 m? mayor. ¢ Cual es la superficie de la parcela que
ha comprado? ¢,Cuanto cuesta el m?? (Sol: 600 m%; 8 €)

Resolver la ecuacién 3/x-2 =x (Sol: x=2)

El area de un triangulo rectangulo es 30 m? y la hipotenusa mide 13 m. ¢, Cudles son las longitudes de los
catetos? (Sol: 12my5m)

Resolver la ecuacion ¥/x =2+/x -1 (Ayuda: aplicar Tartaglia y Ruffini)  (Sol: x=1)

Calcular dos numeros naturales impares consecutivos cuyo producto sea 195 (Sol: 13y 15)
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

3,1
(Sol: x=1, y=2) by Y=5X75 (Sol: x=1; y=1)

e

1
Resolver: a) ¥
y

1
= Nk

1o
y
X

Si multiplicamos la tercera parte de cierto nUmero por sus tres quintas partes, obtenemos 405. ¢Cual es
ese nimero? (Sol: 45)

a) Inventar una ecuacién polinémica de grado 3 que tenga Unicamente por soluciones x=-2, x=1 y x=3
b) Inventar una ecuacion polinémica de grado 4 que tenga Unicamente como raices 1y 2
¢) Un polinomio de grado 3, ¢ cuantas raices puede tener como minimo? Razonar la respuesta. (Sol: 1 raiz)
Varios amigos alquilan un local por 800 €. Si hubieran sido tres mas, habria pagado cada uno 60 €
menos. ¢, Cuantos amigos son?  (Sol: 5 amigos)
Determinar el polinomio de grado 3 que verifica: P(-1)=P(2)=P(-3)=0 y P(-2)=18
Uno de los lados de un rectangulo es doble que el otro y el area mide 50 m?. Calcular las dimensiones del
rectangulo. (Sol: 5 x 10 m)
Simplificar las siguientes fracciones algebraicas:
v
a) _1-y _ (Sol: y)
L +1
1-y
b) 1_1'] A—ij: Sol : 1
( x) -1 x+1 ( X
a’+b® _a+b)a+b_
c) |22 (Sol : -
- a-b) ab
dy X .X=y. ¥y _ ool - 2‘
XX-y*y  x-y (0 X_yz
Un campo rectangular de 4 ha de superficie t|ene un perimetro de 10 hm. Calcular, en metros, su longitud
y su anchura. (Recordar: 1 ha=100 a; 1 a=100 m ) (Sol: 100 m x 400 m)
2 2
Demostrar que: a)2-°_,27¢_2 b) (a+b)° (a-b) -ab
b d b-d b 4 4
Las diagonales de un rombo estan en la relacion de 2 a 3. El area es de 108 cm?. Calcular la longitud de
las diagonales y el lado del rombo.  (Sol: d=12 cm; D=18 cm; /10,81 cm)
Operar y simplificar:
2 x-1 x*tx+2
- = Sol :
X+x-4 X -2 (o Tx+2z 7
X
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

El diametro de la base de un cilindro es igual a su altura. El area total es 169,56 m?. Calcular sus
dimensiones. (Sol: d=h=6 m)

Transformar en potencias de exponente fraccionario la siguiente expresion, operar y simplificar:

V3¥343=

Despejar x y simplificar:

X2+(\/§J2:1 (Sol:x::r%)

5

Demostrar que son ciertas las siguientes igualdades:

a) 2y2-43 =42(/3-1) b) 2y2++3 =v2(/3+1)

Calcular la velocidad y el tiempo que ha invertido un ciclista en recorrer una etapa de 120 km sabiendo
que, si hubiera ido 10 km/h mas deprisa, habria tardado una hora menos. (Sol: v=30 km/h; t=4 h)

Resolver:

a) [x* -3x =4 (Sol: x1=-1, x,=4)
b) |2x - 3| =[x + 4| (Sol: x1=-1/3; x,=7)
En un terreno rectangular de lados 64 m y 80 m se quieren plantar 357 arboles formando una cuadricula

regular. ¢Cual sera el lado de esa cuadricula? (Ayuda: En el lado menor, por ejemplo, hay 64/x
cuadriculas, y un arbol mas que el nimero de cuadriculas) (Sol: x=4 m)

Operar, racionalizando previamente

1. 1 1 52
ﬁ+m-+m-_ (Sol.?)

Al aumentar en 1 c¢cm la arista de un cubo su volumen aumenta en 271 cm?®. ;Cuanto mide la arista?
(Ayuda: plantear una ecuacion de 3% grado) (Sol: 9 cm)
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80.

81.

82.

83.

84.

Dos tinajas tienen la misma cantidad de vino. Si se pasan 37 litros de una a otra, ésta contiene ahora el
triple que la primera ¢ Cuantos litros de vino habia en cada tinaja al principio?  (Sol: 74 1)

Un padre, preocupado por motivar a su hijo en Matematicas, se compromete a darle 1 € por problema
bien hecho, mientras que, si esta mal, el hijo le devolvera 0,5 €. Después de realizar 60 problemas, el hijo
gan6 30 €. ¢ Cuantos problemas resolvié correctamente? (Ayuda: Plantear un SS.EE. de 1% grado)

(Sol: 40 problemas)

Tres hermanos se reparten un premio de 350 €. Si el mayor recibe la mitad de lo que recibe el mediano; y
el mediano la mitad de lo que recibe el pequefio, ¢ cuanto dinero tendra cada hermano al final?

(Sol: 50 € el mayor, 100 € el mediano y 200 € el pequefio)

Un ganadero decide repartir una manada de 456 caballos entre sus hijos e hijas. Antes del reparto se
enfada con los dos Unicos varones, que se quedan sin caballos. Asi, cada hija recibe 19 cabezas més.
¢, Cuantas hijas tiene el ganadero?  (Sol. 6 hijas)

Una cuadrilla de vendimiadores tiene que vendimiar dos fincas, una de las cuales tiene doble superficie
que la otra. Durante medio dia trabajé todo el personal de la cuadrilla en la finca grande; después de la
comida, una mitad de la gente quedo en la finca grande y la otra mitad trabajé en la pequefia. Durante esa
tarde fueron terminadas las dos fincas, a excepcion de un reducido sector de la finca pequefia, cuya
vendimia ocupé el dia siguiente completo a un solo vendimiador. ¢ Con cuantos vendimiadores contaba la
cuadrilla? (Ayuda: Llamar x al n® de vendimiadores y s a la superficie que vendimia una persona en media
jornada, y plantear una ecuacién, jno un sistema!) (Sol. 8 vendimiadores)
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BINOMIO DE NEWTON

1. Calcular:
6 6 5 6 7 100 8 18 25 3 15 9 5 10 6 12
3 5 3 4 5 2 4 14 20 7 10 3 1 3 6 8
2. Demostrar: a) (nj - (nj -1 b) [n] =n
0 n 1
3. A la vista del ejercicio anterior, y sin efectuar ningin calculo, decir el valor de los siguientes coeficientes

O @@ o0

4. Calcular: a)(lfj y [?j b) (lSlj y [1;) c) (;j y (;j ¢Que conclusion podemos sacar?

5. Desarrollar: a)(x +2)" b) (x> +3)°® c)(2x®+5)° d)(2x*+5x)® e)(2x* +3y)°
6. Desarrollar: a) (x-3)°  b) (2x-4)° c) (x* -3x)*  d) (3x-2y)®

7. Desarrollar: a)(v2+1)° b) 2++/3)° ) (V2++3)° d)(+/5-2)" e) (2V/3-1° ) (3V2-2)°
0)@/3-v2)'  h) @/3-3V2f i) (@V2-243F ) (@2/5+3V2) k) (25-3V2)

) BVx-2x9° m) (\E’f%f n) (V2 +8)* 0) [\/E +%)4 D) [2_%j5

o (-4 ofs-%] 9(w-%] ofe-%|
8. Desarrollar:

oot 2] o] aled] o] ol alsed] g

9. Resolver la ecuacion ¥/x + 6 =x (Sol: x=2)

10. Calcular 11° por medio del binomio de Newton y comprobar el resultado.

(A+B)® = A® +3A%B +3AB? + B3

Puede ser util para el futuro memorizar que:
P a (A-B)® = A®-3A°B +3AB? -B?
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TRIGONOMETRIA

Repaso Trigonometria elemental:

1.

2.

Completar en el cuaderno la siguiente tabla:

Grados

105°

225°

320°

35°

Radianes

4179 rad

1715 rad

1rad

Uso de la calculadora_:

a) Hallar, con cuatro cifras decimales bien aproximados, el valor de las siguientes
trigonométricas:

sen 35°
sec 12°

cos 70°

cosec 23°

tg 53°
ctg 54°

sen 26° 37’
sen 235°

cos 78° 34’ 8”

cos 105°

tg 34° 12’ 43"

b) Dadas las siguientes razones trigonométricas, hallar el angulo agudo a del que proceden:
cos 0=0,74

sen a=0,25

¢) Dado cos 0=0,2, hallar, mediante calculadora, tg a

tg a=3

sec a=1,18

d) Dado sen a=0,56, hallar, mediante calculadora, cos a

e) Dada tg a=2, hallar, mediante calculadora, sen a

f) Dada cosec a=3, hallar, mediante calculadora, cos a

g) Dada sec a=1,5, hallar, mediante calculadora, tg a

h) Dada ctg a=3, hallar, mediante calculadora, cosec a

ctg a=1,5

razones

Resolver los siguientes triangulos , rectangulos en A, aplicando, siempre que sea posible relaciones
trigonométricas (jno el teorema de Pitagoras!); hallar también su area:

a) a=320 m, B=47°

b) a=42,5m, b=35,8 m

c) b=32,8 cm, B=22°
d) b=8 mm, c=6 mm
e) a=8 km, b=6 km

f) a=13m,c=5m

g) ¢c=42,7 dam, C=31°

h) ¢=124 dm, B=67° 21’

(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:

(Soluc:

C=43°, b/234,03 m; ¢/218,24 m; Spsc/25537,64 m°)
B/B7°23'22"; C/[B2°36'38"; ¢/22,90 m; Sapc/A09,99 m?)
C=68°; a/B7,56 cm; c/B1,18 cm; Saec/1331,40 cm?)
B/B3°7'48"; C/[B6°52'12"; a=10 mm; Sagc=24 mm?)
B/A8°35'; C/A1° 25"; ¢/5,30 km; Sasc/15,87 km?)
B/B7°22'48"; C/[22°37'12"; b=12 m; Sasc/BO0 m?)

B=59°; a/82,91 dam; b/71,06 dam; Sagc/1517,23 damz)
C/[22°39'; a/B21,99 dm; b/297,16 dm; Sasc/18423,9 dm?)

Una escalera de bomberos de 10 m de longitud se ha fijado en un punto de la calzada. Si se apoya sobre
una de las fachadas forma un angulo con el suelo de 45° y si se apoya sobre la otra forma un angulo de
30°. Hallar la anchura de la calle. ¢, Qué altura se alcanza sobre cada fachada?

(Soluc: anchura/15,73 m; altura 7,07 y 5 m respectivamente)
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Razones trigonométricas en cualquier cuadrante:

5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Expresar los siguientes angulos como suma de un ndmero entero de vueltas y un angulo positivo menor
de 360° o 2mtrad (hacer el dibujo en el caso de los cinco primeros):

a) 1100° b) 19173 rad c) 2970° d) -300° e) -1040° f) 10mtrad g) 43174 rad
h) 3500° i) 3213 rad j) -2620° k) 637175 rad [) 43176 rad m) 4980°

(Soluc: a) 20°; b) 90°; ¢) 60% d) 40°, ) O rad; f) 713 rad; g) 37#4 rad; h) 260°; i) 2713 rad; j)260°; k) 3775 rad; I) 7776 rad)

Sobre papel milimetrado , y para cada uno de los apartados que figuran a continuacion, trazar una
circunferencia de radio unidad (usar e indicar una escala conveniente), sefialar en ella los angulos en
cuestion (utilizar para ello un transportador de angulos) y trazar su seno y coseno, medir éstos
aproximadamente, y comparar el resultado obtenido con la calculadora:

a) 30°y 150°  b) 45°y225° ) 90°, 180°y 270°  d) 60°y 300°  €) 0°, 60°y 120°

Utilizando la calculadora, construir una tabla de valores apropiada para representar, sobre papel
milimetrado , las funciones sen x, cos x y tg x (Pueden verse dichas graficas en el anexo final del
cuaderno)

Sabiendo que cos a=-3/5 y 180°<a<270°, calcular las restantes razones trigonométricas.
(Soluc: sen a=-4/5, tg a=4/3)

Sabiendo que tg a=-3/4 y a O 4° cuadrante, calcular las restantes razones trigonométricas.
(Soluc: sen a=-3/5, cos a=4/5)

idem con sec a=2 y 0<a<rv2 (Soluc: sen a=4/3/2, cos a=1/2,tg a=/3)
idem con tg a=-3 y T¥2<0<T (Soluc: sen a=3,70/10, cos a=-+70/10)
idem con cos 0=0,2 y 3172<0<21 (Soluc: sen a=-26/5, tg a=-26)

idem con sen a=-0,3 y <a<377/2 (Soluc: cos a/#0,95, tg a/D,32)

idem con tg a=4/3 y <a<3772 (Soluc: sen a=-4/5, cos a=-3/5)

Calcular las restantes razones trigonométricas sabiendo que:
a) cos a=4/5 270°<a<360°
b) tg a=3/4 180°<a<270°
c) sen a=3/5 90°<a<180°

f) cos a=-1/3 a 0 2° cuad. k) sec a=-+/2 a 0 3% cuad.
g) cosec a=-2 180°<a<270° | |) cosec a=+/5 a O 2° cuad.

h) sec a=1 0°<a<90°
== [0} [0}
d) ctg a=-2 90°<a<180 i) tg a=3/4 0°<q<90°
_ er
e) sen a=1/4 a 0 1= cuad. ) tg 0=3/4 o O 3% cuad.

Determinar los valores de sen a y tg a sabiendo que tg a > 0 y cos a=-5/12

Encontrar el &ngulo a y las demés razones trigonométricas sabiendo que sen a=1/2 y cos a=-+/3 /2

Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas  sencillas:

a) senx:% b) cosx:—g C) tgx =1 d) senx:—g e) cosx:% f)thZ—\/g
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Reduccién al 1 ° cuadrante:
19. Hallar, sin calculadora :a) sen 570° b) cos 14520° c) sen (-120°) d) cos (-240°)
e) tg 2565° f) cos 15172 rad g) sen 55176 rad h) tg 79mtrad

(Soluc: a) -1/2; b) -1/2; ¢) -3 /2; d) -1/2; €) 1; f) 0; g) -1/2; h) 0)

20. idem: a) cos 225° b) cos(-60°) c) tg 120° d) sen (-1470°) e) tg 900°
f) sen 19176 rad g) cos llmrad
(Soluc: a) -+/2 /2; b)1/2; ¢) -3 ; d) -1/2; e) 0; f) -1/2; g) -1)

21. Expresar las siguientes razones en funcion de la de un angulo del 1% cuadrante:
a) sen 1485° b) cos 1560° ¢) sen 1000° (Soluc: sen 45°; -cos 60°; -sen 80°)

22. idem: a)sen 1300° b) cos (-690°) c) tg 170° d) sen (-1755° e) sen (-120°) f) ctg (-150°)
g) sen 2700° h) sec (-25°) i) cos (-30°  j) cosec 4420°

23. Expresar seno, coseno y tangente de 1755° en funcién de un angulo del 1% cuadrante. Comprobar el
resultado con la calculadora.

Razones trigonométricas de adicidén y sustraccion:

24. a) Hallar mediante las férmulas trigonométricas correspondientes (sin calculadora, y sin utilizar decimales)
el seno, coseno y tangente de 75°.

b) Utilizando los resultados anteriores, calcular, de la forma mas rapida posible, (sin calculadora y sin
utilizar decimales) el seno y la tangente de los siguientes angulos:

i) 1050 ii) 1650 iii) 150 iv) 1950 v) 1350

(Comprobar todos los resultados con la calculadora)

25. Sisen x=12/13 y sen y=4/5, siendo x e y 0 1* cuadrante, calcular:
a) sen (x+y) b) sen (x-y) C) cos (x+y) d) cos (x-y)

(Soluc: a) 56/65; b) 16/65; c) -33/65; d) 63/65)

26. Sitg a=3/4, hallar tg (a+30°) y tg (45°-a) (go/uc .48+ 253 P /
39

N

27. Hallar el seno y el coseno de 9° y 6° en funcién de cos 36°

Razones trigonométricas de  -a, 180-a, 180+q, etc:

28. Expresar Unicamente en funcion de las razones trigonométricas de a:
a) cos (37" + aj b) cos (a —971-[) c) tg(a+5m) d) sen (a - 57“) e) tg(360°-aq)
(Soluc: a) sen a; b) sen «; ¢) tg a; d) -cos a; e) -tg a)

29. Simplificar las siguientes expresiones: a) tg(a+180°)+tg(a-180°)+tg(a-270°)+tg(360°-a)
b) sen(a+5m+sen(a-m)+sen(a+2m)+sen(a+T)

(Soluc: a) tg a - ctg a; b) - 2 sen a)
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30. Calcular sen (51-x) sabiendo que cos x=0,5

31. Siendo tg x=2/3 calcular:  a) tg(g—xj b) tg(m-x) c) tg(m+x)

32. Sabiendo que tg a=3/2 calcular: a) cos(m+a) b) cos(2m-a) ) sen(%—aj d) sen(%+aj

(Soluc: @) -2/73/13; b) 2/13/13; ©) 2J13/13; d) 2/13/13)

Razones trigonométricas del &ngulo doble:

33. Calcular el seno y el coseno de 20° en funcién de sen 10°, y comprobar el resultado con la calculadora.

34. Hallar sen 2x, cos 2x y tg 2x, siendo x 0 1% cuadrante, en cada uno de los siguientes casos:
a) sen x=1/2 b) cos x=3/5 c¢) sen x=5/13

(Soluc: @) y3/2; 1/2; 3 b) 24/25; -7/25; -24/7 c) 120/169; 119/169; 120/119)

3
35. Dado a 0 3% cuadrante tal que tga = ? hallar las razones trigonométricas del angulo 2a.

(Soluc: sen 2a:\/§/2; cos 2a=1/2)

35b Obtener graficamente, utilizando la circunferencia trigonométrica, el angulo a del ejercicio anterior.
(Soluc: a=210°)

36. Expresar sen 3a y cos 3a en funcién de sen a y cos a respectivamente

(Soluc: sen 3a=3sen a-4sen’a; cos 3a=4cos’a-3cos a)

37. Sicos a=1/5y a O 1% cuadrante, calcular las razones trigonométricas del angulo 90°-2a

(Soluc: -23/25; 46/25)

38. Sictg a=4/3, hallar cos 2a  (Soluc: 7/25)

39. Sabiendo que tg2a= V3 , hallar sen a y cOos a, sabiendo que a<90°. ¢ De qué angulo a se trata?

(Soluc: sen a=1/2; cosa=./3/2; a=30°)

Razones trigopnométricas del &ngulo mitad:

40. Calcular tg 178 (Soluc:/2 -1)

E]

41. Dado a [ 4° cuadrante tal que sec a=2, hallar cos a/2 (So/uc cos 8 =_N2 Y,
2 2

41b Obtener graficamente, utilizando la circunferencia trigpnométrica, el angulo o del ejercicio anterior.
Comprobar, a continuacién, mediante férmulas trigonométricas (sin calculadora) el resultado anterior.

(Soluc: a=300°)
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42. Sea un angulo a situado en el 2° cuadrante tal que tg a=-3/4. Hallar las razones trigonométricas del

angulo a/2. (So/uc csenZ = 310 ;cos 2 = J10
2 10 2 10

42b Comprobar con la calculadora el resultado del ejercicio anterior. (Soluc: a/143° 7' 48")

43. Dado a 0 3% cuadrante tal que sen a=-1/2, hallar las razones de a/2. ¢De qué angulo a se trata?

= 7“2;\/51- coSs g = _7“22_\/51 a=210°

(So/uc :sen J

N

44. Volver a hacer el gjercicio 38, pero aplicando las férmulas del angulo mitad (Ayuda: para ello, plantear el
cambio de variable a=a/2).

45, Dado a [0 4° cuadrante contga = -3, hallar las razones de a/2

(Soluc:sengzl;cosgz—ﬁ;tggz——s)
2 2 2 2 2 3

45b Obtener graficamente, utilizando la circunferencia trigonométrica, el angulo a del ejercicio anterior.
Comprobar, a continuacién, mediante férmulas trigonométricas (sin calculadora) los resultados anteriores.
(Soluc: a=300°)

46. Dado o O 3% cuadrante tal que cos a=-1/2, hallar, utilizando la formula correspondiente (resultados
simplificados y racionalizados; no vale utilizar decimales), y por este orden :

a) sen 20, (Soluc: v3/2)

b) cos a/2 (Soluc: -1/2)

c) sen (0-30°)  (Soluc: -1/2)

d) tg (0+60°) (Soluc: -v3)

e) Razonar mediante la circunferencia goniométrica (no vale con calculadora) de qué o se trata.
(Soluc: 240°)

47. idem, dado o O 4° cuadrante tal que tgo =—+/3

a) cos (a+30°) (Soluc: v3/2)
b) tg (a-45°) (Soluc: 2++3)
c) sen (a+1650°) (Soluc: 1/2)
d) sen a/2 (Soluc: 1/2)
e) cos 2a (Soluc: -1/2)

f) Razonar (sin calculadora) de qué o se trata.  (Soluc: 300°)

48. idem con a O 3% cuadrante tal que seca =-3

a) sen (a -60°) (Soluc: (v8-2v2)/6)
b) tg (a+45°) (Soluc: -(9+4v2)17)
c) cos (a-2640°  (Soluc: (1-2v6)/6)
d) cos a/2 (Soluc: -v8)/3)

e) sen 2a (Soluc: 4v2/9)

f) Razonar, mediante calculadora y circunferencia trigopnométrica, de qué o se trata. (Soluc: /7250° 31' 44")
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Transformacion de sumas en productos:

49. Transformar en producto y calcular (comprobar con la calculadora):

a) sen 75° - sen 15° b) cos 75° + cos 15° c) cos 75° - cos 15°

(Soluc: a)V2 b) N6 ¢ _E)
2 2 2

Identidades trigonométricas:

50. Simplificar:

a) Sen4a+sen2a _ (Soluc:tg3a) | €) 2tgasend +sena= (Soluc: tg a)
cos 4a +cos 2a 2

b) _sen2a _ (Soluc: 2 ctga) cos(a+b)+cos(a-b) (Soluc: ctg a)
1-cos?a sen(a+b)+sen(a-b)

0) 2 cos (45°+a) cos (45°-q) _ (Soluc: 1)

cos 2a
d) 2tgxcos? % -senx= (Soluc: tg x)

51. Demostrar las siguientes identidades:

a) 12— cos 2a - 2tga e) 2sena —sen 2a _ 1-cosa — tg? a
sen® a +cos 2a 2sena +sen2a 1l+cosa 2
- = + —
b) sen 20 cos o - sen a cos 20 = sen o f) sen? 02[3 _sen? 02[3 = senasenp
C) cos a cos (a-B) + sen a sen (a-B)=cos B
d) sena+cosa :@cos(%—a)
Ecuaciones trigonométricas:
52. Resolver las siguientes ecuaciones trigopnométricas elementales:

3
a) senx =—— |) sec X = —ﬁ

2 3
b) COSX:—Q J) th:\/g

2 1 /
k) cosecx=— Sol: I soluc
C) ctgx= 3 ) 2 ( )
2 2,
d) senx:% ) sen“x+cosx=1
V3

4 m) cos3x =—— (Sol: x=10°+k120°; x=110°+k-120°)
€) cosx= = 2
f) senx=0 (Sol: x=k-180°) | n) sen(x +%j = %
g) cosx=-1 (Sol: x=(2k+1)-180°)
h) cosec x=-2

53. Resolver las siguientes ecuaciones trigopnométricas:

a) senx+cosx=+2  (Sol: x=450+k-360°) b) sen x —2cos 2x = -
2

(Sol: 30°, 150°, /7311°24'35" y [7228°35'25")
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C) senxcosx=-L (Sol: x=450+k.-180°) q) 4sen’x cos’x+2c0s°X-2=0 (Sol: x=k-180°; x=45°+k-90°)
2

r) 4sen’x+senx cosx-3cos’x=0

d) sen 2x=cos x (Sol: x=36952'11,6"+k-180°; x=135°+k-180°)
(Sol: x=30°+k-360°; x=150°+k-360°; x=90°+k-180°)
S) cos? % +COSX = % (Sol: x=90°+k-180°)

e) V3 senx+cosx =1 (Sol: x=k-360° x=120°+k-360°)

f) 2cos’x-sen’x+1=0 (Sol: x=90°+k-180°) ) g2 X +1=cosx  (Sok x=k-360°)
g) sen’x-senx=0 (Sol: x=k-180°; x=90°+k-360°)
h) 2cos?x -3 cosx =0 u) 259n2%+COSZX=O
(Sol: x=909+k-180°; x=30°+k-360°; x=330°+k-360°) (Sol: x=90°+k 180°: x=60°+k-360°: x=300°+k-360°)
) sen®x-cos’x=1  (Sol: x=90°+k-180°) V) Ccos2x+3senx=2
j) cos’x-sen’x=0  (Sol: x=45°+k-90°) W) tg2x tgx=1
k) 2c0sx+senx=1 X) COSX C0S2X+2c0s*X=0

(Sol: x=900+k-360°; x=210°+k-360°; x=330°+k-360°)
y) 2sen x=tg 2x

) 3tg?x -3 tgx =0

z) V3 senX+ =
Sol: x=k-180°; x=30°+k-360°; x=2100+k-360° 3 sen—_-+cosx =1
2

M) sen (1 + x) -v2 senx=0 (Sol:x=45°+k-180°) o) sen2x cosx=6sen’x
4
B) ¢ (l—xjﬂ x=1
n) :sen(l—xjwos(l—xj:i 92 9
6 3 2
(Sol: x=60°+k-360°; x=300°+k-360°) y) senx-+v3 cosx=2 (Sol: x=150°+k-360°)

0) sen2x-2cos’x=0 (Sol: x=90°+k-180°; x=45°+k-180°)

p) cos2x-3senx+1=0 (Sol: x=30°+k-360°; x=150°+k-360°)

54. Resolver las siguientes ecuaciones, transformando las sumas y diferencias en productos:

a) sen3x-senx=cos2x c) sen3x+senx _

b) Ssenbx+sen3x _ COS 3X —CO0S X

COS X +cos 3x d) sen3x-cos3x=senx-cosx

Resolucion de triangulos oblicuanqulos:

55. Resolver los siguientes triangulos y hallar su area (con * se indica el caso dudoso):

a) a=6 m, B=45°, C=105° (Soluc: A=30°, b/8,49 m, ¢/11,59 m, S/24,60 m2)

b) a=10 dam, b=7 dam, C=30° (Soluc: ¢/5,27 dam, B/A1° 38', A/108° 22"

c) b=35,42 dm, A=49° 38', B=70° 21' (Soluc: C/B0° 1', a/28,66 dm, c/B2,58 dm, S/439,94 dm?)

d) a=13m, b=14 m, c=15m (Soluc: A/B3° 7' 48", B/B9° 29' 23", C/B7° 22' 48", 5[84m2)
* e) a=42, b=32, B=40° 32' (Soluc: A1/B8° 32", C1/B0°56', c1/48,62

Ax/[121° 27", C,/18°, C2[15,22)

f) a=15, b=22, c=17 (Soluc: A42°54', B/B6° 38", C/H0° 28)

g) a=10 mm, b=7 mm, C=60° (Soluc: 8,89 mm, ALT7°, B/A3°, S[BO,Slmmz)

h) a=10, b=9, c=7 (Soluc: ALT6° 13", B/BOP 57, C/A2° 50)
* i) a=60 cm, b=40 cm, A=42° (Soluc: B/26° 30", ¢/B3,43 cm, C/111° 30", S/116,5 cm?)
* i) a=40cm, b=60 cm, A=72° (Soluc: [ soluc)
* k) a=50, b=60, A=42° (Soluc: B1/5b3° 24", C,1/B4° 36', c1/74,39

B2/126° 36', C2/11° 24', c2/B0,39)

25



56.

57.

58.

59.

60.

*61.

[) A=30°, B=45° b=+2m (Soluc: C=105°, a/L m, ¢/1,93 m, S/D,68 m?)
m) b=3 hm, c=2 hm, A=60° (Soluc: a=~/7 hm, BLT9°, C/AQ° 54', S=3+/3 /2 hm?)
n) A=30° b=./3,c=1

0) a=4, b=5, B=30°

p) a=1792, b=4231, c=3164

g) a=12 hm, b=57 hm, A=150° (Soluc: [ soluc)

rN a=72, b=57, C=75° 47

s) ¢=3,78, A=105°, B=38° 47"

t) a=40, b=60, A=12°

u) a=60, b=40, A=82°

v) a=8 m, B=30°, C=105°

w) A=60°, B=75°, c=42m

x) a=4 km, B=45°, C=60°

y) a=4 mm, b=3 mm, ¢c=6 mm

z) a=1cm, c=2 cm, B=60°

a) a=5 dam, b=3 dam, c=4 dam

B) b=10 dm, c=9 dm, C=45°

Resolver el triAngulo ABC sabiendo que su perimetro es 24 cm, es rectangulo en Ay sen B=3/5
(Soluc: a=10 cm, b=6 cm, c=8 cm)

Calcular el area de un triangulo de datos a=8 m, B=30°, C=45°

En un paralelogramo ABCD el lado AB mide 6 cm, el AD 8 cm, y el &ngulo A=30°. Hallar sus diagonales.

Hallar los lados de un triangulo sabiendo que su area mide 18 cm?®y dos de sus angulos A=30° y B=45°
(Soluc: a/5,13 cm, b/7,26 cm, ¢/9,92 cm)

TEORIA: Demostrar, utilizando el teorema del coseno, que el triangulo de lados 9, 12 y 15 es rectangulo.

Uno de los lados de un triangulo es doble que el otro, y el &ngulo comprendido vale 60°. Hallar los otros
dos angulos. (Soluc: 30°y 60°)

Problemas de planteamiento

62.

63.

Un grupo decide escalar una montafia de la que desconocen la altura. A la salida del pueblo han medido
el angulo de elevacién, que resulta ser 30°. A continuacién han avanzado 100 m hacia la base de la
montafia y han vuelto a medir el angulo de elevacion, siendo ahora 45°. Calcular la altura de la montafia.

(Soluc: /136,60 m)

Rosa y Juan se encuentran a ambos lados de la orilla de un rio, en los puntos A y B respectivamente.
Rosa se aleja hasta un punto C distante 100 m del punto A desde la que dirige visuales a los puntos Ay B
gue forman un angulo de 20° y desde A ve los puntos C y B bajo un angulo de 120°. ¢ Cual es la anchura
del rio?  (Soluc: /83,21 m)
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64. Tres pueblos A, B y C estan unidos por carreteras rectas y llanas. La distancia AB es de 6 km, la BC es 9
km y el &ngulo que forman AB y BC es de 120°. ;Cuanto distan Ay C? (Soluc: /13 km 77 m)

65.

67.

68.

Se ha colocado un cable sobre un mastil que lo sujeta, como
muestra la figura. ¢ Cuanto miden el cable y el mastil?

(Sol: cable=25 m; mastil /7,32 m)

80m

37°

4— 60m —»

45° 30°

66. Un globo
aerostatico  esta
sujeto al suelo
mediante dos cables de acero, en dos puntos que distan 60 m.
El cable mas corto mide 80 m y el angulo que forma el otro
cable con el suelo es de 37°. Hallar la altura del globo y la
longitud del cable mas extenso. (Sol: /71,80 m y 119,31 m,
respectivamente)

<4+—— 20m

v

Anchura:

pl'raail"ldl‘J'J metros 7 minimo 45 mistios Fl
= 1 1 *

Se lanza una falta desde un punto situado a 25 m y 28
m de ambos postes de una porteria reglamentaria de
fatbol, es decir, 7,32 m de longitud ¢Bajo qué angulo

|

— |

se vera la porteria desde dicho punto? (Hacer un
dibujo previo que explique la situacién). ¢A qué
distancia se encuentra del centro de la porteria?

(Sol: [714° 29' 54™)

Si el punto estuviera a 26 y 27 m, ¢tendria mas angulo
de tiro? La distancia, ¢ seria menor?

Desde la puerta de una casa, A, se ve el cine B, que
esta a 120 m, y el quiosco C, que esta a 85 m, bajo un

O

,_‘,,.-m-.?‘.i.\lsm

1im

!
’__I5-5”|+ " 1 madra i radio

angulo BAC =40° ¢Qué distancia hay entre el cine y el ST
quiosco? (Hacer un dibujo previo que explique la

situacion).

(Sol: 77,44 m)
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VECTORES

1. a) Representar en el mismo plano los vectores:

b) Escribir las coordenadas de los vectores fijos de la figura adjunta:
a=@31) b=(-15) c=(2,-4) d=(-3-1) i=(1,00 j=(01) e=(3,0) f=(0,-5)

2. a) Dibujar dos vectores de origen comun, igual médulo, y que formen un angulo de 135°. Expresarlos
analiticamente.

b) Dibujar dos vectores que tengan el origen comun y los sentidos opuestos. Expresarlos analiticamente.
¢,Qué angulo forman dichos vectores?

3. Dado el paralelogramo de la figura:

a) Indicar, analitica y graficamente, un vector equipolente con OA idem con AD

b) Indicar, analitica y graficamente, un vector opuesto a OA; idem con AD

Operaciones con vectores:

4. Dados los vectores libres a y b de la figura, calcular grafica —cada apartado en ejes distintos— y

analiticamente (en funcién de la base ortonormal de V?):

a) a+b :
b) a-b p z

\D'L
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c) 3a
d 3a+2b
e) 2a-3b

a) Determinar, analiticamente, si los puntos A(3,1), B(5,2) y C(1,0) estan alineados.
b) idem para A(1,1), B(3,4) y C(4,6) (Nota: un dibujo puede ser (til)
c) Hallar k para que los puntos A(1,7), B(-3,4) y C(k,5) estén alineados. (Soluc: Si; NO; k=-5/3)

Considerar el segmento de extremos A(-2,1) y B(5,4). Hallar:
a) El punto medio M [Sol: M(3/2,5/2)]
b) Los dos puntos P y Q que lo dividen en tres partes iguales. [Soluc: P(1/3,2) y Q(8/3,3)]

Hallar las coordenadas del punto P que divide al segmento de extremos A(3,4) y B(0,-2) en dos partes

tales que BP=2PA  [Soluc: P(2,2)]

a) De los vectores a y b conocemos |§| =2, |6| = 5y el angulo que forman, a=60°. Hallar ‘gH 5‘ y

|é _ 5| (Soluc: V39 y+19 , respectivamente )

L

b) De los vectores a y b conocemos |3 + 5‘ = 5.]p| = +/19 y ab =30°. Hallar |5

(Soluc: 9- g)

Dos fuerzas lflylf2 de intensidades 20 N y 30 N actuan sobre el mismo cuerpo y forman entre ellas un
angulo de 60°. Hacer un dibujo. ¢ Cuantos N tiene la resultante R? (Soluc: 43,6 N)

Combinacion lineal de vectores:

10. Dados los vectores u =34 vy v = (-2,3pe pide:

a) Razonar que pueden ser base de 1%
b) Obtener analiticamente las coordenadas de w =(-12,1)en la base anterior.

c) Explicar graficamente la situacion.

11. Expresar los vectores a y b de la figura como combinacion linealde x e y :

X
//7 f:_’
b
/
i~ y Soluc: a = x->y
oluc: a = x-—vy:
Y / y
/ p_l2> 13
5 10
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12. Expresar a= (9,5)y b = (=5,7) como combinacion lineal de X = 13)e §/= (3,-2) analitica y

graficamente. (Soluc a= 3x+2y, b= x- Zy)

13. Dados los vectores libres de la figura:

7 Razonar que{é, b } constituye una base de V°.
Obtener ¢ como combinacion lineal de a y b
n / \\ . . ., .
u’( = a) Comprobar graficamente la combinacion lineal
—h anterior.
b R 5 g -
N ) (Soluc:c=2a—lbj
- 2
a c)

14. Definir base de V?, combinacién lineal y coordenadas de un vector referidas a una base. Explicar estos

conceptos mediante la base formada por {J =(21); v :(_13)} .y el vector v = (4,9) analitica y graficamente.

(Soluc: 1;= 3;+2;)

a) ¢Los vectores x e y de la figura pueden ser base de V22
Razonar la respuesta.

b) Expresar u como combinacién lineal de x e y
(Sol u= 3x—2y)

¢) Comprobar gréficamente lo anterior.

Modulo de un vector:

16. a) Calcular el médulo de los siguientes vectores, y dibujarlos (los siete primeros en los mismos ejes):

; =(4,3), g =(3,-4), g =(1,1), a =(5,5), ; =(-4,-3), ? =(6,0), J =0,-3) y Vv —[\/; i}

- 1 A e p
b) Calcular el valor de m para que el vector u= E,m sea unitario. Razonar graficamente por qué se

obtienen dos soluciones. (Soluc: m = +—)
. - NAY
¢) Idem para v = [:mj (Soluc ms=+—— ‘F
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17. a) Dado u= (4,-7), hallar los dos vectores unitarios que tienen la direccién de u. Razonar graficamente la
situacion.

b) idem para u = (v/2,-+2)

18. a) Para cada uno de los siguientes vectores, obtener uno unitario y con la misma direccion:

a=(3-4) b=(1,1) c=(12,5) d=(6-3)
b) Hallar el vector v de médulo 5 que sea paralelo al a= (36,-27)
19. Dibujar los siguientes pares de puntos y hallar su distancia:

a)P(1,2) yQ(5,-1)  b)P(6,3)yQ(-2-3)  ¢) P(2,1) y Q(2,5) d) A(-1,3) y B(5,3)
e) A(5,3) y el origen f) P(1,5) y Q(5,2) (Soluc: @) 5; b) 10; c¢) 4; d) 6; €) V34 ; f)5)

Producto escalar. Angulo de dos vectores:

20. a) Dados u =(5,0)y v =(2,2) se pide: i) Dibujarlos ii) Calcular su producto escalar de dos formas posibles,
y comprobar que coincide el resultado.

b) idem con u=(1,1) y v=(-2,0)

c) idem con u=(2,1) y v=(-2,4)

21. Dados a = (-3,1), b =(2,3), ¢ = (1,0) y d = (552glcular:

Lo 2 -

a)alb g) a 1) b[d@j

b) bla - Ll

)_ ) h) Z(dﬁbj m) alc-ald dedosformas
c)dia 2

& b i) alc n) [a+b} dedos formas

e) b D[‘% ) dedosformas o)[é+ 5)(5—5) de dos formas
f)cld K) [bl]ija & Ejercicio libro: 20 pag. 183

(Sol: a) -3; b)-3; ¢) -17; d) 2; e) 4; f)5; g) 10; h) 10; i) -3; j) -13; k) (-12,4); 1) (-34, -51); m) 14; n) 17; o) -3)

22. Indicar, razonadamente, si el resultado de las siguientes operaciones es un escalar o un vector:

a) [éﬁj [Eaj b) é{fﬁé—&j c) 5( B&ja (Soluc: escalar, en los tres casos)

23. Un triangulo ABC es tal que |AB| = 5, [BC|=7 y B =120° . Calcular BABC y su superficie.

(So/uc : —ﬁ; Muzj

4
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24,

25.

26.

27.

28.

* 29.

30.

31.

32.

33.

Sea un tridngulo equilatero ABC de lado 6. Hallar:

a)ABIAC b)CACB Cc)BAICB d)ABICB €)ACIBA f) AACAC

(Aviso: Para considerar el producto escalar graficamente, previamente los dos vectores han de tener
origen comun, para lo cual en ciertos casos habra que trasladar uno de ellos).

(Soluc: a) 18; b) 18; c) -18; d) 18; e) -18; f) 0)

D
L L C
En el paralelogramo de la figura, hallar ABOAD y ABCAC 2
(Soluc: 5v8; 16,34) 150°
A 5 B
Hallar x de modo que el producto escalar de los vectores a= 38,5y b= (x,2) seaiguala 8  (Soluc: x=6)

Hallar las componentes de un vector U cuyo médulo es 2V17 y que es ortogonal al vector v =(4,1).

Hacer un dibujo explicativo de la situacion. (' soluc:u: =(2,-8) y u: =(-2,8))

Hallar las componentes de un vector cuyo producto escalar por si mismo es 20 y cuyo producto escalar
por el vector (3,2) es 2. (Soluc: (38/13,-44/13) y (-2,4))

Resolver el problema 8 analiticamente, y comprobar que se obtiene el mismo resultado.

Calcular el angulo formado por los siguientes pares de vectores, y dibujarlos:

a)u=@21)yv =13 (Soluc: 459 | €) u =(-5,12)y v =(8,-6) (Sol: (71490 29)
b)u=(3,1) yv =(1.3) Soluc:309 | ) u=@1)yv =(9,3) (Soluc: 1359)

Q) u=(326)yv =(3/2,V6) (Soluc:1209 | 9) u=(43)yv =(L7) (Soluc: 45°)

d) u=@1yv=(28) (Soluc: 90%) | B Ejercicio libro: 24 pag. 183

— —

Dados los vectores u =(3,-4) y v =(5,6), calcular:

a) El angulo que forman. (Soluc: /7103°19’)
b) Un vector en la direccion y sentido de U que sea unitario. (Soluc: (3/5,-4/5))
¢) Un vector en la direccién y sentido de u de médulo 15. (Soluc: (9,-12))

d)¢Sonu y v ortogonales? En caso contrario, buscar un vector cualquiera ortogonal a u

¢ Qué angulo forman los vectores unitarios a y b en los siguientes casos?:
- o o VY
a) alb =1 ) ap =2 ) atb=-1 D atp="2.

(Soluc: a) 0°; b) 30°; c) 120°; d) 45°)

Comprobar que los vectores u =(8,15) y v =(30,-16) constituyen una base ortogonal. Comprobar que

los vectores u /| uly v/| v | forman una base ortonormal.
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Problemas con parametros:

NOTA: En los ejercicios 34 a 46 se recomienda hacer un dibujo previo de la situacion

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

Calcular x ey ena =(-x,4), b =(-1,5) y c =(3,y) , si se sabe que an ByE 0b . Comprobar el resultado
graficamente. (Soluc: x=-20; y=3/5)

Obtener tres vectores cualesquiera perpendiculares a (-1,-3), siendo al menos uno de ellos unitario.
Explicar graficamente el resultado.

=

Hallar el valor de m para queaze,mj y U:[ > 1|sean ortogonales. Interpretar el resultado graficamente.
(Soluc: -v2/4)
Dados x =(2,-3) e y =(a,4)calcular a para que: a) ;//;/ b) ;D;/ (Sol: a) a=-8/3; b) a=6)

—

Hallar un vector v que tenga modulo 3 y que forme un angulo de 90° con a= (3,4) (Aviso: puede haber
dos soluciones) (Soluc: Vi = (12 /5,-9/ 5) y Vo = —\71)

Dados u =(3,1), v =(@,-1/2) y w = (-3,2), se pide:
a) Hallar a para que v sea unitario. Comprobar graficamente el resultado. (Sol: a = iﬁ/z)

b) Hallar a paraque u y v sean //. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Sol: a=-3/2)

[ =

c) Hallar a para que v y w sean [. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Sol: a=-1/3)
d) Hallar un vector Ca u y unitario. (Sol : ( 1/410,3/ @) osu opuesto)
e) Hallar el angulo que forman u y w  (Sol: [7127° 52’ 30”)

L
a) Calcular las componentes de un vectoru de médulo 2 y tal que i =30° (Aviso: puede haber dos
soluciones) (Soluc u=(v3,1)y ux = (@,—1))

L
b) idem con |u/=3v2 y i0i=45° (Soluc ‘u=(33)y u =(3,—3)]

Calcular a con la condicion de que a =(a,1) forme 60° con \7 =(1,1) (Aviso: puede haber dos soluciones,
por lo que se recomienda hacer un dibujo) (Soluc V3 - 2)

Hallar el valor de x para que el vector (x,1) forme 45° con el vector (1,2) (Aviso: puede haber dos
soluciones) (Soluc: x1=3 y x,=-1/3)

Dados los vectores u =(2,-1) y v =(a,3), calcular a de modo que:

a) Jy\7 sean ortogonales (Soluc: a=3/2)

- = 24 +15V3
b) uyv formen 60° (Soluc ra= Tj
C) Jy\7 tengan la misma direccion (Soluc: a=-6)

Dados los vectores a =(1,-1) vy b =(2,m), hallar m de forma que:

a) ayB sean ortogonales. (Soluc: m=2)

b) ayB tengan la misma direccion. (Soluc: m=-2)

C) b sea unitario. (Soluc: 7 soluc.)
d) ayB formen 45° (Soluc: m=0)
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45. Dados ; =3,4) vy E =(5,x), hallar x para que:

a) ambos vectores sean perpendiculares (Soluc: x=15/4)
b) ambos vectores formen 30° (Soluc: x1/7-2,1; x2[7-41,50)
¢) tengan la misma direccién (Soluc: x=-20/3)

46. Dados u =(2,1)y v =(a, - 3), se pide:
a) Hallar a para que sean //. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Soluc: a=-6)
b) Hallar a para que sean [. Justificar graficamente la solucién obtenida. (Soluc: a=3/2)

c) Hallar a para que formen 45°. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Soluc: a=9)
d) Hallar un vector Ja U de modulo5  (Soluc: (_ \/5,2\/5) 0 su opuesto)

47. Dados l]=(3,—4) y \7:(a,2), se pide:
a) Hallar a tal que G-\;:4 (Soluc: a=4)
b) ¢ Qué angulo formaran u y v en el caso anterior? (Soluc: [779° 41' 43")
c) Hallar a tal que ullv. Explicar graficamente la situacion. (Soluc: a=-3/2)

d) Hallar un vector L a u y de modulo 10. Explicar graficamente la situacion. (Soluc: (8,6), o su opuesto)

Area de un triangulo:

48. Hallar los angulos del triangulo de vértices A(-2,2), B(5,3) y C(2,15). Hallar también su area.
(Soluc: A/B4° 46'; B/B4° 6'; C/B1°8'; Spec=43,5 u2)

49. Dado el triangulo de vértices A(1,1), B(5,4) y C(-5,9), se pide:

a) Dibujarlo.
b) Demostrar que es rectangulo en A (SO'UC tAB-AC =0)
c) Hallar su éarea. (Soluc: Sasc=25 u?)

50. a) Dibujar el triangulo de vértices A(1,-2), B(3,-1) y C(2,1) y hallar su area. (Soluc: Sasc=2,5 u?)
b) idem con A(3,8), B(-11,3) y C(-8,-2)  (Soluc: Sagc=42,5 u?)
c) idem con A(4,-1), B(2,1) y C(0,2)  (Soluc: Sagc=1 u?)

51. TEORIA: a) Dado el vector E =(3,—-4) , hallar razonadamente otro vector con la misma direccion pero de
modulo 2. Hacer un dibujo explicativo.

b) Dados a=(-1,2), b=(2,-3) y 6:(%,4],hallar (étﬁajé
N2 V2 (N3 NE
> 2 |7 3 '3

c) ¢Son ortonormales a = [ ? ¢ Y ortogonales?

d) ¢Qué indica el signo del producto escalar? Indicar ejemplos.

e) Demostrar que el vector (5[&)5_(‘;@}]6 es perpendicular al vector ¢
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RECTAS

Forma parameétrica :

1. Dado el punto A(5,3) y el vector director ur =(1,-2)se pide:
a) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta r que determinan.
b) Obtener otros tres puntos cualesquiera de dicha recta.
¢) Comprobar analiticamente si los puntos P(2,-1) y Q(3,7) U r
d) Dibujar dicha recta y comprobar graficamente los apartados anteriores.

2. Dados los puntos A(1,3) y B(-1,6), se pide:
a) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta r que determinan.
b) Obtener otros tres puntos cualesquiera de dicha recta.
c) Comprobar analiticamente si los puntos P(7,-6) y Q(2,2) U r
d) Dibujar dicha recta y comprobar graficamente los apartados anteriores.

Forma continua vy general

3. Con los datos del ejercicio 1, se pide:
a) Hallar las ecuaciones continua y general o implicita de la recta r que determinan. (Soluc: 2x+y-13=0)
b) Comprobar en la ecuacion general que l]r =(-BA)
¢) A partir de la ecuacion general, obtener otros tres puntos cualesquiera de dicha recta.
d) Comprobar en ambas ecuaciones si los puntos P(2,1) y Q(3,7) L r

4. [dem con los datos del ejercicio 2 (Soluc: 3x+2y-9=0)

5. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ejes de coordenadas.

Forma punto-pendiente

6. Hallar la forma punto-pendiente de las dos rectas de los ejercicios 1y 2
a) Directamente, a partir de los datos.
b) A partir de su forma continua.

Forma explicita :

7. Hallar la forma explicita de las dos rectas de los ejercicios 1y 2
a) Directamente, a partir de los datos.
b) A partir de las formas anteriores.

(Soluc: y=-2x+13 e y=-3x/2+9/2)

Todas las formas :

8. a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3,5) y tiene la direccién del vector u =(2,-4)
en todas las formas posibles. Dibujarla. (Soluc: 2x+y-11=0)

b) idem para el punto A(3,1) y u =(4,-2) (Soluc: x+2y-5=0)
c) idem para A(3,1) y u= 0,2 (Soluc: x=3)
d) idem para A(3,-1) y u= (5,0) (Soluc: y=-1)
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9. Dada larecta de la figura, hallar su ecuacion:

a) Directamente, en forma continua.

b) En forma general, operando a partir de la anterior.
c) Directamente, en forma punto-pendiente.

d) Directamente, en forma explicita.

10. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3,2) y B(1,-4) en todas
las formas posibles. Dibujarla.  (Soluc: 3x-y-7=0)

11. Representar las siguientes rectas:

a) 2x+3y-7=0 b) x=3 ¢) y=2 d) X=3-A } e) X-1_y+3
y=-5+2A

12. Pasar a forma explicita las siguientes rectas y calcular sus pendientes:

- X=2+t
a) X-3 — y+5 b) 5X+3y+620 C) } (So|uc Y :—é—z;y :—Ex—z;y = -3X +1]_)
2 -1 y=5-3t 272 3

13. Determinar si el punto P(2,-1) pertenece a la recta 3x-2y+5=0. ¢ Y el punto (1,4)? (Soluc: NO; Si)

14. Dada la recta ax+5y+4=0, determinar a para que la recta pase por el punto (2,-2) (Soluc: a=3)

15. a) Determinar, analiticamente, si los puntos A(3,1), B(5,2) y C(1,0) estan alineados.
b) idem para A(1,1), B(3,4) y C(4,6) (Nota: un dibujo puede ser (til)
c) Hallar k para que los puntos A(1,7), B(-3,4) y C(k,5) estén alineados. (Soluc: SI; NO; k=-5/3)

16. Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(-2,1/3) y tiene igual pendiente que la recta que
1
pasa por P(2,1) y Q(3,4)  (Soluc :y - 3" 3(x +2))
17. Dada la recta que pasa por A(1,0) y B(3,4) se pide:
a) Hallar su forma paramétrica, continua, implicita, punto-pendiente y explicita. (Soluc: 2x-y-2=0)

b) ¢Cual es su pendiente? (Soluc: m=2)
c) ¢ El punto (2,2) pertenece a dicha recta? (Soluc: (2,2)7r)

18. idem para la recta que pasa por A(-2,1) y B(4,5). ¢El punto (1,3) es de dicha recta?

19. Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2,1) y forma un angulo de 120° con la parte
positiva del eje x. (Soluc y -1= -\/E(x -2) )

20. ¢Qué angulo forma la recta x+y+5=0 con OX'? (Soluc: 135°)
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21. Dada la recta 5x-3y+7=0, hallar la longitud de los segmentos que determina sobre los ejes. Hacer el
dibujo. (Soluc: 7/5 u sobre OX"; 7/3 u sobre OX")

22. Hallar el area limitada por la recta 5x+y-5=0, el eje de abscisas y el eje de ordenadas. Hacer el dibujo.
(Soluc: 5/2 u?)

23. Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,1) y forma 45° con el eje OX"
(Soluc: y=x-2)

24. a) ¢Qué angulo forma la recta 3x-2y+6=0 con el eje de abscisas? (Soluc: /756° 18’ 36”)
b) ¢Qué angulo forma la recta 2x-y+5=0 con el eje de ordenadas? (Soluc: /726° 33’ 54”)
c) Calcular n de modo que la recta 3x+ny-2=0 forme un angulo de 60° con OX" (Soluc: n=-3)

25. Resolver graficamente —es decir, hallar graficamente el posible punto de corte de cada pareja de rectas—
los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) 2x+3y=11 b) 2x+3y = 11} C) 2x+3y = ll} (Soluc: (1,3); @ soluc; 7 soluc)
3x-2y=-3 6x +9y =33 6x+9y =3

26. a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de corte de las rectas 2x+3y-4=0 y x-y=0 y por
A(2,1) (Soluc: x-6y+4=0)
b) idem para las rectas 3x+y-11=0 y x+2y-7=0 y el punto A(-1,2) (Soluc: y=2)

27. La recta y+2=m(x+3) pasa por el punto de interseccion de las rectas 2x+3y+5=0 y 5x-2y-16=0. Calcular
m (Soluc: m=-1/5)

Posicion relativa de 2 rectas

28. Dadas las rectas: r: 2x+3y-4=0 u: 4x+6y-8=0
S: X-2y+1=0 V. 2x-4y-6=0
t: 3x-2y-9=0 w: 2x+3y+9=0

¢, Cudles son coincidentes? ¢, Cudles son paralelas?  (Soluc: r=u; s/iv; rl/iw)

29. idem para las rectas r: y=5x-3 u: y=3x-2
S y=-X+2 V. y=2x+13
t y=2x-1 w: y=-x-3 (Soluc: t/iv; sliw)

Comprobar el resultado dibujandolas.

30. Comprobar, por dos métodos, si las siguientes rectas son paralelas, secantes o coincidentes; en este
ultimo supuesto, hallar el punto de corte:

a) 3x+2y-5=0 b) X+3y-4=0 0) X+y-3=0
3x+2y+7=0 X+2y-5=0 2x+2y-6=0

(Soluc: a) paralelas; b) secantes; c) coincidentes)

31. Determinar m y p para que las rectas mx+3y+5=0 y 2x+6y-p=0 sean coincidentes.
(Soluc: m=1; p=-10)
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32. a) Dadas las rectas 3x-4y+1=0 calcular m para que sean paralelas. ¢Pueden ser coincidentes?

mx+8y-14=0 (Soluc: m=-6)
b) idem para las rectas 4x-3y+1=0 (Soluc: m=-8)
mx+6y+4=0

33. Larecta 3x+ny-7=0 pasa por el punto A(2,3) y es paralela a la recta mx+2y=13. Calcular m y n
(Soluc: m=18; n=1/3)

34. Dada la recta r determinada por A(2,1) y l]:(a,4), y larecta s determinada por B(-1,4) y \7:(5,3)

a) Hallar a para que r y s sean paralelas (Soluc: a=20/3)
b) ¢Para qué valores de a son secantes? (Soluc: a=20/3)
¢) ¢Pueden ser coincidentes? (soluc: NO)

Recta // a una dada :

35. a) Calcular la ecuacion de la recta paralela a 3x+2y-4=0 que pasa por el punto A(2,3) (Soluc: 3x+2y-12=0)

b) idem para y=2x+3 (Soluc: y=2x-1)

36. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (2,3) y es: a) Paralela al eje x (Soluc: y=3)
(Hacer un dibujo explicativo previo en los cuatro b) Paralela al ejey (Soluc: x=2)
primeros apartados) c) Paralela a la bisectriz del 1% cuadrante.

(Soluc: y=x+1)
d) idem del 2° cuadrante. (Soluc: y=-x+5)
e) Paralela a 5x+2y=0 (Soluc: 5x+2y-16=0)

37. Hallar la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta determinada por A(1,1) y B(-3,6)
(soluc: y = -—x)
4

38. Dadas las rectas  r: x-2y+7=0
S: 2x+y+4=0

y el punto P(5,1), hallar las ecuaciones de los otros dos lados del paralelogramo formado porr, sy P.

(Soluc: x-2y-3=0 y 2x+y-11=0)

39. TEORIA: Responder, razonadamente, a las siguientes cuestiones:
a) ¢ Como son los vectores directores de dos rectas paralelas?
b) Si se sabe que el vector director de una recta es (2,5), ¢ podemos conocer su pendiente?
¢) Y si sabemos que la pendiente es 3, ¢podemos obtener un vector director?
d) ¢ Cuantos vectores directores puede tener una recta?
e) Si una recta tiene por vector director (4,2) y otra tiene el (-2,-1), ¢ pueden ser la misma?

f) Razonar que si una recta tiene la forma Ax+By+k=0, entonces cualquier recta [ a ella seria de la forma
Bx-Ay+k'=0

g) ¢ Por qué toda recta que pasa por el origen carece de término independiente en su forma general?
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Puntos vy rectas notables de un triangulo

Recta 0 a una dada :

40. En cada apartado, hallar la recta O a la dada, por el punto que se indica (hacer un dibujo aproximado

41.

42.

Mediatriz:
43.

44,

45,

46.

47.

explicativo):
a) x-2y+3=0; P(3,-1) (Soluc: 2x+y-5=0) f) y-3=2(x+1); 0(0,0) (Soluc: x+2y=0)
b) 3x+2y+1=0; P(1,-1)  (Soluc: 2x-3y-5=0) g) x+2y-17=0; P(3,7)
c) X~ 1+A }; P(1,3) (Soluc: x-3y+8=0)
y=2-3A
d) y-4=2(x-1); P(1,1) (Soluc: x+2y-3=0)
e) y=2x-5; P(-2,3) (Soluc: x+2y-4=0)

r. 4x-3y+5=0

En la figura, s//r y tOr. Hallar:
a) La ecuacion general de las rectas s, ty u
(Soluc: s: 4x-3y+7=0; t: 3x+4y+1=0; u: x+5y-14=0)
b) La ecuacion punto-pendiente de v (Soluc: y-1=v3(x-2))

Hallar el pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) a
la recta r: x-2y+4=0 (Soluc: P’(-4/5,8/5))

a) Hallar las coordenadas del punto medio del segmento
determinado por A(-2,1) y B(6,5). Dibujar la situacion.

(sol: M (2,3))

b) El punto M(5,-2) es el punto medio del segmento AB, y conocemos A(2,3). Hacer un dibujo explicativo y
hallar B. (Sol: B(8,-7))

c) Hallar el punto simétrico de P(1,-2) respecto del punto Q(3,0). Hacer un dibujo explicativo.  (Sol:
P(5.2))

Hallar la ecuacion de la recta 0 al segmento de extremos A(5,6) y B(1,8) en su punto medio. ¢Cémo se
llama dicha recta? Hacer un dibujo explicativo. (Soluc: 2x-y+1=0; mediatriz)

La recta 3x-2y-6=0 corta a los ejes en dos puntos A y B. Calcularlos y hallar la mediatriz de HB_
(Soluc: 4x+6y+5=0)

Dada la recta x+2y+1=0 hallar el punto simétrico de P(2,-3) respecto a dicha recta. [Soluc: P'(16/5,-3/5)]

Sabiendo que la recta 2x-y+1=0 es mediatriz de AB y A(2,-3), calcular B. ¢ Cémo podriamos comprobar
que el resultado es correcto? [Soluc: B(-22/5,1/5)]
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Bisectriz:

48.

Dado el tridngulo de vértices A(2,1), B(5,-3) y C(7,13), hallar razonadamente, mediante calculo vectorial,
la ecuacion dell_zfi bisecﬁiz correspondiente al vértice A. (Ayuda: Dado un punto genérico X(x,y)Obisectriz,
plantear que ABAX = ACAX)  (Soluc: x-8y+6=0)

NOTA: Cuando se aborde mas adelante el calculo de la distancia punto-recta, se vera otro método mucho mejor para hallar
la bisectriz.

Mediana, altura, etc:

49.

50.

51.

53.

Dado el triangulo de vértices A(1,1), B(5,3) y C(3,7) se pide:

a) Mediante la formula correspondiente, hallar las coordenadas del baricentro o centro de gravedad (Por
curiosidad, se recomienda obtener la ecuaciéon de dos medianas cualesquiera y comprobar que se
cortan en dicho punto)

b) Ecuaciones de dos alturas cualesquiera, y coordenadas del ortocentro.

¢) Ecuaciones de dos mediatrices cualesquiera, y coordenadas del circuncentro.

d) Calcular la ecuacion de la recta de Euler.

e) Comprobar que el ortocentro dista el doble del centro de gravedad que el circuncentro.

(Soluc: a) AB: x=3; BC: 4x-3y-1=0; G(3,11/3) b) AB: 2x+y-13=0; BC: x-2y+1=0; AC: x+3y-14=0; O(5,3)
c) AB: 2x+y-8=0; BC: x-2y+6=0; AC: x+3y-14=0; C(2,4) d) x+3y—14=0)

Dibujar en unos ejes cartesianos el triangulo de vértices A(2,0), B(0,1) y C(-3,-2), y hallar:

a) La ecuacién de la mediana correspondiente al lado AC. (Soluc: 4x-y+1=0)

b) La ecuacion de la altura correspondiente al lado AC. (Soluc: 5x+2y-2=0)

c) La ecuacion de las mediatrices correspondientes a AB y AC. (Soluc: 4x-2y-3=0; 10x+4y+9=0)

d) ¢Cdmo se llama el punto donde se cortan las anteriores? Obtenerlo (Sol: Circuncentro(-1/6,-11/6)

Dibujar el triangulo de vértices A(3,1), B(0,2) y C(1,-2), y hallar:

a) La ecuacion de la mediana correspondiente al lado AC (Soluc: 5x+4y-8=0)

b) Las ecuaciones de las alturas correspondientes a los lados AC y BC (Sol: 2x+3y-6=0; x-4y+1=0)
c) ¢Como se llama el punto donde se cortan las alturas? Obtenerlo. (Soluc: Ortocentro (21/11,8/11)
d) La ecuacion de la mediatriz correspondiente al lado AC (Soluc: 4x+6y-5=0)

. Los puntos B(-1,3) y C(3,-3) determinan el lado desigual de un triangulo is6sceles ABC. El punto A esta

en la recta x+2y-15=0. Calcular A

Hallar las ecuaciones de las medianas del triangulo de vértices A(1,6), B(-5,8) y C(-3,-4)
(Soluc: 4x-5y+26=0; 7x+4y+3=0; 11x-y+29=0)

54. Demostrar que en un triangulo equilatero el baricentro esta situado a una
distancia de la base que es siempre 1/3 de la altura (ver figura).

55. Los vértices de un triangulo son A(7,5), B(-8,3) y C(4,-5)
a) Hallar las medianas AB y AC y el baricentro.

b) idem para alturas y ortocentro.
c) idem para mediatrices y circuncentro.

d) Trazar sobre papel milimetrado las tres medianas, alturas y mediatrices, y las circunferencias
circunscrita e inscrita, y comprobar que el baricentro, ortocentro y circuncentro estan alineados (Utilizar
escala 1 u=1cm).
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Anqgulo de dos rectas

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Calcular el angulo que forman los siguientes pares de rectas:

a) 2x-3y+4=0 5x-2y-3=0 (Soluc: [734°31) | jy x-1_y -2x+3y-5=0 (Soluc: [722° 37"
b) 2x+3y-5=0 x-y+7=0 (Soluc: [778° 41') 2 3
c) x-2y+4=0  3x-y-1=0 (Soluc: 45°) k) X*2_¥=1 3x+4y=0 (Soluc: 90°)
3 4
d) y=2x-3 y=-2x+1 (Soluc: [753° 8"
[) 3x+4y-12=0 5x-12y+8=0 (Soluc: /759° 30"
e) y=3x-5 y=3x+2 (Soluc: 0°)
f) -x+2y+1=0  3x+y+5=0 (Soluc: [781°52) | m) x=3+1 x=-3+ 4)‘} (Soluc: [779° 42"
y=5-2t] y=-1+3A

g) X~1_y+2 x _y-3 (Soluc: [730° 31Y)

3 4 12 5 n) y=7x+54 3x-4y+128=0 (Soluc: 45°)
h) -x+2y+5=0 2x-3y+4=0 (Soluc: [77° 8"
i) 3x-4y+2=0  3x-4y+7=0 (Soluc: 0°)

Razonar, sin calculo previo, cuéles de los siguientes pares de rectas son perpendiculares:
a) 2x+3y-4=0 4x+6y-8=0

b) 2x+3y-4=0 6x-4y+5=0

c) 3x-2y+7=0 4x+6y-3=0

d) x+y-8=0 2x+3y+6=0 (Soluc: NO; Si; Si; NO)

¢ Es perpendicular la recta 2x+3y+4=0 con otra que tenga de pendiente 3/2? (Soluc: si)

Determinar el parametro m con la condicién de que las rectas 2x-4y+12=0 sean perpendiculares.
(Soluc: m=16) mx+8y-15=0

Determinar el valor de a para que las rectas ax+(a-1)y-2(a+2)=0 sean: a) Paralelas.
(Soluc: a=0 o0 a=1/3; a=-1/2) 3ax-(3a+1)y-(5a+4)=0 b) Perpendiculares.

Dadas las rectas r: x+2y-3=0 se pide:a) Hallar k para que sean // (Soluc: k=-2)
s: x-ky+4=0 b) Hallar k para que sean [0 (Soluc: k=1/2)

c) Hallar la ecuacién general de la recta O a r que pasa por el
origen. (Soluc: 2x-y=0)

Calcular los coeficientes m y n de las rectas mx-2y+5=0
nx+6y-8=0

sabiendo que son perpendiculares y que la primera pasa por el punto (1,4) (Soluc: m=3; n=4)

Dada la recta de ecuacién ax+by=1, determinar a y b sabiendo que la recta dada es perpendicular a la
recta 2x+4y=11y que pasa por el punto (1,3/2)  (Soluc: a=4; b=-2)

Hallar el valor de a para que las rectas X =2 ‘)‘} x=1+ 2)‘} formen 45°
y= 2A y=2+aA

(Aviso: puede haber dos soluciones) (Soluc: a;=6, a;=-2/3)

. Sean las rectasr: 3x+my+12=0

s: 2x+y+n=0
Determinar m y n sabiendo que forman un angulo de 60° y que la recta s pasa por el punto (3,-5)
(Advertencia: puede haber dos soluciones) (Sol: m;=24+15+/3 y n;=-1; m,=24-15+/3 y n,=-1)
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66. a) Determinar la ecuacién de la recta que pasando por A(5,-2) forme 45° con la que tiene por ecuacion
3x+7y-12=0 (Advertencia: puede haber dos soluciones) (Soluc: y+2= i(x -5)y+2= —i(x -5) )
5 2

b) ¢Cémo son las pendientes de las dos soluciones? ;Por qué?

67. Hallar la ecuacién de la recta que, pasando por P(2,-3), forma un angulo de 45° con la recta 3x-4y+7=0
1
(Advertencia: puede haber dos soluciones) (Soluc: y+3=-—X-2;y+3=7x-2) )
7

68. Hallar las ecuaciones de las dos rectas que pasan por el punto (-3,0) y forman con la recta de ecuacion
. 2 7
3x-5y+9=0 un angulo cuya tangente vale 1/3 (Soluc: y=—Xx+3);y=—(x+3) )
9 6

69. Dadas las rectas r: 2x+y-4=0 hallar a para que: a) Sean // (Soluc: a=-4)
s: ax-2y+5=0 b) Sean L Soluc: a=1)
¢) Formen 60° iSo/uc ca= %j
Distancia punto-recta:
70. a) Calcular la distancia del punto P(1,2) a la recta 3x-4y+1=0 (Soluc: 4/5)
by ™ " " P(2,-1) a la recta 3x+4y=0 (Soluc: 2/5)
c) ™ "™  delorigenalarecta x=1 +2)\} (Soluc:3/Vs5 )
y=-2-A
d ™ a la recta y=4 (Soluc: 4)
ey ™ " del punto P(1,-3) a la recta %_1 —y+5 (Soluc:4/\5)
fy n "™ P(2,4)alarecta y=-2x+3 (Soluc:y/5)
g ™ " " P(-1,7) a la recta y-3=2(x+3) (Soluc: 0)

& Ejercicios libro: 1 pag. 201; 39y 40 pag. 208

71. Hallar la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por los puntos A(-2,1) y B(3,-2)
(Soluc: 1/434)

72. Hallar la distancia del punto (-1,1) a la recta que corta a los ejes OX’' y OY* a las distancias 3 y 4 del origen.
(Soluc: 13/5)

73. Hallar la longitud del segmento que determina la recta x-2y+5=0 al cortar a los ejes de coordenadas.
(Soluc:5x/g/2)

74. Hallar la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasando por el punto A(0,2) tiene de
pendiente -1 (Soluc: /2)

75. Determinar ¢ para que la distancia de la recta x-3y+c=0 al punto (6,2) sea de+/10 unidades. (Aviso: puede
I haber dos soluciones). Hacer un dibujo explicativo de la situacion. (Soluc: c=#10)

76. Calcular el valor de a para que la distancia del punto P(1,2) a la recta ax+2y-2=0 sea igual a /2 (Aviso:
puede haber dos soluciones). Hacer un dibujo explicativo. (Soluc: a=2)
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77. Calcular las ecuaciones de las dos rectas que pasando por el punto A(1,-2) disten 2 unidades del punto

5
B(3,1). Se recomienda hacer un dibujo previo. (Soluc: y+2=—(x-1)x=1 )
12

78. Hallar la ecuacion de las dos rectas paralelas de pendiente 3/4 que distan 2 unidades del punto (2,3).
(Ayuda: se recomienda hacerlo en forma explicita). Hacer un dibujo de la situacion.

[Sol 'y—ix+4'y—ix—1j
T g

Distancia entre dos rectas:

79. a) Hallar la distancia entre las rectas 2x+3y-6=0 y 2x+3y+7=0 (Soluc: 13)
Xx=2-3A X+3
_y+*5 }
b) y= 1+ )\)} = 1 (Soluc: 23/+10)
c) ™ "™ 3x-4y+16=0 y 2x-5y+2=0 (Soluc: 0)
d ™ "™ 3x-4y+16=0 e y= %x -1  (Soluc: 4)

80. Dada la recta 3x-4y+19=0, se pide:

a) Hallar la ecuacion de la recta paralela a la anterior que pasa por P(5,6), en todas las formas conocidas.
(Soluc: 3x-4y+9=0)

b) Hallar la distancia entre las dos rectas anteriores. (Soluc: 2 u)
c¢) Hallar el angulo que dichas rectas forman con la recta 7x-y+3=0 (Soluc: 45°)

81. a) Hallar, en todas las formas conocidas, la ecuacién de la recta s que tiene la misma pendiente que r:
y=3x-1y pasa por P(-1,2) (Soluc: 3x-y+5=0)

b) Hallar la distancia entre las dos rectas r y s anteriores. (Soluc: 3410 /5 u)

c¢) Hallar el angulo que formar con la recta t: x-2y+4=0 (Soluc: 45°)

82. Dados los siguientes pares de rectas, hallar m para que sean paralelas y calcular su distancia:

a) 3x-4y+1=0 (Soluc: m=-6; d=6/5)
mx+8y-14=0

b) mx+y=12 (Soluc: m=-4/3; d=107/15)
4x-3y=m+1

c) 4x-3y+1=0 (Soluc: m=-8; d=3/5)
mx+6y+4=0

83. Calcular ¢ para que la distancia entre las rectas 4x+3y-6=0 y 4x+3y+c=0 sea igual a 3
(Soluc: ¢1=9, c,=-21)

/ Lo 84. Dadas las rectas de la figura adjunta (el dibujo es
S: y=7x+2 - .
aproximado), se pide:

a) Razonar que r y s son secantes, yr// r’
b) Hallar P=r's

c¢) Hallar la ecuacion general de s’

d) Hallar el angulo entrery s

r': 3x-4y+5=0 e) Hallar d(s,s’)

r: 3x-4y-17=0
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85. Dada la recta r: x+y-3=0 vy el punto P(-1,2), se pide:
a) Hallar, en todas las formas conocidas, la ecuacion de la recta L a r que pasa por P (Soluc: x-y+3=0)
b) Hallar el punto M de corte de la recta anterior y r  (Soluc: (0,3))

c) Hallar el punto simétrico de P respecto de r. Hacer un dibujo aproximado explicativo.  (Soluc: (1,4))

86. Con los mismos datos del ejercicio anterior, se pide:
a) Hallar la ecuacién general de larecta // ar que pasa por P (Soluc: x+y-1=0)
b) Hallar la distancia entre la recta anterior y r. Hacer un dibujo aproximado explicativo.  (Soluc: v2 u)
¢) Hallar la posicion relativa de r y la recta s: 2x-y+5=0 (Soluc: Secantes)
d) Hallar el angulo entrery s (Soluc: 71° 33' 54")

Bisectriz:

*87. a) Hallar las dos bisectrices del angulo formado por r: 4x+3y-5=0 y s: 3x+4y-2=0. Comprobar que se
trata de dos rectas perpendiculares que se cortan en el mismo punto que ry s.

(Soluc: x-y-3=0; x+y-1=0)
b) idem conr: 4x-3y+8=0y s: 12x+5y-7=0 (Soluc: 8x+64y-139=0; 112x-14y+69=0)

88. Volver a hacer el gjercicio 48, pero aplicando la férmula de la distancia punto-recta.

Area del triangulo :

89. a) Calcular el area del triangulo de vértices A(1,2), B(-1,4) y C(2,0) (Sol: 1 u%)
b) " A " " " A(2,-1), B(-5,1) y C(0,3) (Sol: 12 u%)
c) " oo " " " A(-3,-2), B(9,7) yC(2,8) (Sol: 37,5 u%)

90. a) Hallar el area del triangulo definido por las rectas r: x=3, s: 2x+3y-6=0, t: Xx-y-7=0 (Sol: 24/5 u?)

d) Hallar el area del triangulo definido por las rectas r: y=5, s: 2x-y-3=0, t: x+y-3=0 (Sol: 12 u?)

91. Hallar el area del cuadrilatero de vértices A(-4,3), B(0,5), C(4,-2) y D(-3,-2) (Soluc: 71/2 u%)
92. Determinar el area del paralelogramo OABC y las ecuaciones de los lados AB y BC sabiendo que OA es

la recta de ecuacién x-2y=0, OC tiene de ecuacién 3x+y=0 y las coordenadas de B son (3,5)
(Soluc: AB: 3x+y-14=0; BC: x-2y+7=0; 98/5 u?)

Problemas varios :

93. TEORIA: a) Si la distancia entre dos rectas es cero, ¢ podemos afirmar que son secantes?

b) Sean r(A,a) y s(B,a) dos rectas paralelas (por tener el mismo vector director). ¢ Es cierto que
d(r,s)=d(A,B)?

c¢) ¢ Como son las pendientes de dos rectas perpendiculares? ¢ Y si las rectas son paralelas?

d) A simple vista, sin necesidad de transformarlas, ¢ podemos concluir que
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O X=24A

1
r: Ss:y-1=—(x-2
y:1+2)\} y y 2( )

no son la misma recta? Razonar la respuesta.

94. TEORIA: Estudiar si los siguientes pares de rectas son la misma recta:
a)x:2+)\} X = 1+2)\} b) x=2+ A) x= 1+2A] ¢) x=2+ A} X=3+ )\}
y=1+42\] y= -1+4A y:3—3)\} y=-5+7A y=1+2\] y=5+2A

(Soluc: si, NO, NO)

95. TEORIA: Demostrar que cualquier mediana siempre separa dos triangulos de igual superficie.
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NUMEROS COMPLEJOS

Ejemplo 1: Los nimeros complejos, también llamados imaginarios, surgieron histéricamente de la necesidad
de resolver ecuaciones tan sencillas como

Xx2+1=0 = x?=-1= x=+/-1

Esta ecuacion, como muy bien sabemos, no tendria solucion en el campo de los nimeros reales. Ahora bien,
si definimos:

\/—_1:i « unidad imaginaria es decir, H

entonces su solucion seria x==i. Esto es lo que hicieron en el siglo XVI matematicos como Girolamo Cardano
(1501-1576) o Rafaelle Bombelli (1526-1572); en aquella época a este tipo de nimeros se les empezd a
llamar imaginarios. Por cierto, el primero en utilizar la i para designar la unidad imaginaria fue el suizo
Leonhard Euler (1707-1783), mientras que al aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que profundizé en el
estudio de estos numeros, se debe el adjetivo de complejos.

. . . , . ., 2
Ejercicio 2: Resolver, en el campo de los nUmeros complejos, la ecuacién x +9=0

Ejercicio 3: idem con X -4x+13=0

Ejercicio 4: idem con X x+1=0

En general: unidad imaginaria

a+bi

7\

parte real parte imaginaria

N° COMPLEJO EN FORMA BINOMICA

Ejercicio final tema: 1

Conclusion: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA: <« Todo polinomio de grado n tiene n raices
(reales o complejas) ».
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Definiciones:

1°) Se define el conju nto de los nimeros complejos  como el formado por todos los nimeros de la forma
a+tbi, donde ay b son reales:
C={a+bi/a beR}

A los numeros complejos se les suele designar con la letra z, es decir, z=a+bi, y se dice que

Re(z)=a « partereal de z

Im (2)=b
es aquel complejo que carece de parte real, es decir, Re(z)=0

« parte imaginaria de z

2°) Nimero imaginario puro:

3 «/gi,etc.

Ejemplos: 2i, -7i, i, gi, -,
3°) Numero real: es aquel complejo que carece de parte imaginaria, es decir, Im (z)=0

Ejemplos: 3, -6, 1, % -1, /3, etc.

Nétese, por tanto, que los reales estan contenidos en los complejos: RCC, o dicho de otra forma, los
reales son un subconjunto de los complejos; por lo tanto, ya podemos completar el esquema de todos los

conjuntos numéricos que conocemos:

Maturales primos
Maturales [y
Maturales compuestos
Enteros 77,
. Cero
Racionales () .
Enteros negativos
, Reales [
Complejos [ racci  [Fraccidn prapia
raccionarios o .
Fraccian impropia
. Irracionales algebraicos
Irracionales
Trascendentes

Imaginarios puros

4°) Complejo conjugado, z: El complejo conjugado del complejo z =a+hbi se define como z=a-bi

Zz=2+5i - z=2-5i

Ejemplos:
z=7i - z=-Ti

3

z2=3 > Z

etc.
Adviértase que las soluciones imaginarias de una ecuacion de 2° grado siempre son pares conjugados

5°) Dos nimeros complejos expresados en forma bindmica son iguales si coinciden sus partes reales e

imaginarias.
Ejemplo: 2-Xi=y+3i & y=2,x=-3
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1) OPERACIONES CON COMPLEJOS en FORMA BINOMICA (pags. 150y 151 libro de texto)

I1.1) Suma y diferencia_: Se realiza sumando (o restando) por separado sus partes reales e imaginarias:

Ejemplo 5: 2,=3+5i

z,+ 2z =7+3i z, - 2,=-1+7i
z=4-2i | 1 ° v

. . . .2
11.2) Producto : Se realiza calculando los cuatro productos posibles y teniendo en cuenta que i =-1:

Ejemplo 6: z,=3+5i
jemp ! z,-2,7(3+5i)(4-2i)=12-6i+20i-10i"=12-6i+20i+10=2+14i

z,=4-2i
i2:-1Q5j

Consecuencia: (a+bi)(a-bi)=a’+b°eR"

Este hecho serd util para el cociente que vamos a definir a continuacion:

11.3) Cociente : Se realiza multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador:

Ejemplo 7: 3+5i _(3+5i)(4+2) _12+6i+20i+10° _12+6i+20i-10 _2+26 _ 2 .26, [1 13

—— + =

4-2i " (4-2i)(4+2) 16— 4¢ Qg 16+4 20 ngo 20 “[10 10

i‘=-1 propiedad
distributiva
del cociente
Observaciones: 1%) Se recomienda hacer la comprobacion:
(4-2) 1.5 =3+5i
10 10

2%) Cuando en el denominador aparece un imaginario puro basta con multiplicar
numerador y denominador por i:

3+5 (3+5i)-i 3i+5° 3i-5_ -3i+5 |

Ejemplo 8:
2i 2i - 2i° -2 2

N | ol

. .\ n . . . . er
I1.4) Potencia : Para hacer (a+bi) tendremos que aplicar el binomio de Newton, como vimos en el 1~
tema del curso; ahora bien, como a continuacién habria que sustituir alguna de las

potencias sucesivas de i , vamos a investigar su valor:

.0 .
i =1| como siempre

L1 .
I =1 como siempre
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i =-1| por definicion

i: iz.i:_l.i:—ﬂ
4

i =i i=-i-i=-i =1
|5: i3 i=1-i=i

i°= i%i=ii=it=-1
i'=i%i=-1i=-

Luego vemos que se trata de una serie de 4 términos (los recuadrados) que se van
repitiendo; y lo curioso es que este hecho también se da hacia atras:

|_1:]T-:L:L:—|
i1 -1
_ 1 1
2P===—=-
i -1
|’3—l—i—_l —l—|
[ T T T |
41 1
tT=====1
it 1
En resumen:
i=1
-3 .
=i
i’=_1
-1
i =-i
=1
1.
i =i
i’=_1
.3
i =-i
=1
.5 .
=i
i°=_1
7
i =-i
.8
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Y, en general, para hallar una potencia n-ésima de i, basta con hacer la division y quedarnos
con el resto, que estara en uno de los cuatro casos anteriores:

Ejemplo 9: 151| 4
151=37-4+3 iot= iS:ZI

Es decir, descenderiamos 37 veces en la serie de 4 elementos para acabar en la posicion 3

III) REPRESENTACION GRAFICA DE COMPLEJOS (Forma bindmicay _polar) (pags. 149y 152-153 libro)

eje imaginario

oo _a_+b' Dado un sistema de dos ejes perpendiculares como el de la figura

i —eje real y eje imaginario-, llamado plano de Gauss', « para
) : representar un complejo en forma binémica —es decir, z= a+bi-, le
‘4 L haremos corresponder el vector (a,b)  ».

, €ejereal

a

Definiciones: 1) El punto (a,b), es decir, el extremo del vector, se llama afijo del complejo a+bi.
223) La longitud del vector se denomina médu lo, y se suele designar comor o |z|.

3%) El angulo que forma el vector con la parte positiva del eje x se llama argumento , y se
designa como a o arg(z).

Forma polar r : Consiste en representar un complejo mediante dos valores: su médulo y su argumento,
designandolo como rg .

Para hallar el médulo podemos aplicar el teorema de Pitagoras en
el triangulo sombreado:

r’ =a’>+b*> = |r=+a’+b?

Para obtener el argumento, aplicamos trigonometria elemental en el
mismo triangulo:

b b
tga =— = |a = arctg —
a a

Todo lo anterior podemos resumirlo en la siguiente tabla:

! Curiosamente, en realidad los artifices de esta idea fueron el danés Caspar Wessel (1745-1818) en 1797 y el suizo Jean
Robert Argand (1768-1822) en 1806, pero la gloria del nombre se debe al aleman Gauss (1777-1885), que profundizé en
este tema 30 afios después...
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Definicion: Célculo: Rango:

fa

MODULO Longitud del complejo z=a+bi r=+a’+b’ =|z] r>0

ARGUMENTO

FORMA POLAR

Angulo® que forma el complejo con la | a = arctg b_ arg(z)
parte positiva del eje R a

0<a<360°

Consejos a la hora de pasar de binébmica a polar:

1) Como muy bien sabemos del tema de Trigonometria, entre 0° y 360° existen dos arcotangentes (que
difieren en 180°), por lo que conviene dibujar previamente el complejo y ver con cual de las dos nos
quedamos, en funcién de en qué cuadrante esté situado:

Ejemplo 10: Pasar -v3+i a bindmica:

Ex/a2+b2= ( +12 =4 =2

|: b 1 -3 330° ~ descartada
o = arctg — = arctg —= = arctg —— = {—
a —

NG 3

Por tanto: |-vV3+i =200

2%) Si se trata de un nimero real o un imaginario puro se pasa a polar graficamente, es decir, sin necesidad
de aplicar las dos formulas anteriores:

Ejemplo 11: Pasar -2 a binémica:

En el dibujo se ve que: -2=2g00

(Puede comprobarse también, naturalmente, que si se utilizan las
dos férmulas se obtiene el mismo resultado, pero el proceso
resulta muy tedioso...)

Dicho angulo puede expresarse en radianes o grados sexagesimales, indistintamente.
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r=r'
;, Cuando son dos complejos iguales en forma polar?: Mg =re = '
é plejos g p a a {a:a +k-360° ,donde kOZ

Es decir: «Dos complejos en forma polar son iguales si sus mddulos son exactamente idénticos y sus
argumentos son iguales, salvo una diferencia de un mdaltiplo entero de vueltas»

Ejemplos:  2540=25400 S3300°°_300 27525, V2300=V27500

Forma trigonométrica:  Sirve para pasar de polar a binémica:

eje C
a
cosa =— = a =rcosa
tr) =|a+bi=rcosa +rsena-i=r(cosa +isena)
sena =— = b =rsena
r
Ejemplo 12: Pasar 21500 a binémica:
PR R P P i c0s150°= cos (180°-30°) = —cos30°§2
[ o T L L _ N =
! 1500 | ! ! 2,500 = 2(C0S150°+isen150°) = 2 —7+| >|=- 3 +i
N e —
; —— ; ; sen150°=sen(180°-30°) = sen 300&
Por tanto: 21500:—\/3+i
A i yE====== FEEss==qE===== Fre===== b Tl
bR Pommee e emmaes Notese que es el mismo resultado obtenido en el ejemplo 10.

Observacion: Para pasar de polar a binémica, y cuando se trate de los argumentos 0°, 90°, 180° y 270°, no
es necesario pasar previamente a trigonométrica:

Ejemplo 13: Pasar 2, ., a bindmica:

En el dibujo se ve que: 2,g00="2

(Puede comprobarse también, naturalmente, que si se pasa
previamente a trigonométrica se obtiene el mismo resultado...)

) DU [ I
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B Todo lo visto en este apartado se puede resumir en el siguiente diagrama, en el que se muestran las tres
formas que hemos indicado de representar un complejo y todas las combinaciones de paso de una a otra:

X r=+a’ +b?
FORMA BINOMICA — FORMA POLAR
atbi la
b
a = arctg 3 (jHacerdibujo!)

FORMA
TRIGONOMETRICA
r (cos a+isen a)

V) OPERACIONES EN FORMA POLAR

IV.1) Producto y cociente en forma polar (pags. 154 y 155 libro de texto)

« El producto de dos complejos en forma polar es otro complejo de médulo el producto de los médulos y
argumento la suma de éstos»:

Dem: ., . , .o , , . . ,
ry-r'y =r(cosa+isena)-r'(cosa’ +isena’) = r-r(cosa +isena)(cosa’ +isena’) =

a

= r-r’(coso( cosa’ +isena cosa’ +icosa sena’ +i? sena sencx’) =
= r-r'[(cosa cosa’ - sena sena’)+i(sena cosa’ +cosa sencx')] =

(CQD.)

=r-r'[ cos(a +a') +isen(a +a’') | =(r-r')

a+a’

Ejemplos: 302, =6

60° 45 105°
\/3135" ' 127O° = \/3405" = \/3450
Se puede generalizar a tres 0 mas complejos:
‘/31200 2500 \/3900 = 63600 = 6

B «El cociente de dos complejos en forma polar es otro complejo de médulo el cociente de los moédulos y
argumento la resta de éstos»:
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Dem: (se deja como ejercicio)

Ejemp los:

e (] -[£)
21200 2 -30° 2 330°

En resumen: 1°) Sumas y restas de complejos: sélo se pueden hacer en bindmica.

29 Productos, cocientes (y potencias y raices, como veremos a continuacién): se recomienda
en polar (aunque también pueden hacerse, mas prolijamente, en bindmica).

IV.2) Potencia en forma polar

Vamos a obtener —en polar, que es la forma mas comoda para ello-, la férmula para obtener la potencia
de un complejo. Para ello, aplicaremos n veces el producto recién visto:

n terminos Q53 n sumandos J

Por tanto:

Es decir: «Para elevar un complejo en forma polar a un exponente se eleva su moédulo al exponente y se
multiplica su argumento por dicho exponente»:

Ejemplos:  (2.) = (23)900 =845

(Buew)' = [(\@)“} =900 = 9g0n

4 .135°
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Si pasamos ambos miembros de la anterior formula a forma trigonométrica obtenemos la formula de
De Moivre ®:

[r(cosa +isen0()]n =r"(cos na +isen na)

Esta férmula es muy util en Trigonometria, para hallar férmulas de senna y cosna en funcién de sena y
cosa (Ver Ejercicio final tema: 56 )

IV.3) Raices de un complejo  (pags. 156 y 157 libro de texto)

Es imposible hallar las raices de un complejo directamente en forma binémica. Vamos a deducir a
continuacion las férmulas para hallar la raiz de un complejo en polar.

Supongamos que nos dan el complejo r,, y queremos hallar su raiz n-ésima, que vamos a llamar Rg; por
tanto, tendremos que:

Q/TGZRB

Por lo tanto, por definicién de raiz n-ésima, tendremos que:

(RB)n =lq
Podemos aplicar ahora al primer miembro la férmula de la potencia obtenida en el apartado anterior:
(Rn )n-B =la
A continuacién tendremos en cuenta que, segun vimos en el apdo. lll, dos complejos expresados en

forma polar son iguales si sus modulos son iguales y sus argumentos también, salvo una diferencia de un
multiplo entero k de vueltas:

R"=r = R=4r
n —_
(R )n.B =r, =
+k- o
n-B=a+k-360° =|f :M ,donde k =0,12,...n-1
n
Falta razonar que k solamente puede tomar los valores 0, 1, 2, ..., hasta n-1. Efectivamente, si k=n,

entonces, al sustituir en la segunda férmula recuadrada, obtendriamos B=a+360° con lo cual
volveriamos al mismo angulo.

El hecho de k sdélo pueda tomar estos n valores desde 0, 1, 2... hasta n-1 tiene una serie de
consecuencias:

1°) Un complejo tiene n raices n-ésimas.

% Descubierta por el francés Abraham de Moivre (1667-1754).
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29 Las n raices comparten el mismo médulo R (lo que varia es el argumento).

39 Si las dibujamos, formaran un poligono regular de n lados.

Ejemplo 14: Hallar 3/ 8,,.

R=%8=2
38 0=R A o . o
2 B B:wzgooﬂ(.lzoo; k=0-pB=30°
k=1-p=150°

k=2_p=270°

Soluc: |2, ., 2 2

3007 T150°" T270°

Si dibujamos las tres raices, comprobaremos que sus afijos forman un triangulo equilatero:

T, T [P a- .

1 1 1 1

1 1 R 1 1

1 - S~o 1

1 Plig SQ 1
PR AL PR EEE T [

' ' ' '

' 1 N '
21500’ | | \230°

v 1 1 V!
[ R ) I [ R (S

4 ] AN

! d Vi

iU 1 1 1N

i ' ' "

1 ! ' u

\ T T )

I 1 1 1

! 1 1 !

" 1 1 L

1\ 1 1 /o
SemmgAm - ===y --- [l e T

[ 1 1 /7

1 N 1 ] ’ 1

1 \\ 1 1 ,/ 1

1 1 1 '
----'l'----§\-i- ----------- G‘-----I-'

1 DES Pagl 1

1 [ RNA AEE L] '

' ' ' '

. . 20700, | .
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EJERCICIOS de NUMEROS COMPLEJOS

1. Resolver las siguientes ecuaciones en el campo de los nUmeros complejos:

57

2 —_ . ; .
a) X2—2X+2—0 (Soluc: 14) ) x3+1=0 Solc: -1, éi_ g/)
b) x*+3=0 (Soluc: ++/3i) g) x*~1=0 (Soluc: #1, 4
¢) x*-2x+4=0 (Soluc: 1:3i) h) X*-3x*-2x%+10x-12=0  (Soluc: -2, 3, 1)
2 - .1, V3,
d) x“+x+1=0 (Soluc: ‘?iT') & Ejercicios libro: pag. 149: 2; pag. 163: 23 y 25
e) X°-6x*+21x-26=0 (Soluc: 2, 243i)
Forma binémica de un complejo:
2. Completar (obsérvese el primer ejemplo):
COMPLEJO | PARTE REAL | PARTE IMAGINARIA | OPUESTO | CONJUGADO
z Re(z) Im(z) -z z

7=2+3i Re(z)=2 Im(z)=3 —z=-2-3i z=2-3i

z=3-i

z=1+i

z=3 - 3.3
z=3
z==2i
z=i

Dados los complejos z,=2+3i, z,=-1+4i y z3=2-5i, hallar:
a) z1+z,= (Soluc: 1+7i) | €) 3z,+2z3= (Soluc: 1+2i) | i) z, -z, = (Soluc: -10i)
b) z+z3= (Soluc: 4-2i) | f) 2z4-3z,= (Soluc: 7-6i) | J) 2z,-z, = (Soluc: 2-9i)
C) z1-2,= (Soluc: 3-i) g) z3-3z4+42z,= (Soluc: -8+2i)
d) z3-z,= (Soluc: 3-9i) [ h) z,+z, = (Soluc: 1-i)
Calcular x e y para que (2+xi)+(y+3i)=7+4i (Soluc: x=1, y=5)
Calcular:
a) (2+5i) (3+4i)= (Soluc: -14+23i) f) (1+i) (1-i)= (Soluc: 2)
b) (1+3i) (1+i)= (Soluc: -2+4i) g) (5+2i) (3-4i)= (Soluc: 23-14i)
c) (1+i) (-1-i)= (Soluc: -2i) h) (3+5i)°= (Soluc: -16+30i)
d) (2-5i)i= (Soluc: 5+2i) i) (1+3i) (1-3i)= (Soluc: 10)
e) (2+5i) (2-5i)= (Soluc: 29) i) (-2-5i) (-2+5i)= (Soluc: 29)



© ¢+—>

10.

k) (2+3i) 3i=
) (3i) (-3i)=
m) (2+3i)*=

n) (6-3i)’=

0) (2+3i) (1-i)=

(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:
(Soluc:

-9+6i)
9)
-5+12i)
27-36i)
5+i)

1-3i) 2i=
1+) (2-3i)=
5+i) (5-i)=

P)
a)
r
s)

~ o~ o~ o~

4+3i) (4+2i)~(2+i) (3-4i)=

(Soluc: 6+2i)
(Soluc: 5-i)
(Soluc: 26)
(Soluc: 25i)

¢, Como es siempre el producto de dos complejos conjugados? Razonar la respuesta. (Soluc: € IR

Dados los complejos del ejercicio 2, hallar:

a) z4-2,=
b) z1-z3=
C) z3-2,=
d) z1(z3+22)=

e) Z1-2p"Z23=

(Soluc: -14+5i)
(Soluc: 19-4i)
(Soluc: 3-9i)
(Soluc: 5+i)

i) z,
(Soluc: -16-10i)

f) (z1)*=
9) (z1-23)’=
h) z,z, =

_Z1:

(Soluc: -5+12i)
(Soluc: -64)

(Soluc: 13)

(Soluc: 6i)

) 22(224-325)=
K) (3z1+22,)%=
)z, '2_1'23 =

m) Z12 _2_12:

Dados los complejos 2-mi y 3-ni hallar m y n para que su producto sea 8+4i.
(Soluc: mi=-2 y n1=1; my=2/3 y n,=-3)

Resolver la ecuacion (a+i) (b-3i)=7-11i

Calcular:

a) 1+3i
1+i
b) 2+ 5i
3+4i

c) Lﬂ_

1-i
d) 3+5i
1—i

e) 2-5i _

i
f) 20 + 30i
3+i
o) LA
3-2i
hy 1+i_
i
I) 1+ 2i
2-i
.
2+3i
k) 19—4.1i+34.—2i
2-5i i
) 2—-i 1

3+i 21

(Soluc: a1=4 y b1=1; a;=-1/3 y n;=-12)

(Sol : 2+1i)

(Sol : + i
25 25

(Sol i)

(Sol
(Sol
(Sol

(Sol -

(Sol :

(Sol : i)

(sm :

= (Sol : 4)

(sm : i)

2,75

c-1+4i)
1-5-2i)

19+70)

m)
1-2i

(5+i)
0)
1+i-2i

1+i

p) i _
2+i

1—i

o)

s) 1+ai _
a—i

t) —a+bi:
b +ai
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(3= 2i)(1+)

(5-3i)(1+1i) _

ny (3+20)°+3-2i

3+2i 11+2i
[ 3+4i
1 10-10i 15-25i

I 2+i

(Soluc: -82-29i)
(Soluc: -273+136i)
(Soluc: 75-28i

(Sol :E—ﬂi)
5 5

73 40 .
Sol: —+—i

169 169
(Sol

1 8 J
T+ =i
5 5
(Sol :_E,iij
5 5

(Sol : 1-1i)

(Sol : 1-17i)

(Sol : i)

(Sol : i)



11.

12.

13.

Calcular el inverso de cada uno de los siguientes complejos:

a) 3i [sm:iij c) 2+3i (Sol:ifii] €) -2+
3 13 13
b 1+ (sa: 1 L) | o) 1 skt |0

Calcular las siguientes potencias sucesivas de i:

a)i= (Soluc: 1) 0 l:
b) i'’= (Soluc: i) i°
c) i*°= (Soluc: i) k) i°=
d) i"?= (Soluc: -i) ) =
e) P4= (Soluc: 1) m) 9=
1_

f) 1_ (Soluc: -i) n =

| 0) %=
9) %: (Soluc: -1)

i
h) %: (Soluc: i)

i
i) = (Soluc: 1)

Calcular las siguientes operaciones combinadas en forma binémica:

a) (2+i)’= (Soluc: 2+11i) ) 1-(2+3)*(1-2i)
b) (1+i)’= (Soluc: -2+2i) 2i7" i
c) (2-3i)° (Soluc: -46-9i) k) (2+3)3-20)-@2-3i) _
d) i (Soluc: i) 17 (=)
. ~ 10-10i—5(1+i)
) - (Soluc: -1) R oy
h B, 40 I e
i 1+2i
g) (8-2)*+(2-3i)* _ (Soluc: 12-12i) n) (G+E —'ji);3(2i—3)2 +i
i24i5 217 —i 5i
h) (2+3i)(1-i)—(3+4i)’ [smuc- ‘L&J 0) (-8 -(2+31)3-2i)
2" —i7 "5 5 3i7 -1 5%
i) (3-20)@3+i)— (2 -3y (SOluc‘ 7g+3i)
i23 7i13 . 2

¢, De qué numeros se trata? (Soluc: m=1 o m=-4; z=10 y z=-20i, respectivamente)

. Determinar x para que el producto z=(2-5i) (3+xi) sea:

a) Un numero real. ; Qué numero resulta?  (Soluc: x=15/2; z=87/2)

b) Un numero imaginario puro. ¢ Qué complejo z se obtiene? (Soluc: x=-6/5; z=-87i/5)
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(Sol :-i)
(Soluc: -i)
(Soluc: -1)
(Soluc: 1)
(Soluc: -1)
(Soluc: -i)
(Soluc: i)
[Soluc: —Q+Ei]
5 5
(Soluc: i)
(Soluc: -5-i)
(Soluc: —£+ﬁij
5 5
[Soluc: g+4ij
[Soluc: —£+6ij

. ¢,Cuanto ha de valer m para que el complejo z=(m-2i) (2+4i) sea un namero real? ;E imaginario puro?



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

a) Hallar x con la condicidn de que (x-2i)° sea un nimero imaginario puro.  (Soluc: x=2)

b) idem con (3x-2i)* (Soluc: x=#2/3)
c) idem con (2+xi)2 (Soluc: x=#2)
Hallar x e y de modo que 3;"? —y+2i (Soluc: x=-16; y=7)
1+ 2i
. X+ 3i . . N . . N
Hallar x para que el cociente 320 sea un numero imaginario puro. ;De qué nimero imaginario se trata?
+2i

(Soluc: x=-2; i)

. . 2+ki .
Determinar k para que el cociente z=———— sea:

=1

a) Un numero real.  Qué numero resulta? (50/ k=22 ; z=i\/§)

b) Un numero imaginario puro. ;Qué numero es? (So/:k =0, z =-2i)

Demostrar la siguiente igualdad, obtenida de manera fortuita por el insigne filésofo y matematico aleman
Gottfried Leibniz (1646-1716):

V143 441-43i1=46

Hallar dos complejos de los que sabemos que su diferencia es un numero real, su suma tiene la parte real
igual a 1y su producto es -7+i (Soluc: 3+i y -2+i)

Determinar los valores de a y b para que el complejo z=a+bi satisfaga la ecuacion z? =z

1+J§. 1 3.

Soluc: z, =—=+— =
{ ATty RIS N A
Comprobar que los numeros complejos 2+3i verifican la ecuacion X2-4x+13=0

Hallar una ecuacion polindmica cuyas raices sean:

a) 143 (Soluc: x*-2x+10=0)

b) 5+2i (Soluc: x*~10x+29=0)

c) 2+ y 3+5i (Soluc: X*~(5+6i)x+1+13i=0)
d) =i (Soluc: x*+1=0)

25. TEORIA: Demostrar que si las raices complejas de Ax*+Bx+C=0 son abi, entonces:

Al (x-a)*+b?]=Ax*+Bx+C

(Ayuda: Desarrollar el miembro izquierdo y aplicar las relaciones de Cardano-Vieta)
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Forma polar de un complejo:

26.

27.

28.

29.

30.

33.

Representar los siguientes complejos, sus opuestos y sus conjugados:
a) z,=3+4i b) z,=1-i C) z3=-3+i d) z4=-2-5i e) zs=7i
f) ze=-7 g)i h) V2 i

Pasar a forma polar los siguientes complejos (se recomienda representarlos previamente, para asi
elegir correctamente su argumento):

a) 4+443i= (Soluc: 8eo) k) 3+4i (Soluc: Sszs)

b) 3-3vV3i= (Soluc: 63000) ) 3-4i (Soluc: Ss0e)

C) —V2+i= (SO|UCZ\/§144044) m) o o e
n) -5+12i (Soluc: 13112037)

d) —J2-42i= (Soluc: 2250) 0) -8i (Soluc: 85709

e) V3 —i= (Soluc: 23300) p) 8 (Soluc: 8¢0)

f) 1+i (Soluc : V2 4s0) q) -8 (Soluc: 810

g) 1-i (Soluc : V2 s1s) N 3+2i (Soluc : V13 ssear )

h) -1-i (Soluc : V2 225°) s) -2-5i (Soluc : V29 24gm2')

i) i (Soluc: 1ggo)

i) i (Soluc: 1270)

a) Hallar m para que el niumero complejo m+3i tenga mdodulo 5. Justificar graficamente la solucion.
(Soluc: m=#4)

b) Hallar m para que su argumento sea 60° (Soluc: m=13)

Hallar un ndmero complejo tal que |z|=3 e Im(z)=-2. Justificar graficamente la solucion.
(Soluc : z, =5 -2i, z, =-v5 -2i)

Hallar un nimero complejo del 2° cuadrante que tiene por médulo 2 y tal que Re(z)=-1. Expresarlo en
forma polar. Justificar graficamente la solucion. (Soluc C L 1++/30 = 2120D)

. Hallar un complejo de argumento 45° tal que sumado a 1+2i dé un complejo de moédulo 5 (Soluc: 2+2i)

. Encontrar un complejo tal que sumandolo con 1/2 dé otro complejo de médulo /3 'y argumento 60°

{Soluc: \/§_1+3i]
2 2

Pasar a forma bindmica:

a) 4o (Soluc : 2v/3 +2i) €) 23mp

b) 4900 f) 190°

C) 200 g) 130° (SOlUC: £+Lj

d) 5; 2 2
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34.

35.

36.

37.

38.

h) 20 (Soluc : 1++/3i) m) 3see
i) 62250 (Soluc: —3x/§—3\/§i) n) 2180°
. 0) a0
J) 4120° (Soluc: -2 +2«/§i)
K) 21500 (Soluc: ~3 +i)
) e [Soluc .3, 33 i]

2 2

(Soluc: 1,929+2,298i)
(Soluc: -2)

Hallar los numeros complejos, en forma polar y bindmica, que corresponden a los vértices de estos

hexagonos:

a) b)

Z2

Zq

© z1/2

(Soluc: Q) 21=200=2; 24=-21; Zp=2p00=1+ 13i; Z6=7,; Z5=—Z2; Z3==Z6 b) z1=2300= V3+i: z4=-71; 26=Z 1, Z3=—Z6; Z2=290°=2i;

Z5=—Zz)

Determinar el valor de a para que el complejo z=(3-6i) (2-ai) sea:
a) Un numero real.  De qué numero se trata?

b) Un nimero imaginario puro. ¢ De qué nimero se trata?

(Sol: a=-4; 30)
(Sol: a=1; -15i)

¢) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 1% y 3% cuadrantes. s De qué numero se trata? (Sol: a=6; -30-30i)

mi .
8_g S

Determinar el valor de m para que el complejo z=

a) Un numero real. ; Qué numero es? (Soluc:
b) Imaginario puro. ¢ Cual en concreto? (Soluc:
¢) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 2° y 4° cuadrantes. (Soluc:

Determinar el valor de a para que el complejo z=(2+3i) (-2+ai) sea:

a) Un nimero real. (Soluc:
b) Un numero imaginario puro. (Soluc:
¢) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 1%y 3% cuadrantes.  (Soluc:

a) Dado z=24s, hallar z en polar. (Soluc: 2315)
b) Dado z=13¢., hallar -z

¢) Si z=230,, hallar su conjugado y su opuesto.

m=3/2; 1/4)
m=-8/3; i/3)
m=14; 1-i)

a=3)
a=-4/3)
a=-10)

d) Hallar un nimero complejo y su opuesto sabiendo que su conjugado es z-3,,
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39. Representar las siguientes regiones del plano complejo:

a) Im(z)=-2 (Sol: recta horizontal) g)-1<|z|<3 (Sol: anillo)
b) Re(z)=Im(z) (Sol: bisectriz del 1* cuadrante) h) Arg(z)=30° (Sol: recta)
c) -1<Re(z)<3 (Sol: banda vertical) i) Re(z)=-3 (Sol: recta vertical)
d) Im(z)<2 (Sol: semiplano) ) |z|>4
e) [z|=5 (Sol: circunferencia) k) Arg(z)=90°
f) |z|<3 (Sol: region circular)
40. TEORIA:

a) Demostrar que |z|=+zZ
b) Si z=r,, ¢qué relacién tienen con z los NUMEros rq.1gg0 ¥ Mp0o—q ?
¢) El producto de dos complejos imaginarios, ¢puede ser real? Poner un ejemplo.

d) ¢ Qué relacion existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?

e) ¢ Qué condicidon debe cumplir un nimero complejo z para que 7z = l (Soluc: Su médulo tiene que ser 1)

z

Producto v cociente en forma polar:

41. a) Dados los numeros complejos 3300 Y 50, cOmprobar que el producto en forma polar y en forma
binébmica dan el mismo complejo.  (Soluc: 15i)

b) idem con 3iy 2-2i  (Soluc : 6 +6i =6v2 4s°)

42. Efectuar las siguientes operaciones en forma polar y pasar el resultado a binémica:

a) 3450 " 2150 (Soluc : 645, =3+33 i) 9) (240:)° (Soluc : 8,5 = —4+443i)

(Soluc : (ij =~0,79 +1,27iJ
2 Jsgo

i) 31201 da7oi240 (Soluc: (g) ;0,37—0,04ij

b) 31500 - 4ase (SOUC : 12,650 =-11,59 =3,111) | h) 1450 : 2460 341
C) 133" 2160 3410 (Soluc : 64g = 6i)

d) 31 dize- 200 (Soluc: 24,123 +12i)
€) 2100 : l10 (Soluc : 2,5 =v2 ++2 i)

f) 970 1 370 _3 343 i
2 2

[Soluc * 35000

43. El complejo de argumento 80° y mddulo 12 es el producto de dos complejos; uno de ellos tiene de moédulo
3y argumento 50°. Escribir en forma binémica el otro complejo.  (Soluc : 23 +2i)

44. Efectuar las siguientes operaciones en forma polar y pasar el resultado a binémica:

a) 2 has _ (Soluc : 1, =0,94-0,34i)
8170°
b) 250 (1+1) _ _ 1 4B
2.0(1-1) Soluc: 1, _—§+7|
c) (1+3 )(1+i)3 —i) = (Soluc : 4+/2 75 =1,46 +5,46i )

45. Hallar el valor de o para que el producto 3., - 1, sea:
a) Un numero real positivo. (Soluc: a=37/2)
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46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

b) Un ndmero real negativo. (Soluc: a=n/2)

Hallar el valor de o para que el cociente 5, : 3, sea:
a) Un numero real positivo. (Soluc: a=x)
(Soluc: a=0)
(Soluc: a=n/2)
d) Un ndmero imaginario puro con su parte imaginaria negativa. (Soluc: a=3x/2)

e) “ “ “

b) Un ndmero real negativo.
¢) Un ndmero imaginario puro con su parte imaginaria positiva.

situado en la bisectriz del 2° cuadrante

Sin necesidad de efectuar el producto en bindmica, hallar cuanto ha de valer m para que el complejo
z=(m-2i) (2+4i) tenga moédulo 10 (Soluc: m=#1)

Sin necesidad de efectuar el cociente, determinar el valor de a para que el médulo del complejo z = at ?'
sea 2 (Soluc: a=#2)

Hallar dos nimeros complejos sabiendo que su producto es -8 y el cociente de uno entre el cuadrado del
otro es la unidad. (Ayuda: utilizar la forma polar)  (Soluc: zZ1=4120° Y Z2=260° )

Hallar dos numeros complejos sabiendo que su producto es 4 y el cociente de uno entre el cuadrado del
otroes2  (Soluc: z, =(2¥4 ), yz, =}2),)

Interpretar geométricamente el resultado de multiplicar el complejo z=a+bi=r, por la unidad imaginaria i.
(Soluc: Se trata de una rotacion de 90° en el plano complejo)

Jg;ﬁ;sen75°=

Calcular cos 75° y sen 75° mediante el producto 13p.* 1450 (Soluc : COST75° = 7

~E+«Ej

Potencias en forma polar:

53.

Calcular, aplicando el método mas apropiado (es decir, operando en polar o en binédmica) en cada caso;
dar el resultado en forma bindmica:

a) (1+i)? (Soluc: 2i) K) (-2+243 i) (Soluc: 4096)

b) (2-2i) (Soluc: -8i) ) i7 =i (Soluc: -1)

c) (1+i)° (Soluc: -2+2i) 2i

d) (2+3i)° (Soluc: -46+9i) m) (4443 i’ (Soluc: -512)

e) (1-i)* (Soluc: -4) n) (-2+23 iy (Soluc : 128 +128+3i)

f) (—2+i)5 (Soluc: 38+41i) O) (\/g_i)s (Soluc: —16\/§—lﬁi)
(1+i)? 2 8. _

9 4+ (Soluc. 17 Flj ) (3‘;§ +3;Ij3 (Soluc: 27i)

h) 2+i 1
(1+i)? (S°'“°' 2 ') q) (-1+)® (Soluc: 25i)

o b 13,3 . 42 _

i) (i"+i ) (Soluc: -2-2i) r ( 1f|3) LSOIUC: ,E+LJ

) (1+)* (Soluc: -1024) (1+1) 272
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) (2+2V3i) (Soluc: -128-12843i) | B) (2-+2)? (~1-i (Soluc : 42 ——4+41)
(—1+iy
) (4+443 i) Soluc : 2048 —2048+/3i o m o
( ) Y) m (Soluc: Ly :—%—gi]
u) (2+2V3 iy (Soluc: —8+8J§i) (-4~ i) 2
-243 - 2iy* . _ .
v) (1+i)° (Soluc: -4-4i) %) (_1(4_\/503 (2? 27 (SO/”C- 42100 = —2\/5—2/)
w) (1+2i)° .3
2-23i .
X) (2+i5)3 (Soluc: 2+5i) €) (\/5.2-_ (SO/UC D 200 = _\/5_/)
y) (3+3i)° (Soluc: ~972-972i) (i)
243 - 2i) 33,33
2) ( I) \6 [Soluc: [3] =\/§+li] £) (\/§+I)[ 2+ 2 ! (Soluc: —i)
(—4\/54—4\/5 I) 4) 8 8 6
o) (1-V3i)* (V2 +421) ot V22
(—2J2 + 242 i)? ( oue: 7’7']

54. Dados los complejos z=+/3 —i, z,=3i y zz=1+i, calcular las siguientes expresiones, dando el resultado en

binémica:
a) ZitZ  b)zyzz c¢)(z)t d)z, (sm :a)2+2£+2_2£i; b)(N3 +1) + (J/3-)i; ¢)—8 +83i; d)—BiJ
Z3
55. Dado el complejo z=~2 —+/2 i, calcular z° -z (Soluc: -64)

56. a) Aplicando la férmula de De Moivre”, hallar sen 3a y cos 3ua. Comprobar las expresiones obtenidas
sustituyendo valores apropiados de a (p.ej. 0=30°)

(Soluc: sen 3a=3sen a-4sen’a; cos 3a=4cos’a-3cos a)

b) idem para sen 4a y cos 4a

c) idem para las ya conocidas sen 2a y cos 2a

Raices de un n° complejo:

57. Calcular las siguientes raices (dando el resultado en binémica en aquellos apartados marcados con (*)), y
representarlas en el plano complejo:

a) £ 1+i (SO|UC : %11,250, %101,252 %191,259 éi/izt}l,zs")

b) ¥1-i (Soluc : 82 1050 ¥/2 205 %3450)
()c) 4 % (SOlUC - 42 605, 42 1500 42 200 4\/5330‘1)

1-V3 i
d —1+3i 8 s U7 160 7
) 3 5 (SO|UC N2 459, V2 1650 N2 285")
=1

*)e) V=i [Soluc:i; —fi;i]

' Abraham De Moivre (1667-1754), matematico francés. Como dato curioso, parece ser que predijo
exactamente la fecha de su propia muerte: se dio cuenta de que cada dia dormia 15 minutos mas que el dia
anterior; a partir de ahi, conjeturé que el descanso eterno le llegaria el dia que durmiera durante 24 horas.
Ese dia aciago, calculado por él mismo, fue el 27 de noviembre de 1754.
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[ V2 2.
*)1) 3‘7*’7' [Soluc:f+\/2§i; —-0,97 +0,26i; 0,26—0,97ij

(*)9) Vi [Soluc:2+ﬁi; —Q—Qi ]
2 2 2 2
h) o/ 1= (Soluc : 0,89, 0,89, 5. 0,89,..)
V3 +i
i) ¥8i (Soluc : 2i; ++3 +i)
(i) =1 [SO.UC ;iﬂii.j
2 2
(*) k) V8 (Soluc:2; ~1++3i)
() -2+23i {Soluc:\/6—+2i' 2 2 6 */E—‘/G_i]
2 27 2 27 2 272 2
m) V4 -43'i (SOlUC : 25560 25500 23400)
(*)n) s % (Soluc - 20 i%ﬂ]
0) ¥—2+2i (Soluc - 8/8 33750 ¥/8 123750 /8 213,750 %303.750)
(*)p) ¥-16 (Soluc : 2 ++2i)
q) ¥-243 (SOlUC : 3300 31080 31a00; sze Saza0)
*n V-8+8V3 i (Soluc:\/§+i; —1+\/§i;—\/§—i;l—\/§i)
—1—i
* S 3
()=) —1+i
L ML
2 2
®u) 2 —-8+8i
1+i
—4
*)Vv) 4
1-/3 i
(*) w) —16i
V31
T2 T2
x) ¥-1
y) v-36
z) ¥-27
o) Y729

B) 4161500
7 4M SO|UC'@+ﬁi' —Q/l7_2+@i' —ﬁ—éﬁ_zi' Qﬁ_z—@i
3 +i 2 2 2

2 2 27 2 2

. i®+i®
(*)9) 3 >

58. TEORIA:
a) El numero 4+3i es la raiz cuarta de un cierto complejo z; hallar las otras tres raices.

b) ¢Pueden ser 2+i, -2+i, -1-2i y 1-2i las raices cuartas de un complejo? Justificar la respuesta.
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c) ¢Pueden ser 2580, 24000, 21720, 20440 Y 234160 1as raices de un complejo?  De cual?

d) El complejo 34 es vértice de un pentagono regular. Hallar los otros vértices y el numero complejo
cuyas raices quintas son esos vértices.

e) Una de las raices cubicas de un numero complejo z es i+i. Hallar z y las otras raices cubicas.

59. a) Hallar las raices cubicas de la unidad en forma binémica, y dibujarlas.

Soluc :1; 1Jfﬁi; _l_ﬁi
2 2 2 2

b) Hallar las raices cuartas de la unidad en forma binémica, y dibujarlas.
(Soluc : £1; +i)

¢) Hallar las raices quintas de la unidad en forma polar, y dibujarlas.
(Soluc :100;1720; L 12150; 12880)

d) Hallar las raices sextas de la unidad en forma bindmica, y dibujarlas.

T
Soluc : +1; iiiii
2 2

60. Resolver las siguientes ecuaciones en el campo de los complejos. Dibujar los afijos de las raices:

a) X*+8=0 (Soluc: -2, 1+3i) d) x*+1=0 (Soluc -+£+£i]
b) x*-16=0 (Soluc: #2, #2i) 2 2
c) ix*+16=0
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FUNCION. DEFINICION

Ejemplo 1: Considerar la funcion y:f(x):x2

Podemos estudiar su comportamiento utilizando un diagrama de conjuntos o diagrama de Venn':

f(x)=x*

Dom(f)=R Im(f)=R"

Ahora bien, en la practica lo anterior se suele indicar mas bien mediante tabla de valores:

X 2|-1|0|1] 2|3
f(x)=x> 4 1|0 1]4]|09

(NOTA: mas adelante veremos que esta funcién se trata de una parabola...)
Por ejemplo, se dice que la imagen de 3 a través de la funcion anterior es 9, y se designa como f(3)=9

iMuy importante!: Para que una funcién esté bien definida, cada x no puede tener mas de una imagen.

Definiciones:
« Una funcion es una aplicacién entre dos conjuntos de tal manera que a cada elemento —llamado x, o
variable independiente- del conjunto inicial le corresponde un Unico elemento a lo sumo —llamado

imagen de x, o f(x)- del conjunto final ».

Como acabamos de indicar, x se llama variable independiente , mientras que y es la variable dependiente
(ya que, obviamente, depende de x).

f(x) se llama imagen de x, mientras que x se llama antiimagen de f(x). En el ejemplo anterior, la antimagen
de y=9 seria x=13.

Dominio de definicién de la funcién: « Es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen»;
se suele designar como Dom (f), o Domf(x), etc. En el ejemplo anterior seria, l6gicamente, Dom (f)=R, como
se indica en el propio diagrama de conjuntos.

! Introducidos en 1880 por el matematico y filésofo britdnico John Venn (1834-1923)
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IN)

Imagen o Recorrido de la funcién:  «Es el conjunto formado por todas las imagenes f(x) posibles»; se puede
designar como Im (f), o R(f), etc. En el ejemplo anterior serfa, l6gicamente, Im (f)=R*, como también se indica
en el diagrama.

Por tanto, la definicién exhaustiva de esta funcion seria: ff R—— R"
X ——» f(x):x2

pero en la practica, por comodidad, se suele abreviar diciendo simplemente f(x):x2

GRAFICA DE UNA FUNCION (pags. 246 y 247 libro de texto)

Ejemplo 2: Construir la gréafica de f(x):x2 mediante tabla de valores.

X 5|-4|(-3|-2|-10|1|2 |3 |4]5

f(x)=x*

Definicion: «La gréafica de una funcién y=f(x) esta formada por los « puntos
(x,y) que verifican la expresion y=f(x)».

Observaciones:

1°) Podemos obtener graficamente el Dom(f) si nos desplazamos
imaginariamente de izquierda a derecha a lo largo del eje x y vamos viendo hacia arriba o hacia abajo
cuando existe imagen, es decir, cuando hay grafica.

De la misma forma, podemos obtener el Im(f) a partir de la gréfica si nos vamos desplazando
imaginariamente a lo largo del eje y de abajo a arriba y vamos viendo a izquierda y derecha cuando existe
antiimagen(es), es decir, cuando hay grafica.

2°) El hecho de que un mismo x no pueda tener mas de una imagen se traduce graficamente en que «Toda
recta vertical que se desplace imaginariamente a lo largo de la gréfica s6lo puede cortar a ésta a lo sumo
en un punto®».

Ejemplo 3: Dada f(x) = Jx , Se pide: a) Representarla graficamente.

b) Deducir su Dom(f) e Im(f) a la vista de lo anterior.

f(x)=vx

Dom (f)=

Im (f)=

En cambio, una recta horizontal que se desplace imaginariamente por la grafica puede cortar a ésta en varios puntos, lo
gue corresponde al hecho de que un mismo f(x) puede tener varias antimagenes ... (como ocurre en el ejemplo 2)
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1) CALCULO DEL Dom(f) DE LAS FUNCIONES MAS HABITUALES (pag. 34 libro de texto)

Vamos a ver una serie de '"recetas" para deducir el dominio de definicion de una funcién a partir
exclusivamente del tipo de expresion analitica, es decir, sin necesidad de dibujar su grafica previamente.

[1.1) Funcién polinémica__: «Dom[f(x) polinémica ]=R»

La explicacién es obvia: recordemos que el dominio de una funcién esta formado por todos los x para los que
existe imagen, y es obvio que, sea cual sea el polinomio, siempre va a existir imagen Vx e R.

[11.2) Funcién racional : Recordar que una funcién racional es toda aquella que se puede expresar como

un cociente, es decir, una funcién del tipo f(x) = M

h(x)

Pues bien, es obvio que para una funcion tal existird imagen siempre que el denominador no se anule; por lo
tanto: «El Dom(f) de una funcién racional estd formado por todos los x para los que no se anula el
denominador» . Expresado en lenguaje matematico:

Dom {f(x) = %} ={x/n(x)# o}

En la practica, esto se traduce en ver cuando se anula la expresion del denominador, es decir, resolver una
ecuacion; aquellos x que sean raices del denominador tendremos que excluirlos del dominio:

Ejemplo 4: Obtener, razonadamente, el Dom(f) de las siguientes funciones racionales:

a) f(x) =é

b) 1= >

c) f(x)= x22+4
I11.2) Funcién irracional : Recordar que una funcion irracional es aquella en la que la x figura dentro de
una raiz.

En este tipo de funciones es evidente que, si el indice de la raiz es par, entonces existirh imagen siempre que
el radicando sea =0; ahora bien, si el indice es impar, no hay ningun problema en que el radicando sea
negativo. Por lo tanto: «El Dom(f) de una funcion irracional de indice par esta formado por todos los x
para los que su radicando es  =0». Expresado en lenguaje matematico:

Dom [f(x) = pf’{/@} = { x [ g(x) = O}

En la préctica, esto se traduce en resolver una inecuacion:

Ejemplo 5: Obtener, razonadamente, el Dom(f) de las siguientes funciones irracionales:
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a) f(x)=+x-9

b) f(x)=+/x*-9

a) f(x)=3Ux®>-4x+3

b) f(x)=+x*+9

c) f(x)=xx-9

NOTA: Para hallar también analiticamente el Im(f) habria que obtener, previamente, la inversa de f(x) —como
veremos en el apartado VIII-, y hallar a continuacién el dominio de ésta; como ello puede resultar
complicado, se recomienda preferiblemente hallar el Im(f) graficamente.

IV) PROPIEDADES QUE SE DEDUCEN DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION

IV.1) Continuidad : «Una funcién es continua si puede dibujarse su gréafica sin levantar el lapiz del
papel ®. En caso contrario, se dice gue es discontinua»

NOTA: La continuidad se indica siempre respecto al eje Xx.

En el tema 8 (Limites y continuidad) veremos una definicion mas formal de continuidad, que nos permitir4, ademas,
obtener la continuidad de una funcion sin tener que representarla. De momento, nos contentaremos con esta definicion
"intuitiva", a partir de la gréfica.
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IV.2) Crecimiento y decrecimiento. My m

Idea intuitiva:
f(x") - \
" / 09 [\
f(x
7 X X X X' T~
FUNCION CRECIENTE FUNCION DECRECIENTE

Def: «Una funcién es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple que, a medida
qgue aumentan las x, aumentan también las imagenes f(x) correspondientes».

«Una f(x) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple que, a medida
gue aumentan las x, disminuyen las imagenes f(x) correspondientes».

Mas formalmente:

f(X) es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x' = f(x) < f(x’)

f(x) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x' = f(x) > f(x)

Observaciones:
1°) Para indicar que una funcion es creciente utilizaremos el simbolo 7, y N si es decreciente.

2°) En el caso de una funcién constante, la definicion seria: x < x' = f(x) = f(x)

B En general, las funciones no son siempre crecientes o siempre decrecientes, sino que presentan intervalos de
crecimiento o monotonia:

<4— CREC —»4—— DECREf —»<¢— CREC

|

m

Def: «Una funcién presenta un maximo (M) en un punto si en las proximidades de dicho punto pasa de
forma continua de creciente (7) a decreciente (N) ».

«Una funcién presenta un minimo (M) en un punto si en las proximidades de dicho punto pasa de
forma continua de decreciente (N) a creciente (7) ».

Mas formalmente:
f(x) tiene un M en x=a si en todos los x proximos a ese punto se verifica f(x)<f(a)

f(x) tiene un m en x=a si en todos los x proximos a ese punto se verifica f(x)>f(a)
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Observaciones:
1°) Los intervalos de crecimiento, también llamados de monotonia, se indican respecto al eje x.
2°) Los M y m que hemos definido se llaman extremos relativos®.

3°) Cuando veamos el ultimo tema (Derivadas), veremos una forma rapida y comoda de obtener los intervalos
de crecimiento y los extremos relativos, no grafica sino analiticamente.

49) Puede haber varios M o m, no haber, o infinitos.

59) Si la f(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

IV.3) Cortes con los ejes

Observando la siguiente grafica ejemplo:

es facil entender la forma de obtener analiticamente —es decir, sin necesidad de dibujar previamente su
gréafica- los puntos donde una funcién corta a los ejes de coordenadas, y que se resume en la siguiente tabla:

CORTE CON: ¢COMO SE CALCULA? ¢CUANTOS CORTES PUEDE HABER?

) Haciendo y=0 . .
eje x L ninguno, uno, o varios
(Supone resolver una ecuacién)

ejey Sustituyendo x=0 uno o ninguno

4 Zo - .. . L. ..
El maximo y minimo que estamos definiendo se llaman extremos relativos o locales; el proximo curso los definiremos
mas formalmente, y también veremos que hay extremos absolutos...
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IV.4) Simetria :

a) f(x) PAR:

f(-x)=f(x) = f(x) simétrica respecto al eje y [f(x) SIMETRICA PAR]

\
Voot
(-
' X

=X

b) f(x) IMPAR:

f(-x)=-f(x) = f(x) simétrica respecto al origen [f(x) SIMETRICA IMPAR]

Observaciones:

1°) En la practica, para ver si una funciéon es simétrica a priori, es decir, sin necesidad de representarla
graficamente, tenemos que hallar f(-x), es decir, reemplazar x por —x (jutilizando, cuando sea necesario,

paréntesis!), y simplificar la expresiéon resultante; a continuacién, tenemos que ver si f(-x) corresponde a
alguno de los siguientes tres casos:

f(x) = PAR
f(=x)=7 —-1f(X) = IMPAR
ninguno de los anteriores = no es simétrica

2°) Existen mas tipos de simetria, pero nosotros este curso sélo vamos a ver estos dos.
3°) Una funcién no tiene por qué ser siempre simétrica; de hecho, la mayoria de las funciones no lo son.

49) Utilidad de advertir a priori —sin necesidad de hacer previamente una tabla de valores para dibujar su
grafica- si una funcion es simétrica:  en caso de ser simétrica, podemos dedicar nuestros esfuerzos a la
parte positiva del eje x, y dibujar comodamente su mitad negativa sabiendo que sera simétrica...

Por ejemplo, si una funcion es par y presenta un M(2,5), necesariamente tendra otro en M(-2,5);
ahora bien, si fuera impar, lo que presentaria es un m(-2,-5).

5°) Se utiliza el adjetivo "par" porque la funcion simétrica par tipica es y=x®, es decir, con exponente par

(también tendria la misma simetria y=x*, y=x*-2x°, etc.). De la misma forma, la funcién impar por
antonomasia es y=x".
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V) TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

TRASLACION
hacia ARRIBA

y=f(x)£k { /

TRASLACION
y=1(%), hacia ABAJO

]
=

fo TRASLACION
hacia la
IZQUIERDA

y=f(x £k)

i TRASLACION
hacia la
DERECHA

k>1 CONTRACCION

O<k<1 y= EXPANSION

~
=

y=k-f(x)

1
=
=

(Reflexion +)
—1<k<0 EXPANSION

3 (Reflexion +)
k<=1 CONTRACCION

<

1
=
e

|
—

REFLEXION

respecto al EJE
y=—f(x) CUyEL(K X

REFLEXION
respecto al EJE
Y

y=f(=x)




VI) ALGUNOS CASOS PARTICULARES DE FUNCIONES

ax+b

VI.1) Hipérbolas °: Son curvas cuya expresion es de la forma |y = Td donde c#0
cX

A la vista de los ejercicios anteriores, para representar una hipérbola ya no es necesario hacer una tabla de
valores, sino seguir los siguientes pasos:

1°) CORTES EJES:  Xx=0 =

1°) CORTESEJES: AH: |Y=—

A.V: cx+d=0 = |X=-

ola

VI.2) Euncioén "parte entera"  f(X)=Ent(x)

« Es la funcion que asocia a cada x el entero mas préximo situado a su izquierda en la recta real».

Por ejemplo: Ent (5,3)=5

Ent (5)=5
Ent (-4,7)=-5
Ent (-3)=-3

etc...

VI1.3) Eunciones a trozos

Para obtener la gréafica de una funcién definida a trozos, también llamada definida por ramas, hay que
representar cada rama en su dominio particular de definicibn, como puede observarse en los siguientes
ejercicios:

5 . . s , . . ., o2 z z
En realidad las hipérbolas que aqui definimos se llaman hipérbolas equilteras; el caso mas general se veréa en el apdo. VIII.
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VI.4) Funcion valor absoluto _:  (pag. 251 libro de texto)

Definicion:

-X Si X<0

f(x) = || ={

Por lo tanto, su representacion gréfica sera:

Conclusion: Pasos a seguir para representar |f(x)|:

1°) Representar f(x):
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29) Las partes positivas (i.e. por encima del eje x) de f(x) se dejan igual, y las negativas se reflejan respecto al
eje x:

Por lo tanto, la clave a la hora de dibujar |f(x)| es ver cuando se anula la funcién del interior del valor
absoluto, es decir, f(x).

VIl) COMPOSICION DE FUNCIONES. FUNCION INVERSA  (pags. 256 y 257 libro de texto)

Supongamos f(x)}
9(x)

Se define: (gof) (x)=g [f(x)]=meter f en g Se lee "f compuesta con g"

(fog) (x)=f[g(x)]=meter g en f Se lee "g compuesta con f"

Mas en detalle:

gof
X f—» ) — 2 » g[f(x)]
meterfeng
Ejemplo 7: Sean f(x)=x*+1 (gof) (¥)=g[f(x)]=
1
a(x) =~
X

(fog) (x)=f[g(x)]=

meter g en f
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¢ Para qué se define todo esto? Para entender el concepto de funcion inversa:

«Cuando dos funciones son tales que al componerlas entre si se neutralizan (es decir, se obtiene x),

entonces se dice que son inversas entre si».

., L, . . -1
Notacién: «A la funcién inversa de f se le denomina f ».

Ejemplo 8: Comprobar que f(x) =/ } son inversas: (fof_l)(x):

fH(x) = x*

(fof) (%)=

Representarlas graficamente sobre los mismos ejes, y sacar conclusiones:

————————————————————————————————————————————————————————————————————
'
' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '
'
--------------------------------------------------------------------
' I 1 1 ' 1 ' ' 1
' ' ' ' ' ' ' ' '
'
'
[ [ — [EPEEE N [ —— R — [ [ T [ [Ep——
' | ' ' ' ' ' ' '
'
'
' ' ' ' ' ' ' ' '
e [EPEEE N [ —— R — [ [ e [Ep——
' ' '
' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '
[UR—— [ —— [EPEEEN [—— [ — [E S [ (S [ — [
' ] '
' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' '
' ' '
T T T T T T T T T
' ' ' ' ' ' ' ' '
'
'
' ! ' ' ] ! ' ] '
el T [t i r----- aTTmoo- TomTT Calaiaiaielel el [
'
'
' ' ' ' ' ' ' ' '
' ! ! ! ] ! ' ] !

Concl usiones:

1°)|Se llama funcién inversa de f, y se designa como f _l, a otra funcién que verifica:
(fof ) (x)=x

(f'of) (x)=x

s -1 . . . . P -1
2°) «La gréfica de f ~ se obtiene a partir de la de f intercambiando la x y la y = las graficas de f "y f son
simétricas respecto a la recta y=x, bisectriz del 1% cuadrante».

Método para hallar analiticamente la funcion inversade ot ra: 1°) Intercambiar X

2°) Despejar la nueva y
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CONICAS

Si giramos una recta (llamada generatriz ) alrededor de un eje, se obtiene la superficie conica de la figura,

formada por dos conos opuestos por el vértice:

eje

vértice

generatriz

Si dicha superficie es cortada por un plano en diferentes posiciones se obtendra toda una variedad de
coOnicas, que se pueden concretar basicamente en 4 casos:

X317

CIRCUNFERENCIA ELIPSE PARABOLA HIPERBOLA

Todo ello se puede resumir en la siguiente tabla:

CIRCUNEERENCIA El plano que f:orta es | al eje (y no
< pasa por el vertice) Si el plano pasa por el
C%%ﬁfgis vértice, IF; cénicg degeﬂerada
El plano que corta es oblicuo al eje | €S UNPUNTO
ELIPSE O y corta a todas las generatrices (y
no pasa por el vértice)
El plano que corta es // a una de Si ol ol |
i - _ i el plano pasa por e
PARABOLA las generatrices -por lo tanto corta vértice, la conica degenerada
a un solo cono- (y no pasa por el | o5 UNA RECTA
CONICAS vértice)
ABIERTAS - |
5 Si el plano pasa por e
HIPERBOLA El plano corta a’ I(_)s dos conos (y vértice, la cénica degenerada
no pasa por el vértice) son DOS RECTAS
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Veamos a continuacioén sucintamente las ecuaciones de estas curvas:

VIII.1) Circunferencia : (pags. 216y 217 libro de texto)

Su ecuacion es de la forma® |x* +y? +Ax+By +C =0

VIII.2) Elipse : (pag. 223 libro de texto)

La ecuacion reducida (i.e. centrada en los ejes) de la elipse es

N

X2
+
2

Q
%S
'1

b{
donde a: semieje mayor

b: semieje menor

Nétese que la circunferencia es un caso particular de la elipse.

VI111.3) Hipérbola:

La ecuacion reducida (i.e. centrada en los ejes) de la hipérbola es
~ z'
\\ ’/
\\ ’/
2 2 S -
XY 4 N P
a2 b2 s N\~
/’, \\
A a \\\
cd \\\
donde a: distancia de un vértice al origen - )

Nétese que la hipérbola tiene dos asintotas’.

VIII.1) Pardbola: Ya hemos visto repetidamente a lo largo del tema que toda curva de 2° grado es una
parabola, y viceversa:

y =ax®+bx+c

6 . . . . . . . ..
En realidad, para que se trate de una circunferencia, los coeficientes A, B y C deben cumplir una determinada relacion,
la cual por cierto nos permite conocer el centro C y el radio R de la circunferencia; pero todo ello excede los contenidos
del presente curso...

7 e 2 S L L ax+b
Si éstas son L, entonces la hipérbola se llama equilatera, y su ecuacion es de la forma y = r ;. estas son
cxX +

precisamente las hipérbolas que habiamos visto en el apartado VI.1.
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EJERCICIOS de FUNCIONES

Concepto de funcién

1. Dada f(x)= Jx , se pide: a) Razonar que se trata de una funcion.
b) Calcular f(4), f(1), f(0), f(-9), f(1/4), f(2) y f(v2)
c¢) Hallar la antiimagen de 3, de 25y de -4
d) Razonar cuél es su Dom(f) e Im(f)

2. Idem para f(x)=2x+1

3. ¢Cuales de estas representaciones corresponden a la grafica de una funcién? (Razonar la respuesta):

n | L\ 0 d)
AWA
\/

.
DY BN A

4. ¢Cuél es el Dom(f) e Im(f) de cada una de estas funciones?:

a) b) c)

-1 |

’ B Y

5. De un cuadrado de 4 cm de lado, se cortan en las esquinas triangulos
rectangulos isésceles cuyos lados iguales miden x.

e

/

a) Escribir el area del octdgono que resulta, en funcion de x 4cm

b) ¢Cual es el dominio de esa funcién? (Y su recorrido? l X

Gréafica de una funcion

6. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion se pide:
i) Tabla de valores apropiada y representacion grafica.
i) Dom(f) e Im(f) a la vista de la gréfica.

i) im0y lim f(x)

a) f(x)=3x+5 c) f(x)=x>

b) f(X)=x’-4x+3 ¢vértice? d) f(x)=x*

82



Jasintotas?

e) f(x)=2 i) ) = 1
x? +1
) fx)=+vx-9

9) f(x):i ¢asintotas? Iimo fx) y Iim0 f(x) ?
X X 0 X - 0"

h) f(x):LLz casintotas? |Xim2_ f(x) y |Xim2+ f(x) ?

Céalculo del Dom(f) :

7. Obtener analiticamente , de forma razonada, el Dom(f) de las funciones del ejercicio anterior,
comprobando que se obtiene el mismo resultado que gréficamente.

8. Sin necesidad de representarlas, hallar analiticamente el Dom(f) de las siguientes funciones:

a) f(x)=x*+x®-3x+1 i) f(x)=v2x-5 N f(x) = —2X
5) 109 =2 ) f9=¥a-x 1
X+ —
K ) =x2 -9 §) f(X)=————
o 0= 1 e Jx? - 5x+6
x? —2x-8 ) f(x)=vx*+2x-8 D )= 14
d) f(x) = 2 m) f(x) =Vx? +5x +4 X*+2x+1
4x2—x2 ) < u) f(x)=¥x?+5x+4
n =
€) f(x)= 2 516 9 x*-16 V) f(x)=vVx®+2x+1
2 0) fy=—3*1_
f) f(X)—m (2X—3)
9) f(x)=vx+5 p) f()=,| 3
) 00 1 X —X—-6
X) =
Jx+5 =1
X+5 a) f(x) N

(Soluc: a) IR; b)IR-[-5}; c)IR-{-2,4}; d)IR-{0,4}; e)IR-[#4}; f)IR; g)[-5); h) (-5, c); i) [5/2,00);
) (co04]; K) (-o0,-3]U[3,29); 1) (-e0-4]U[2,e); m) (-e0-4]U[-1,0); n) (-4,0]U(4,9); 0) IR-{3/2}; p) [-3,-2)U(3,);
q) 42 nNIR; s)(-22)U@B.e); 1)IR{-1}; u)IR; Vv)IR)

Propiedades gue se deducen de la grafica de una funcién

9. Alavista de sus gréaficas, indicar la continuidad de las funciones del ejercicio 6.

10. A la vista de sus graficas, indicar los intervalos de crecimiento y los posibles M y m de las funciones del
ejercicio 6.

11. Hallar analiticamente los posibles puntos de corte con los ejes de las funciones del ejercicio 6, y
comprobar que lo obtenido coincide con la grafica.

12. Hallar los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones (en el caso de las cuatro primeras,
dibujar ademés, Unicamente con esa informacion, la gréfica):

a) y=2x-6 &) y= x> -4 h) y= 2X+42 ) f)=Vxi+x-2
— 2 _ X+2 X+
b) f(x)=x*+2x-3 2 4 K) y=vx2+9
c) f(x)=x®+x+1 ) f()=vox+4 i) y=X 3 2
¥ -1 ) f(x)=x°-6x*>+11x-6
d) f(x)=x° -x? 0) f()=v2x+4
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X2 +4 0) f(x)=x*-1

m) =
y X+2

n) f(x) :X;:l

(SO'UC: a) (3,0)!(0,-6): b) ('3!0)!(1!0)1(01'3)1 C) (011)1 d) (010)1(1!0)1 e) ('210)1(210)!(0!'2)1 f) ('210)1(012)1 g) (0!4)'
h) (-4,0),(02); 1) (43,0)(18,0)(03); ]) (:20).(1.0); k) (0.3); 1) (1.0).(2.0).(3.0).(0-6); m) (0.2): ) (0.-1);
0) (-1,0),(1,0),(0,-1))

13. Hallar analiticamente la posible simetria de las funciones del ejercicio 6, y comprobar que lo obtenido
coincide con la grafica.

14. Hallar la posible simetria de las siguientes funciones:

a f = 4 2 ) 2
) 109 =x o) fx) =25 *1 D ofg=—2 m) y ==X
b) f(x) = x* X -1 X“+6 x-1
2 2
C) f(X) — X4 _X2 h) y - X +1 k) y: 2):;)(_1 n) f(x):x+ X2 +1
d) f(x) =x* - x? X
3
e) f(x) = 2x -3 i) y=_2X D f(x)= 0) y= YX=2
y 2 X— y
s 3 X +1 X +3
f) f(x)=x>—x
(Soluc: a) par; b)impar; c)par; d)nosimétrica; e)no simétrica; f)impar; g)par; h)impar; i) impar; j) par;

k) impar; 1) no simétrica; m) no simétrica; n) no simétrica; o) no simétrica)

15. a) ¢Una funcion puede ser simétrica par e impar al mismo tiempo? Razonar la respuesta.

b) Demostrar que toda funcién impar definida en el origen necesariamente pasa por éste

16. Estudiar los puntos de corte con los ejes y la simetria de las siguientes funciones:

4

a) f(x) = e

b) y= x2+3
X +1

C) y:%

x*-9

x% +1

d)y=

e)

4x+12

f(x)=
) 3X+6

Estudio completo de una funcion (1)

17. Dada f(x)=2x3-3x* se pide: i) Dom(f)
valores apropiada y representacion grafica.
continua?  vii) A la vista de la grafica, indicar su Im(f)

ii) Posible simetria. iii) Posibles cortes con los ejes. iv) Tabla de
V) Intervalos de crecimiento. Posibles My m. vi) ¢Es
viii) Ecuaciéon de las posibles asintotas.

iX) xlim_ fx) y XIim f(x) x) Hallar la antiimagen de y=-1

18. idem para:

a) f(x):x3—3x Antiimagen de y=2 h) fx) = Antimagen de y=-1/3
2 _
b) y= x+2 Antiimagen de y=1 X" =9
. X _21 i) fx) = =° _28)( Antiimagen de y=-2
C) y=X"-2X Antiimagen de y=-1/2 X
d) y=_2X Antiimagen de y=4/5 D oy=—2— Antiimagen de y=-1/2
x% +1 X +x+1
e) f(x):xs—3x2 Antiimagen de y=-2 K) y= X Antiimagen de y=-1/2
2 x> -x+1
f) f(x)=— Antiimagen de y=2
) (=7 g y ) yo b
g) y=-x>+12x Antiimagen de y=-11 (x-1)
m) y=+/-x*+4x+5
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Transformaciones de funciones

19. Completar la siguiente tabla (véase el primer ejemplo):

y=x’

TRASLACION
hacia ARRIBA

y=X"-2

TRASLACION
hacia ABAJO

TRASLACION
hacia la
DERECHA

TRASLACION
hacia la
IZQUIERDA

CONTRACCION

EXPANSION

(Reflexion +)
CONTRACCION

y=-(-4x+4)=-x"+4x-4

REFLEXION
respecto al EJE X

y=(=X)?=4(=X)+4=XC+4x+4

REFLEXION
respecto al EJE Y
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20. a) A partir de la gréfica de f(x) =3, representar las gréaficas de f(x) =3x? +3, f(x) :J(x+3)2 » f(X) =Ix -2
y f(x)=32 (x —2)2 (cada una en distintos ejes), indicando el nombre de la transformacién obtenida.

b) idem con f(x) :%y las funciones f(x) = f(x) =
X

1
+1 X2 +1 3(x° +1)

y f(x) =

x?+1

c) Idem con f(x) =3¥x y las funciones f(x)=¥-x y f(x)=-¥x

21. A partir de la grafica de la hipérbola f(x) :1, representar sucesivamente (cada una en distintos ejes) las
X

x+3_1+ 1

X+2 X+2

hipérbolas f(x):x_it2 y f(x)=

22. a) Representar graficamente la hipérbola f(x) = -

+3 partiendo de la grafica de f(x) -1
X

b) idem con f(x) =3/~x + 2, partiendo de f(x) =3/x

23. Representar la funcién f(x)=Ent(x)

Estud io completo de una funcion (1)

24. Dadas las siguientes funciones definidas a trozos se pide: i) Gréfica. ii) Dom(f) e Im(f) iii) Posibles
cortes con los ejes. iv) Intervalos de crecimiento. Posibles My m. v) Continuidad. vi) Ecuacion de las
posibles asintotas. vii) lim f(x) y lim f(x) viii) Responder, ademas, a las preguntas particulares de cada

apartado:
a) fx)= x> si xO(-0,2) f(1), 1(3/2), 1(2) y f(-3)?
X si x [[2,0) ¢SAntimagen de y=17?
(), (2) y f(3)? ¢SAntiimagen de y=2?

¢Antiimagen de y=3? ¢Antiimagen de y=187?

x> -4  si x0(-,2) -3 si —5<x<0
b) f={x-2 si x0[24] €) fx)={ x si 0<x<2 &f(6), f(0)?

5 si x0(4,00) X+2 si x=22

2

Hallar la antiimagen de y=16

Hallar la antiimagen de y=1 f X2 si xO(~,]]

f(x) =
) il si xO(1,00)

3 si x<-1 {
€ fx)={1-2x si -1sx<1
3x-2 si x<0
42 si x=0

3x-1 si x=21

L)y f(-1)? R E

SAntiimagen de y=2?
JAntiimagen de y=-3?

' -x-2 si x0(-,2]
5x -2 si x<1 h) f(x) = . .
d) fx={ -2 si x=2 x2—4x  si x0(2,0)

x/2 si x>2

si x>0

X=-2
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5

si x<0

. X=5
) f=lJx+1 si 0<x<3
10 si x>3

X+2

¢f(0) y(3)?

¢, Qué x tiene por imagen y=07?
¢, Qué x tiene por imagen y=3/2?
¢, Qué x tiene por imagen y=1/27?

0 si x<0
h) ) = 3x—x2 si.05x<3
xX—-4 Si 3<x<6

0 si xX>6

¢ Vértice de la parabola?

X2 +8x+7 si x<-2

k) fx)=9 Vx+2 si —2<x<2

5x-18
2x -8
Hallar la antiimagen de 1y -8

X+4 si x<-1

x2-2x si —-1<x<2
0 Si x>2

D (0=

Hallar la antiimagen de y=1

X +15 Si X< -2

M) fx)={x?-4x+1 si -2<x<4

-X+7 si x>4

Hallar la antiimagen de y=6

Si X>2

n)

0)

p)

a)

Y

B

x+10 si x<-4
f(x)=4x*+2x si -4<x<1
3/x si x>1
Hallar qué x tiene por imagen 0
x> +2x+1 si x<0

f(x) = 1 si 0<x<4
x-3 si x=4

Hallar la antiimagen de y=4

-x+4 si x<-2
f(x)=9 x> -x—-6 si —2<x<6
24 si x>6

Hallar la antiimagen de y=14

x* =4  sixO(-»,2)
f)=1x-2  six0[25]
-X+6 si xO(5,)

¢, Cudles son las antiimagenes de 1y 16?
x> +8x+7 si x<-3

fx)=4 x-5 si —3<x<2
X=2 si x=2

Hallar la antiimagen de -5

X2 —4x+3 si x<1
f(x) = x-1 si 1<x<4
X2 —4x+3 si x>4
X+5 Si X <-3
fx)=4 x2+2x-3 si-3sx<2
i si X=2
Xx-1

Hallar la antiimagen de 1
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26. Dadas las siguientes funciones valor absoluto  se pide: i) Definicién analitica por ramas. ii) Grafica.
iii) Dom(f) e Im(f) iv) Posibles cortes con los ejes. V) Intervalos de crecimiento. Posibles M y m.
vi) Continuidad. vii) lim f(x) y lim .f(x)
X - -00 X = o0

a) f(x) =[x -1 b) f(x)=|-3x+3| c) f(x) = [3x + 6| d) f(x) = ‘xz -5x + 6‘
e) f(x)=|x* —4x +3| f) f(x)=|-x* —4x -5| 9) f(x) = %XZ -x-4 h) f(x)=‘x2 —4x+5‘
) f09=|-x* +x~1 i) f(x) =|x* - 4x] K) f(x):% ) () =[9 x|
m) f(x) =|x| +x n) f(x)=|x+1+|x-1 0) f(x)=|3x+6/-2x-2 p) f(x):\/z
X

X441 six<?2 ‘x2+4x+3‘ six<-1
N f(x) =

Q) fx)=1 2 ) |
|2x-6| six=>2 (x-1°-2 six=-1

27. A partir de la gréfica de f(x):\x\, representar sucesivamente (cada una en distintos ejes) f(x):\x\ +3,

f(x) =|x -2

, () ==|x

, f)=[2x| Y f(x) =

X
3

Composicion de funciones. Funcidon inversa

28. Hallar fo g (Iéase g compuesta conf) y gof (f compuesta con g) en los siguientes casos:

a) f(x)=3x-5 g(x) =1/x C) f(x) =1/x g(x) = \/; e) f(x) = Jx g(x) = 1
b) f(x) = x? g(x) =3x -5 d) f6)=x g =X x* -4

29. ¢ Se puede componer una funcién consigo misma? ¢ Qué obtenemos si hacemos (fo f)(x) para f(x)=2x+17?

Hacerlo también para f(x) = 1 y f(x) -1-x
X x+1

30. Comprobar que las siguientes funciones son inversas y representarlas graficamente sobre los mismos ejes:
B f9=2x 9= b) f)=x*  g(x)=¥x 0) f()=x+1 g(x)=x-1

¢, Qué conclusién se obtiene a la vista de sus graficas?

31. Hallar la funcién inversa de:

- - ®)y= X1 h) y= x+1 (Soluc: coincide con %)
b) y=3+2(x—-1) 0 160 1 3x -1

c) y=2vx+1 2x +3

d) y =3/x (Soluc: coincide con f*) 9) y=2+Vx
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Problemas de aplicacion

32. Un técnico de una compafiia ha calculado que los costes de produccion (en €) de un determinado
producto vienen dados por la siguiente expresion:

C(X)=x*+20x+40000
donde x representa el nimero de unidades producidas. Por otra parte, cada unidad se vende al publico a
un precio de 520 €.
a) Expresar, en funcién del nimero de articulos producidos x, el beneficio y representarlo graficamente.
b) ¢ Cuantas unidades hay que producir para que el beneficio sea maximo? ¢ Cual es ese beneficio?
(Sol: 250 unidades; 22500 €)

33. La dosis de un farmaco comienza con 10 mg y cada dia debe aumentar 2 mg hasta llegar a 20 mg. Debe
seguir 15 dias con esa cantidad y a partir de entonces ir disminuyendo 4 mg cada dia.

a)Representar la funcion que describe este enunciado y determinar su expresion analitica, como funcién
definida por ramas.
b) Indicar cual es su dominio y recorrido. (Sol: Dom(f)=[0,25]; Im(f)=[0,20])

Conicas:

34. Dadas las siguientes expresiones, razonar en cada caso si corresponden a una circunferencia y, en caso
afirmativo, dibujar su grafica e indicar el centro y el radio:

a) X°+y*+25=0 (Soluc: C(0,0); R=5) d) x*+y*-10x+6y-15=0 (Soluc: C(5,-3); R=7)
b) X*+y?-4x+2y-4=0 (Soluc: c(2,-1); R=3) e) x*+2y*-3x-6y+5=0
c) X*+y?-2xy+8=0 f) x*+y*-4x+2y=0

35. Dadas las siguientes expresiones, razonar en cada caso si corresponden a una elipse y, en caso afirmativo,
obtener su grafica:

2 2 2 2
a) L+L:l d) L+L:1
25 9 16 36
2 2 2
b) L+X:1 e) L-L:l
16 4 9 4
C) x*+4y’=4 f) 25x% +9y? =225

36. Hallar la ecuacion reducida o candnica de una elipse de semieje mayor 4 y menor 3. Comprobarlo
graficamente.

37. Representar las siguientes hipérbolas:

a) X ¥ g d) 4y*-x* =4
169 e) 4x*-9y* =36

b y2 ><2

) 6 3 * f) 2x’-y*+2=0
2

c) X _y2=1
g Y
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X
=a

FUNCION EXPONENCIAL de BASE a  f(x)

«Es aquella funcion en la que la variable independiente figura en un exponente, es decir, toda funcion®

+

X

a,dondeacR -{1}».

del tipo f(x)

:2X

Ejemplo 1: Construir una tabla de valores apropiada y representar f(x)

-2

-3

-4

y=2"

Conse cuencias:

1°) Signo de f(x):

2°) Crecimiento:

Im(f)

3°) Dom(f)

4°) Asintotas:

59 [im 2"

X — o
lim 2* =
X —» —00

=27

0,5" =

dem con f(x)

Ejemplo 2:

<
™
N
-
o
A 1l
S
¥ E
[32)
!
X 8
¥ v o= £ . I
S L g8 4 F T
c E & 5 o
[5) o R ~— - AN v/
=] c % e = 8
” (] 2 — o %) .ma
— [} wn (@] [a) < - x
N O «+H N ™ < [Tl
= O

En la siguiente pagina se explica por qué se impone que ac R*-{1}

1
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Definicién : | Funcion exponencial de base a>0 (azl): R — R

X
X — a

NOTA: Se considera a>0 porque, en caso contrario, obtendriamos una funcién poco "congruente"; por
ejemplo, para f(x):(—Z)X:

f(2)=(-2)=4>0
Pero f(3)=(-2)"=-8<0
f(1/2)=(-2y* =v-2=0

etc.

Propiedades de la funcidon exponencial

1°) La funcién a siempre pasa por (0,1) y (1,a)
2%)a>1=>a CRECIENTE
a<l=>a DECRECIENTE
3°) Dom (f)=RR, es decir, «La funcién exponencial a * siempre esta definida *»

40) Im(f):R+—{0}, o dicho de otra forma, a>0 vxeR, es decir, «La funcion exponencial siempre es

estrictamente positiva »

5% a>1 = lima*=0" lima* = o

X — —00 X -

O<a<l = lim a* = lima* =0"

X —» —00 X —

6°) y=0 A.H., es decir, «La funcién exponencial a g siempre presenta el eje x como A.H. ®»

B Todo lo visto hasta ahora se puede resumir en las siguientes graficas:

y=0 AH.

2 s - . e
Notese que nos referimos a a*; por ejemplo, a'no estara definida en x=0

3 . .
De nuevo, nos referimos a a*; por ejemplo, a' presenta la A.H. y=1
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IN)

Caso particular: Cuando la base es e~2,718281828459... (cte. de Euler"), tenemos la funcion exponencial
de base e, utilizada muy frecuentemente. (Construiremos su grafica en el ejercicio 1 del
final del tema).

FUNCION LOGARITMICA de BASE a_ f(x)=log x

La enorme complejidad de los calculos que se presentaron durante el siglo XVI en los estudios
astrondémicos dio lugar a numerosos intentos de simplificacion, entre ellos la sustitucion de multiplicaciones
por sumas. Se debe al escocés John Napier (en latin, Neper) la invencion en aquella época de los logaritmos,
lo cual trajo consigo la funcion logaritmica. En cambio, el reciente desarrollo de la electrénica ha originado que
en la actualidad practicamente haya desaparecido la importancia de su utilizacion como técnica de calculo,
aungue no como concepto matematico.

. e e ., , . . ., . X
Definicion : «La funcién logaritmica y:Iogax (con a>0y a#1) es la inversa de la funcién exponencial y=a »

Ejemplo 3: Utilizando la tabla de la funcion y:2X (ejemplo 1), obtener la tabla de y:Iogzx y su gréfica.

FUNCION

INVERSA

X

y=2

q==t-==T--r--r--r--r--
' ' ' ' ' ' '
[P Y R R N e M

v v v v v '

FUNCION

INVERSA

* El nimero e, llamado constante de Euler -en honor al matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783)-, surge como
limite de la siguiente sucesion:
1 n
a, =|1+=
n

Por ejemplo, n=1 = a =2 n=100 = a, =
_ _1 22_ _ _
n=2 = a2—1,5 =2,25 n=1000 = &, 000~
_ _ 3_ _ _
n=3 = a3—1,33 =2,3703 n=10000 = a0 000~
_ _ 4_ _ _
n=4 = a4—1,25 = n=100000 = 300000~
n=5= a= n - o=|le~2,718281828459...

Se trata de un nimero irracional, es decir, consta de « cifras decimales no periddicas.
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(pq 2°=4)

=2

log,4

Notese en la tabla que:

=8)

3

(pg 2

,8=3

log

=16)

(pg 2"

=4

log,16

Y, en general:

obtener dicho nimero»

argumento o antilogaritmo

=N

X e ar
t\\
logaritmo

"
N

pog
base

|« El logaritmo en base a de un ndmero es el exponente al que hay que elevar la base para

Definicidn

pq
pq
pq
pq
Pq
pq

log,81

Ejemplos:

log,,100

log ,64

log,1/2

log,3

log,(-9)

. n
X como inversa de x

Némsequeentom)eﬁohaycbﬂaandogbcmnIaconoddadeﬁmdénde-Va

Ejemplo 4: Utilizando la tabla de la funcion y

y=log 1/2x

(ejemplo 2), obtener la tabla de y=log, ,,x y su grafica.

FUNCION

<
0
[id
w
>
<

z'<
.DS
Sf
=
FW

[l Al il il Tl sl Rl it Sl Bl sty Bttt

-2

-3

-4
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CONCLUSION: Propiedades de la funcion logaritmica

19) Dom(f)=R+—{O}, o dicho de otra forma, « No existe el logaritmo de un nimero negativo ~ °»

2°) Im(f)=IR, por lo que podemos afadir: «...pero un logaritmo puede ser negativo  »

39)[log,a=1| y |log,1=0

4°) a>1 = logx CRECIENTE
O<a<l = log,x DECRECIENTE
5% a>1= limlog,x=-c  limlog, X =
x-0" X — 00

a<l = limlog, x = o limlog, X = —oo
X — 00

x-0"

6°) x=0 A.V., es decir, «La funcion logaritmica log _x siempre presenta el eje y como A.V. ®»

B Todo lo visto hasta ahora se puede resumir en las siguientes graficas:

x=0 A.V.

x=0 A.V.

B Caso particula: LOGARITMOS NEPERIANOS ’: Son los que utlizan como base
e~2,718281828459...; tienen una notacién especial:

log . x=Inx

5 - .z . P . . L .
Notese que, puesto que la funcidn exponencial y la logaritmica son inversas, el dominio de una coincide con el recorrido
de la otra, y viceversa.

® Notese que nos referimos a log,x; por ejemplo, |ogz;)l( presenta Unicamente A.V. en x=1y x=2
X —

" Se llaman asf en honor a John Neper (1550-1617), matematico escocés que, como ya se ha dicho, ided los logaritmos.
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1) CALCULO LOGARITMICO

[11.1) Logaritmo de un producto : log (p-q) =log p+log q) Es decir, «El logaritmo de un
producto es la suma de logaritmos»

conocemos pyq

} p-g=a*-a’ =a*” =|log, (p-q) =x+y =log, p+log, q| (C.QD.)

Observaciones: 1) Esta formula es vélida en cualquier base.

2) Esta férmula se puede generalizar a 3 0 mas argumentos:
log (p-q-r)=logp+logqg+logr etc.

3) Esta formula -y las siguientes que veremos a continuacion- nos puede servir para
comprender como surgieron los logaritmos en el siglo XVI como instrumento para
facilitar los calculos astrondmicos con cantidades elevadisimas para la época (como
ya indicamos al comienzo del apartado Il). Vamos a explicarlo con un ejemplo:

Supongamos que queremos hallar el valor de N=1638457-1968334

(Recordar que, antes de la aparicion de las calculadoras, operaciones de este tipo
eran muy laboriosas) Tomamos logaritmos en ambos miembros:

log1638457 +10g1968334=IlogN

Se disponia de tablas de logaritmos muy completas, con las que se podia reemplazar
cada logaritmo por su valor:

6,2144...+6,2940...=logN
Es decir: 12,5085...=logN

A continuacion, se buscaba en las tablas el caso inverso, es decir, cual es el nUmero
cuyo logaritmo es 12,5085... (lo que se conoce como antilogaritmo ®):

logN=12,5085...= N=[3225030 620 638|

Hoy en dia todo esto se nos puede antojar algo laborioso, pero situémonos en
aquellos tiempos —no muy remotos’-, sin ordenadores ni calculadoras...

[1.2) Logaritmo de un cociente p

Ioga=logp—logq

Es decir, «El logaritmo de un cociente
es la resta de logaritmos»

8 Enla calculadora, para hallar un antilogaritmo, normalmente se utiliza la combinacion [SHIF —:
logN=12,5085...= N=| SHIF — 12,5085...=3225030620638

® por ejemplo, el uso generalizado de las calculadoras se produjo en la década de los 70 del siglo pasado...
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111.3) Logaritmo de una potencia__: log p” =n-logp Es decir, «El logaritmo de una potencia es
el exponente por el logaritmo de la base»

Dem: Vamos a probarlo para neN:

n términos n términos

‘Iogpn =log(p-p-p-.X...p)= logp+ logp+ .. Y+ bgp = n-Iogpl (C.QD)

Observaciones: 1) En realidad esta formula es vélida YvneR

2) Caso particular: LOGARITMO DE UNA RAIZ:

n 1
log¢/p =log p” =E-Iogp (CQD.)

Es decir: «El logaritmo de una raiz es el inverso del indice por el logaritmo del
radicando»

IV) ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS (pags. 78'y 79 libro de texto)

«Una ecuacién exponencial es aquella en la que la incOgnita aparece como exponente». Existen varios
procedimientos para su resolucién, dependiendo del tipo de ecuacion; basicamente, se pueden resumir en
tres:

1% caso: Algunas ecuaciones exponenciales se resuelven consiguiendo una igualdad entre dos potencias de
la misma base, con lo cual los exponentes tendran que ser iguales.

Ejemplo5: 4% =8*

2% caso: Cuando figuran sumas y/o restas de expresiones exponenciales, lo que suele funcionar es aplicar un
cambio de variable del tipo a*=t, con lo cual la ecuacion exponencial se transforma en una ecuacion
algebraica en t.

Ejemplo 6: 9* +3* =6642

96



% caso: En otros casos lo que suele funcionar es tomar logaritmos decimales (o también neperianos, segun
convenga...) en ambos miembros (jevidentemente, esto no funciona cuando al menos uno de los
miembros es una suma).

Ejemplo7: 2% =3*

NOTA: El saber cual de los tres procedimientos aplicar a una ecuacién exponencial concreta es una
técnica que requiere practica y sentido comuan; en algunos casos sélo funciona uno de los tres métodos,
mientras que en otros es posible que se pueda elegir entre dos de ellos, o cualquiera de los tres... Para
adquirir dicha técnica, resultara til el siguiente ejercicio:

«Una ecuacion logaritmica es aquella en la que la incégnita aparece en el argumento de un logaritmo». Se
resuelven siempre aplicando las propiedades de los logaritmos en orden inverso hasta lograr una igualdad de

m logaritmos de la misma base, con lo cual sus argumentos seran iguales (esto se conoce como propiedad
inyectiva):

Iogax=logay = XxX=y

iIMPORTANTE!: En este caso es fundamental comprobar las posibles soluciones obtenid as
sustituyéndolas en la ecuacion del principio, y descartar aquellas que conduzcan a un
logaritmo con argumento negativo.

Ejemplo 8: logx=2log 4

Ejemplo 9: 4 log x-1 = log 4+log (2x) (Sotuc - x = 2310)
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V) CAMBIO DE BASE

Formula del cambio de base de sistema de logaritmos: Iogbx = |OQM

Dem: Puesto que el logaritmo y la exponencial son funciones inversas, es evidente que:
X =a log 4 x

Tomando log, en ambos miembros, y aplicando la formula del logaritmo de una potencia, obtenemos la
férmula anterior (desordenada):

log, x =log, a***=log, x - log, a (C.QD)

Utilidad: La formula del cambio de base permite calcular logaritmos en cualquier base con las calculadoras
habituales, que sélo disponen de logaritmos decimales; en efecto, para ello basta con tomar b=10
en la férmula, con lo cual se obtiene:

log x =log, x -log a

Despejando:
log 2 X :loﬂ
log a
log9 0,9542... . .
Ejemplo: log,9 :Iog 3 = 0.4771.. =2 (Como puede comprobarse, aplicando la definicion...)
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EJERCICIOS de LOGARITMOS

Funcion exponencial v logaritmica

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, se pide: i) Tabla de valores y representacion
iv) Intervalos de crecimiento. v) Dominio y recorrido.

gréfica. ii) Signo de f(x). iii) Cortes con los ejes.
vi) Asintotas. vii) lim f(x) y lim f(x)
a) f(x)=10" y f(x)=log x b) f(x)=0,1 y

d) f(x)=3* y f(x)=log, x

B Definicién de logaritmo: loggN = x < aX =N

B Sistemas de logaritmos mas utilizados:

f(x) =log,, x

(donde a>0, a#1)

NOMBRE BASE | NOTACION DEFINICION
Logaritmo decimal a=10 log log N=x < 10X =N
Logaritmo neperiano1 a=e Ln, In INN=x<eX =N

Definicidon de logaritmo

2. Utilizando la definicion, hallar los siguientes logaritmos:

a) logs; 9 e) |ng\/§ i) log,64 m) log, 256

b) logs; 81 f) |ng\/§ i) logy 0,01 n) log,1/64

c) logs;1/9 0) 109101000 k) log,1/16 0) log, 0,125
d) logs(-9) h) log, 2 ) logs0,2 p) log,1

c) f(x)=e* y f(x)=Inx

donde e [12,718281828459... se
llama cte. de Euler; es un nimero
irracional.

q) log, 1024
r log,1/64
S) Iogy/E

t) log,log,4

(Soluc:a)2; b)4; c)-2; d) [; e)1/2; f)3/2; g)3; hy1/2; i)3; j)-2; k)-2; I)-1; m)4; n)-3; 0)-3; p) O;

q) 10; 1) -6; s) 3/2; 1) 1)

3. Calcular los logaritmos decimales de los siguientes numeros (sin calculadora) y comprobar el resultado:

a) 10.000
g) 10

b) 1.000.000
h) 1

c) 0,001

(Soluc: a) 4; b)6; c)-3; d)-6; e)8; f)-7; g)1; h)0)

d) 1/1.000.000

e) 10°

f) 107

! En honor a John Napier (Neper, en latin), matematico inglés (1550-1617) inventor de los logaritmos.
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4. Utilizando la definicion de logaritmo

a) log, 8=x
b) log,1/8=x
c) log 100=x
d) logzx=3

(Soluc: a) 3; b) -3; ¢) 2; d) 27; e)e”

e) Inx=2

f) logsx=-2
g) log,49=2
h) log, 8=3

i) In e’=x
i) logy64=1
k) log,25=-1

) 1091/100100=x

p) [; )0,0625; r) L; s) 1/5; t) 0)

Célculo logaritmico

B Formulas del célculo logaritmico:

Casos particulares:

a) log 1
6 36
b) log, 427
V243

c) log, =

d) loga%
a
2

e) Ine

1
f) log, Vo

g) log, V9

(Soluc: a) -2; b) 3/4; c)3/2; d)-1/2; e)2;
0) 1/5; p) -3/2; q) -1/2; r) [; s)5/3;

B 3I2; Y13, -714; & -3)

log (p-q)=logp+logq

Iog%=logp-logq

m) log, 0.01=2

n) Inx=-1/2

0) logizex=2

h) |n%

i) log,2
) logg2
k) loggv/32
) Inde

m) log, 64

1
n) Iog4a

3
0) log, Jo1

Aplicando las férmulas anteriores, calcular:

3
p) log, %

q)JE

In—
e

1 log,(-4)
s) log,3/32
t) log,~27

5
u) log, 24

V) 1

Ing/e_2

100

f) =3/5; g) 2/3; h) -1;

p) logx2=0

1
logp"” =n-logp||logVp =Hlogp
IogaaX =X a%% = x IneX =x 2T = 5
log,a=1| [log,1=0 fine=1] [n1=0]

1

109, V243

100

10

y) log
Z) 1

a) nt

e
B) log @

0,1

X) log /20 +log /5

log, ——
% 27 39

£)

, hallar el valor de x en cada una de las igualdades siguientes:

) 10go.25X=2

r log, (-16)=x
s) log,125=-3
t) logslogs 3)=x

; N 1/9; g)7; h)2; i)3;j)64; k) 1/25; 1) -1; m) 0,1; n) vele; o) 1/1296;

(todas son validas en cualquier base)

log,s125

i) 1/2; j) 1/3; k) 5/6; 1) 1/3; m) 6; n) -3;
t) 3/2; u) -9/5; v) -2/3; w) -5/2; x)1;vy)-1/3; z) -11/3; a) 3/4;



10.

11.

12.

Expresar en funcién de log 2 los logaritmos decimales de los siguientes numeros, y comprobar con la
calculadora:

a)16 d) 0,25 g) 1/40 i 0,32 m) /008
b)5 e) 0,625 h) 316 k) 0,08
c) 32/5 f) 250 ) 16/5 ) <80

(Soluc: a) 4log 2; b) 1-log 2; c) -1+6log 2; d) -2log 2; e) 1-4log 2; f) 3-2log 2; g) -1-2log 2; h) i/og 2; i) -1+5log 2;
3

j) -2+5log 2; k) -2+3log 2; 1) éﬂ+3/og2,§ m) _§+/ogz)

Expresar en funcion de In 2:

a) In8 b n® o) m‘;: d) m% e) Inv2e

(soluc:a)3mn2; b)1-In2; ¢)3-2In2; d) - L 4 o/pp; e 1*N2)
2 2

Expresar en funcion de log 2 y log 3 los logaritmos siguientes, y comprobar con la calculadora:

a)log 25 d) log 9/4 g) log 162 i) log 90 m) log /3,6
b)log 24 e) log /6 h) log 3,6 k) log 0,27
c)log 4/3 f) log 30 i) log1,2 I) log0,72

(Sol: a) 2-2 log 2; b) 3 log 2+log 3; ¢) 2 log 2-log 3; d) 2 log 3-2log 2; €) log 2 + log 3 ; f) 1+log 3; g) log 2+4 log 3;
3

h) -1+2 log 2+2 log 3; i) -1+2 log 2+ log 3; ) 1+2 log 3; k) -2+3 log 3; ) -2+3 log 2+2 log 3; m) -1/2+ log 2+ log 3)

Expresar en funcién de log 2, log 3 y log 7 los logaritmos siguientes:

a) log 84 b) log 0,128 c) log 0,125 d) log 14,4 e) log 312

Justificar las siguientes igualdades:

a) __l0g6*log2 _, b) log 125=3(1-log2) ) l096+log3log2 _, gy ;5210921
log9 +log 8 —log 6 log 9-log 3 4
e) 1+log8 _
log5+2log4

Sabiendo que log 7,354=0,866524..., hallar (sin calculadora):
a) log 735,4 b) log 0,007354 c) log 7354

Utilizando las férmulas del célculo logaritmico, desarrollar al maximo las expresiones siguientes:

a) log (2x)° d) In (ax’) 9) log P ) log ["‘”J
b) log (2°) e) In (ax)’ ' P
K) log~/mn
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) i P) log M =X 5) log (x"y")
m) log (¢-y?) yme e ) 1og 201
4
mr q) Iog(lO 3/;) q
n) log, | N
Pq ah’c’ u) n¥X
I‘) Iog X
0) logvm? —n? mp

(Sol: a) 3log 2+3 log x; b)log2+3log x; c¢)2log2+2logx-2logy; d)Ina+2Inx; e)2Ilna+2Inx; f) 7 log c;
3

g) log m+log n+log p-log g-log r; h) z/og 4: i) rlog m+rlog n-rlog p; j)-1-Inx; k) egm+logn. 3
4 2

n x;

m) log(x+y)+log(x-y); n) 71109 m-10g p-r109q ; o) fog (m *n)* g (M =11):0) o0 i x ytlog n-x - log 7 +x° )
2 2 2

q) /*/ogx ;. 2loga+3loghb+5logc-logm=10g p:s)nlogx+m logy; t) log 2+2 log m+3 log n-log p-4 log q
3

2

u) - /nx)

Nl

13. Obtener x en las siguientes expresiones:

a) logx=1+2loga (So/uc.'x=7032)
b _ 1 \ 22b6
) logx=2 (loga+3logb)— (2logc+logd Soluc : x =

2 cNd
c) |nx=w_3(2|na_|nb:

14. Sabiendo que x=7 e y=3, utilizar la calculadora para hallar:

a) log x* b) log (2x) c) log®x d) log (x+y) e) logx +y f) log XY
2
15. a) Hallar a sabiendo que log, %+ log,b =2 (Soluc: a=49)
ek og IN ’ .
b) Si logsN=3, ¢ cuanto valelog, N ¢, Cuanto vale N~ (Soluc: -8; N=64)
16. ¢ En qué base se cumple que log, 12+log, 3=2? (Soluc: a=6)

17. ¢V o F? Razona la respuesta:

a) log (A+B)=log A + log B d) lng —Inx
b) log (A>+B?=2log A+ 2log B 2

C) In 2x - e) log ﬁ =M>

Inx [® logC
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f) El logaritmo de un numero siempre da comq g) Los logaritmos decimales de numeros <1 son
resultado un namero irracional. negativos; en caso contrario, son positivos.

18. CURIOSIDAD MATEMATICA: Comprobar la veracidad de la siguiente formula, debida al fisico britanico
Paul Dirac (1902-1984), que permite escribir cualquier nimero N empleando solamente tres doses:

N=-og, log,

19. ¢Cuales son los niUmeros cuyos logaritmos decimales estan comprendidos entre 0y 2?7 ¢ Y entre 0 y -27?
(Soluc: 1y 100; 0,01y 1)

Ecuaciones exponenciales :

20. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales por el método mas apropiado, y comprobar el resultado
en cada caso:

a) 3*=48 (Soluc: x/B,5237) w) 3%-2%" =" (Soluc:
g x=1)
b X = Soluc: x/7-1,7549 2
) 2 27 (Solue: x ) X) e =¢° (Sol: x4=1, x2=3)
c) 2*'+4=80 (Soluc: x/5,2479) y) 2% =3 (Soluc: x/7-7,8380)
d) 2:3*-3*+3=0 (Soluc: x=1) z) 2% -3-2"+8=0 (Soluc: x1=1, x2=2)
e) 3" +3*" -3 =63 (Soluc: x=3) a) 3>* =729 (Soluc: x=5)
f) Q2x-3 — gx+1 (Soluc: x=-6) B) e* =73 (Soluc: x/11,1452)
g) 3%*2 4 91 = 810 (Soluc: x=2) y) 22X = 3% (Soluc: x/15,38)
X=3 — _ .
h)y 222%=-3 (Soluc: [7 soluc.) & o+ _1 (Soluc: x=#2)
8
) 5olzp+ S (Soluc: x=2)
5 €) 10° =1 (Soluc: x=3)
) 2e=3 (Soluc: x/4,4055) () 3*+3"™ =4 (Soluc: x1=0, x2=1)
K) 100-10* = ¥1000° (Soluc: x=3) n e*?+e'=e* +e (Soluc: x1=-1, x2=2)
) 3¥2=768 (Soluc: x/12,0949) 0) 272=768
m) 4°*2 =272 (Soluc: [7 soluc.) 1) ¥Ya=a" (Soluc: x=1)
n) 3% =37 (Soluc: x=1) K) e* -2e*+2=0 (Soluc: [/ soluc.)
0) 15y (Soluc: x/+3,2958) A) 4-142"+12=0  (Soluc: x1=2, xo=log 3/log 2)
eX
, W) 2%7".37x =52 (Soluc: x=1)
p) 5% 756 =1 (Soluc: x1=2, x2=3) ,
v) 2% =4 (Soluc: x1=0, x>=1)
Q) 3><.(32)X =93 (Soluc: x=2)
& 2.3 =4 (Soluc: x=1)
2x _ x+1 2 _ IX=
N e*-2e"+e?=0 (Soluc: x=1) 0) 2% =34 (Soluc: x=1)
S) 2*-10-2"+16=0 Soluc: x/0,83 .
) ( ) m 9 +2-3"=27 (Soluc: x=1)
t) 2x+2 + 2x+3 + 2x+4 + 2x+5 + 2x+6 = 31 (SOlUC: X:—2)
p) 4*-22"=6 (Soluc: x/1,5850)
u) e* -5e> +5e* +5e* ~6=0 (Sol: x1=2, xo=In2; x3=In3)
o) 11-3* -9 =18 (Soluc: x1=2, x.=log 2/log 3)
V) 2% = g%t (Soluc: x=3)
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) 3 =[1JZH (Soluc: x=-2) v) 27 -16=2"" (Soluc: x=3)

21. Considérese la siguiente férmula:
U=P(p+V)™*"
Despejar p (Ayuda: no es necesario utilizar logaritmos) (Soluc: p=-v +p°-U ™)

22. Sin necesidad de operar, razonar que ecuaciones del tipo:
2 +3*=0
424291 42=0
x?+5*=0, etc.

no pueden tener solucién.

Ecuaciones logaritmicas

23. Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas, comprobando la validez de las soluciones obtenidas:

a) 2 log x-log (x+6)=3 log 2 (Soluc: x=12)

b) 4 Iogz(x2+1):I092625 (Soluc: x=#2)

C) log ¢ +1)log -1 )=|ogg (Soluc: x=45)

d) In (x-3)+In (x+1)=In 3+In (x-1) (Soluc: x=5)

e) 2 log®x+7 log x-9=0 (Sotue - X, =10, x = V0 /10°)
f) 2In(x-3)=Inx-In 4 (Soluc: x=4)

g) log (x+3)-log (x-6)=1 (Soluc: x=7)

h) log (x+9)=2+log x (Soluc: x=1/11)

i) log (x+1)+log (x-1)=1/100 (Soluc: [J soluc.)

)i Iogx/m + Iog\/; =1 (Soluc: x=5)

K) log (X*-7x+110)=2 (Soluc: X,=2; X=5)
) 2Inx+31In (x+1)=31In2 (Soluc: x=1)

m) log (x2+3x+36):1+log (x+3) (Soluc: x1=1; x,=6)
n) In x+In 2x +In 4x=3 (Soluc: x=e/2)

0) 4log x-2log (x-1)=2 log 4 (Soluc: x=2)

p) In (x-1)+In (x+6)=In (3x+2) (Soluc: x=2)

q) 2 log x+log (x-1)=2 (Soluc: x=5)

r) 2log (x+9)-log x=2 (Soluc: x/1,81)

s) log (2x+6)-1=2 log(x-1) (Soluc: x1=2; X,=1/5)
t) log (x+11)-2 log x=1 (Soluc: x=11/10)
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u) log (6x-1)-log (x+4)=logx

(Soluc: x=1)
v) log x*+log x*=5

(Soluc: x=10)

Sistemas de ecuaciones exponenciales y/o logaritmicas:

Cambio de base:

Iogbx = Iogba-logax

(férmula del cambio de base)

24. Utilizando la formula del cambio de base se pide:

a) Demostrar que log, b dlog, a=1

b) Hallar la relacién entre el logaritmo neperiano y el logaritmo decimal.

c) Expresar Iogzx en funcion de logx (Soluc: log, x=3,3219logx)

25. a) Nuestra calculadora solo dispone de logaritmos decimales. Usando la féormula del cambio de base,
hallar log,5

b) Razonar que log,5 es irracional.

26. Volver a hacer el ejercicio 2, pero utilizando esta vez la calculadora y la férmula del cambio de base.
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NUMERICAMENTE

ANALITICAMENTE

GRAFICAMENTE

LIMITES DE FUNCIONES

) IDEA INTUITIVA DE Ixi[rlf(X) =L

Ejemplo 1 : La funcién f(x) =

x2 -1

no estd definida en x=1; investigar, rellenando las siguientes tablas

(mediante calculadora), su comportamiento en las proximidades de dicho punto, y explicar

graficamente la situacion:

X1 0,9 0,99 | 0,999...
f(x) -
X->1" 1,1 1,01 | 1,001...
f(x) -

= lim f(x) =

» = [mrco-

= lim f(x) =
x-1"

En la practica, los limites no se suelen calcular de esta forma, sino operando:

X2 -1
lim =lim

x-1 x =1 X1

(c+D0A) lim (x +1) = 2
X//i X1

Es decir, nétese que la f(x) del enunciado se comporta como la recta y=x+1, salvo en x=1 (punto en el cual no
esta definida); por lo tanto, su representacion grafica es:

Vemos que cuando las x se acercan a 1" (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a 2,
mientras que cuando las x se acercan a 1" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes tienden a
2°. Y todo ello es independiente de que, exactamente en x=1, la funcién no esta definida.

B Conclusiones:

1° Para que exista limite han de coincidir los limites laterales.

2° A efectos de Iimf(x,)no hay que tener en cuenta lo que ocurre exactamente en x=a, sino en las
X-a

proximidades ; de hecho, hay casos en los que en un punto no existe imagen pero si limite (como en

el ejemplo anterior), y esta es precisamente la utilidad del concepto de limite.

3° De todos modos, normalmente existen limite e imagen, y ambos coinciden, como en el siguiente

ejemplo:
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Ejemplo 2 : Dada f(x)=x*, obtener numéricamente, mediante las siguientes tablas, Iirr12f(x) :
X -

x-2 | 19 | 1,99 |1,999... \ _— -
= lim f(x) = y=x y‘
f(x) - x-2 3 f
> = Iirr;f(x) = 2 /

x-2"1 21 2,01 | 2,001... 1
= lim f(x) =
x-2%

f(x) >

J

Es decir, cuando las x se acercan a 2 (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a 4,
mientras que cuando las x se acercan a 2" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes tienden a
4", En este caso, la funcién si esta definida precisamente en x=2, y su valor es 4; es decir, en este ejemplo
limite e imagen coinciden (lo cual, por cierto, es lo mas habitual).

B Veamos ahora un ejemplo de funcién en el que no hay limite:

1 six<O0

Ejemplo 3 : Dada f(x) =1
Ejemplo 3 (X) {1 Six>0

se pide: a) Representarla. b) Hallar Iirrtl)f(x) graficamente.

. lim f(x) =lim (-1) = -1

= [Dim (9

lim fo)=lim 1 = 1
x-0" x-0

En este caso, al acercarnos a x=0" por la rama izquierda, las imagenes tienden exactamente a -1 (aunque
precisamente en x=0 no tengan el valor esperado, sino 1; de nuevo, téngase en cuenta que a efectos del
limite no hay que tener en cuenta lo que hace la funcibn exactamente en el punto sino en sus
proximidades...), mientras que al acercarnos a x=0" por la rama derecha, las imagenes tienden exactamente
a 1. Por lo tanto, como no coinciden los limites laterales, el limite global no existe

Podriamos ver mas ejemplos, pero todos ellos se resumirian en alguno de los 4 casos del siguiente esquema;
va a existir limite cuando x - a sélo en los tres primeros supuestos:

f(a) f(x)

f(a) f(a) _____

/

R [
0 lim f(x) =f(a) Clim f(x) = L Olimf(x) =L # f(a) Dlim f(x)

[Lo mas habitual] [aunque [f(a)] [aunque Of(a)]
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NUMERICAMENTE

ANALITICAMENTE

GRAFICAMENTE

Como resumen: «A efectos graficos, no va a haber Iimf(xD en x=a las dos ramas no coinciden»

1) limf(x) = o0 . ASINTOTA VERTICAL

Ejemplo 4 : Vemos facilmente que la funcion f(x) =

Xx-a

no esta definida en x=3; investigar, rellenando

1
(x-3)°

las siguientes tablas (inténtese sin calculadora), su comportamiento en las proximidades de dicho

punto, y explicar analitica y graficamente la situacion:

X3 2,9 2,99 | 2,999...
f(x) -
X-3" 3,1 3,01 | 3,001...
f(x) -

En la practica, se procede asi':

. 1 1

lim T
-3 (x=3)°  (07)
1 _ 1

lim = =
=3 (x=3)°  (0")

Graficamente, la situacion es la siguiente:

N
= lim f(x) =
X -3
>:> Iim3f(x)=
= lim f(x) =
x-3"
J
1
= = 00
0" . 1
=l g =
_ 1 o -3 (x=3)
0+

2 1 X=3 A.Va 5

Es decir, cuando las x se acercan a 3 (flecha izqda; rama izquierda) las imagenes correspondientes tienden a
hacerse infinitamente grandes i.e. «, y cuando las x se aproximan a 3" (flecha dcha.; rama derecha) las
imagenes tienden también a «. Y todo ello, volvemos a insistir, es independiente de que concretamente en
x=3 la funcién no esta definida. Esta es precisamente la utilidad de la nocién de limite:  incluso aunque la
funcion no esté definida en un punto, el limite da cuenta del comportamiento de la funcién en dicho

punto .

10" 0 0" se conocen como infinitésimos.
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En el ejemplo anterior, se dice que f(x) presenta una asintota vertical en x=3.

B Observaciones:

1° Cuando por sustitucion directa en un limite obtengamos k/0O, automaticamente tenemos que plantear
limites laterales, para discernir si el denominador es 0" 0 0, lo cual determinara si el limite finalmente es
0 0 -0 (en funcién también del signo de k).

2° Notese que, a la hora de calcular un limite, en el momento en que sustituyamos en la funcién,
desaparece el simbolo de lim.

W Definicion de asintota vertical : |lim f(x)= e = = x=a AV

Ejemplo 5 : Estudiar analiticamente lim

3 y explicar gréficamente la situacion. ¢Qué asintota vertical
X3 X —

presenta la funcion?

. 1
lim 3 =
X-3" - .

X = lim =
. 1 x-3 X =3
im =
x-3"X—3

) lim f(x) =L . ASINTOTA HORIZONTAL  (Ver pags. 282-283 y 286 del libro de texto)

Ejemplo 6 : Estudiar, mediante la siguiente tabla de valores, lim X +§
X - 00 X —
X 10 100 | 1000 | 10000... o < +3
=|lim £
X 00 ¥ —

X+3
f=—
0=

En la practica, como x - o, l6gicamente podemos despreciar el efecto de sumar o restar un ndmero finito a x,
por lo cual podemos proceder de la siguiente forma:

im X*3 < jim X =lim1=1

Xx-0 X —5 X X P

Es decir, cuando X - o (0 -»), nos quedaremos con el término
de mayor grado del polinomio  (lo que se conoce como término
dominante ), y despreciaremos términos de menor grado.
iNOtese que esto sélo tiene sentido cuando x o (0 -)! Esta
sera una técnica muy utilizada para calcular limites.
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Gréaficamente, la situacion estéa indicada al margen.

Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes correspondientes tienden a aproximarse
cada vez mas a 1", pero sin llegar a alcanzar jaméas el valor 1. Se dice entonces que f(x) presenta una
asintota horizontal de ecuacion y=1. (Por cierto que, por las razones explicadas en el anterior apartado,
también presenta una A.V. en x=5).

m Definicién de asintota horizontal _: | im f(x)=L = y =L AH.
(0 -)
B Observaciones : 1° La gréfica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x

2° En cambio, la gréfica de una funcion nunca puede cortar a una A.V.

3° En el préximo tema veremos un tercer tipo: las asintotas oblicuas

V) J(IETJO f(X) =0 . RAMAS INFINITAS (Ver pags. 286 a 289 del libro de texto)

Ejemplo 7 : Obtener lim (x* - x +2) mediante la siguiente tabla de valores:

X 10 100 | 1000... o b
=|lim (x> -x+2) = 17
= 16
f0)=X —x+2 15

Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes 10
correspondientes tienden a hacerse tan grandes como queramos, como queda

reflejado en la grafica adjunta. En la practica, y como ya hemos comentado en el 2 y=x'-x+2
apartado anterior, cuando X —o (0 -o) nos quedaremos con el término de mayor g
grado del polinomio (lo que se conoce como término dominante ), vy 4
despreciaremos términos de menor grado:
1
lirg(xz—x+2)=1inlx2:oo2:oo 101234656

De nuevo, adviértase que esta forma de proceder sélo tiene sentido cuando x - « (0 -), no cuando x tiende a
un numero finito. En el ejemplo anterior, se dice ademas que f(x) presenta una rama infinita.

B Regla practica : lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0 —) (0 -)
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V) PROPIEDADES DE LOS LIMITES?

1°) «El limite -en caso de existir- es unico»

29 [lim [f(x) £ g(x)] = lim f(x) £lim g(x)| es decir, «El limite de la suma (diferencia) es la suma (diferencia) de

los limites».

~

39) [lim [f(x)- g(x)] = lim f(x) -lim g(x)| es decir, «El limite del producto es el producto de los limites».

~

(x) _ lim f(x)

"™ 560~ im g0

(siempre y cuando lim g(x)z0)

59) limk =k| es decir, «El limite de una constante es igual a dicha constante»

6°) [lim [k -f(x)] =k -lim f(x)| es decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir (o entrar) en el limite».

7°) Limite de una potencia: ~ [lim [f{()]°® =[lim f()]""*“|  Ejemplo: lim e* =e” =

89) Limite de una raiz: |lim y/f(x) = /lim f(x)

9°) Limite de un logaritmo:  |lim log f(x) = log lim f(x)

VI) LIMITES INFINITOS E INDETERMINACIONES

* SUMA Y RESTA:  |oo+oo=co co+k=co  00-00=INDTDO.  -00-0c0=—co]

Notese que no podemos concluir que «-c sea siempre igual a 0, puesto que ambos « pueden ser, en
general, de distinto orden®; por lo tanto, el resultado de -0 tendra valores distintos dependiendo de
cada ejemplo concreto, y se dice entonces que su resultado es indeterminado, o bien que se trata de

una indeterminacién . La mayor parte de las indeterminaciones se deshacen operando. Veamos un sencillo
ejemplo justificativo:

X — 00 o

|im(x+2—5):m—oo:|NDTDo.:|im (%]zlimgzlim 1=1

Es decir, en este caso concreto «-c ha resultado ser igual a 1, pero veremos muchos mas ejemplos en los
gue puede resultar otro nimero (incluido, por supuesto 0), 0 e, 0 -, 0 incluso no existir.

% Todas estas propiedades son vélidas independientemente de que x—o 0 a un valor finito. Pueden consultarse las
demostraciones de estas propiedades en el libro de texto.

% En el caso de una incognita, si es cierto que a-a, 0 x-x, etc. es obviamente igual a cero; ahora bien, adviértase que en
el caso de w-o0 estamos hablando de limites, es decir, ambos « no tienen por qué ser exactamente iguales, sino que
pueden ser de distinto orden.
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o sik>0
* PRODUCTO: 00-00=00 00+ (~00)=~00 —00+(~00)=co w [k =JINDTDO. sik=0

—00 sik<0

Veamos un ejemplo justificativo de la indeterminacién anterior:

.ox=2 1 _ _ .o x=2 .o x _. 1 1
lim -— =o00-0 =INDTDO. = lim =lim —=lim —=—
Xoe D X Xoe 22X X 2% Xew 22
00 sik>0
= COCIENTE: 2= operar y/o hacer lim laterales sik=0 k =0 t® _NDTDO.
k . 00 +oo
-00 sik<0
0 _ k .
o INDTDO. 6:hacer lim laterales
Veamos ejemplos practicos de algunos de los casos anteriores:
. + . . .
a) lim Xlz :%:nm [(x+2)x ] = lim (X2 +2x) = lim x2 = w? = 0
X
+
b) lim =X*3 - ® _\NoTDO = lim =X = Im3=3
X 00 X 00 X—ow Y X - 00
2
— + -
o) 1imX"2=0 _\np1po = lim EFDXD) i sy = 2
x-1 X-1 X1 X-1 x-1
. X+3_ 4 _
x+3_ 4 |MSTTT0 " x+3 X+3
d) lim =—=!* = Olim—— (o bien, lim =*0w)
x-1x-1 0 i X+3_ 4 — x-1xX—=1 x-1xX—-1
x-1" X—=1 0+
lim X+3 4 4 —
x+3 _4 |t (x=1)? (O_)2 0 X
e) I|m1 5 =6= +3 4 4 = Iqu 5=
- (x—l) lim X -4 _4_5 - (x 1)

Como conclusién, hemos visto una serie de indeterminaciones que podemos resumir en cuatro®:

+ oo
’

olo

‘El préximo curso veremos las indeterminaciones de tipo exponencial: 1**, (ioo)o, 0°
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VIl) CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS

1°) Limites de polinomios:

lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0 -w) (0 -e)

2°) Limites de cocientes de polinomios:

a) [ p(x) _ 0] «Se resuelve factorizando numerador y denominador (habitualmente por Ruffini) y
'x'[na Q(x) = 0 eliminando a continuacién el factor x-a que figura repetido en ambos términos de la
fraccion»
Ejemplo:

2 -
|m)(2+27x8=9 =INDTDO =lim (%2)(X+4)=IimX+4=§:2
x-2 x> -x-2 0 -2 (x<2)(x+1) x-2x+1 3

B) |lim P(x) — ® | «Se resuelve recurriendo en numerador y denominador a los términos de mayor grado
x-= Q(X) | de cada polinomio®»

Ejemplos: Hay tres posibilidades:

AP+ X+2 o AxE
a) lim ————=—=INDTDO =lim —=1lm2=2
xo2 2X°+3X -1 o Xoo 2XT xow
X2 +x+3 _ ® X2
b) lim ———— =—=INDTDO = lim — = |lim X =
X 00 X+3 ) X0 X X - 00
. X+3 00 . X .1 1
¢) lim —————=—=INDTDO = lim —-=1lm —=—=0"
X-0 X< 4+ ¥x+3 0 X-w ¥ Xow X 00

3°) Limites de funciones irracionales:
a) «Se resuelve multiplicando numerador y denominador por el conjugado® de la expresion radical,
y operando a continuacién»

(NOTA: Caso de existir dos expresiones radicales, una en el numerador y otra en el
denominador, habria que realizar el procedimiento anterior dos veces, una por cada expresion)

® Existe otra forma alternativa, en general mas laboriosa, que consiste en dividir numerador y denominador por la mayor
potencia de x que aparezca en ambos polinomios.

®El conjugado de un binomio radical consiste en cambiar el signo intermedio de éste; por ejemplo, el conjugado de

JIx +2 es +/x =2
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Ejemplo:

x-4 _0 x-4)(Vx+2)  (=3)(Vx +2)
lim =— =INDTDO =lim =lim —I|m(x/;+2):4
x-4 [y =2 0 x-»4(\/;_2)(\/;+2) X4 % X4
b) e «Se resuelve dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia efectiva ’ de x que
o aparezca en cualquiera de las expresiones»
Ejemplo: 4 o
[o0]
X—-4 1- 4 /{
im—X=% -* —INDTDO = lim = lim —fim =14
m x2_p 1

X*""\/x -2 == X —2 x*""\/72
N,

Obsérvese en el ejemplo anterior dos detalles importantes:

8

» La x entra dividiendo en una raiz cuadrada también dividiendo, pero al cuadrado.

= El hecho de dividir por la mayor potencia efectiva de x nos garantiza que los limites parciales
que aparecen al final seran siempre cero.

C) «Se resuelve:

1°) Multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion radical, y operando a
continuacion; en algunos casos (cuando el numerador resultante dependa de x), como la
indeterminacion no desaparece sino que pasa a ser «o/o, ademas hay que recurrir al
siguiente paso:

2°) Dividiendo a continuacion numerador y denominador por la mayor potencia efectiva de
xX»

Ejemplos:

Iim —=

X VX2 +1 +x e VX% +1 +X

a) Iim(/x2+1 —X):OO—OOZINDTDO = lim (\/X2 +1 —XX\/)(2+1 +X) o x2 +1-x2

=fim—2 =1 -0

= JxZ2+1+x ©

. 5 . (\/x2+x—x VX2 + X +x)
b) lim X°+ X — X )= o0 — o = INDTDO = lim =
X —» X - 0 \/X2+X+X
= lim S Sl S lim X =2 - \pomDO =
oo x? 4 x + x xoo \Ix? 4 x + x 0
X
. . 1 . 1 1
= lim X = lim = lim =5

X — 2 X > 2 X »
WX x o, ox \/X T J“ T
X X x 2 x 2
1 _
00

"El adjetivo «efectiva» alude al hecho de que hay que tener en cuenta que, por ejemplo, en la expresion /x? -2, la x no
se comporta como X2 sino, de forma efectiva, como x
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Notese que en el primer ejemplo ha bastado con aplicar el primer paso del procedimiento, mientras que en
el segundo ha habido que aplicar los dos pasos.

CONSEJO: En los casos en que x- -0, se recomienda hacer el cambio de variable z=-x, que hace que
z -, como puede verse en el siguiente ejemplo:

cambio de variable x=-z

W1+ oz 2

lim 1+ x? _ = = INDTDO = lim 1+z° _ lim Z =
Xoo 1-x i zoe 1+ z zo@ ~V1+ z
0° z

1 z? 1

2 + 2 2 +1 1
= lim Z Z = lim z R

zw\/l R zw\/l R 0
z? z? ziﬁ z
0" 0*

VIII) CONTINUIDAD (Ver pag. 276 del libro de texto)

Intuitivamente, una funcion es continua cuando se puede dibujar sin levantar el 1apiz del papel.

Més formalmente, se define funcién continua en un punto de la siguiente forma:

|((x) continua enx=a « lim f(x)=f(a) | Es decir: “Una funcién es continua en un punto si el
x_a limite coincide con la imagen en dicho punto”

A efectos practicos, para estudiar si una funcion es continua en un punto, hay que comprobar:

1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que ambos coincidan

(En caso de no ser continua en un punto, se dice que es discontinua).

Por extension, diremos que una funcién es continua en un intervalo cuando lo es en todos los puntos de
dicho intervalo.

Vamos a recordar de nuevo el esquema-resumen visto en el apartado | del tema, e investigar en cada uno de
los cuatro casos si la funcion es continua en x=a, para lo cual aplicaremos los tres requisitos de la continuidad
arriba mencionados; observamos que la funcién es continua en x=a sélo en el primer supuesto:
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f(a)

/

Olim f(x) = f(a) if(x) CONTINUA en [f(a)
Olimf(x) =L

} =f(x) DISCONTINUA en x=a

f(a) f(x)

f(a);-~—-

[ e [

O lim f(x) =L # f(a)=f(x) DISCONTINUA en x=a Llim f(x)=f(x) DISCONTINUA en x=a

Nétese que en el dltimo caso la funcidn es discontinua, independientemente de que exista o0 no imagen.
Este hecho conduce a los siguientes 5 tipos de discontinuidades:

1) Evitable: «la funcién no es continua en x=a, pero 7 //'mf(x) finito»; se llama evitable porque podemos

redefinir f(a) =limf(x) de modo que la funcién pasara a ser continua. A este tipo responden los
X-a

supuestos 2° y 3° anteriores.

2) De 12 especie: Existen tres tipos:

2.1) De salto finito: «Existen ambos limites laterales y son finitos, pero no coinciden». El salto viene dado
por la diferencia entre los limites. A este caso pertenece el 4° grafico.

2.2) De salto infinito: «Un limite lateral es finito y el otro infinito». Se presenta entonces una asintota
vertical, pero por un lado. Graficamente, la situacion es la siguiente:

i f(x)

im0 =—co y i (9 =f(a)
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2.3) Asintética: «Los dos limites laterales son infinitos». Se da entonces una asintota vertical, por ambos
lados. Graficamente, la situacion puede ser la siguiente:

D\ ) N\ 00
~ i !
! o bien: i
Exza A.V. :x=a AV
B M
M fx) =—coy lim f(x) =co lim_ f(x) = lim f(x) = oo

3) Esencial , 0 de 22 especie: «Uno, o los dos limites laterales, no existe»

x2 -4 . .
, estudiar su continuidad en x=2

Ejemplo 8: Dada f(x) =

Aplicando los tres requisitos de la continuidad, vemos que falla el 1°, ya que [f(2) = f(x) es discontinua en
X=2 = |f(x) continua O x O §R-{2}|

(Notese que ello es independiente de que exista limite, como de hecho ocurre:

0o/0

2 _
im X_—4 = |imw=|im(x+2):4
x-2 X —2 X-2 x~2 X- 2
INDTDO.

Por lo tanto, se trata de discontinuidad evitable, es decir, bastaria redefinir la funcion de la siguiente forma:

x? -4
fx) =1 x-2
4 six=2

SiX#2

para que pasara a ser continua en x=2

Ejercicio 1: Representar las siguientes funciones, y estudiar su continuidad. Caso de presentar
discontinuidades, clasificarlas razonadamente:

:M
a) f(x) x
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el
0) f(x) =%

six<0
six>0

Continuidad lateral : Se dice que una funcion es continua por la derecha bajo la siguiente condicion:

f(x)continua enx =a" - lim f(x) = f(a)
x-at

Analogamente se define la continuidad por la izquierda.

Observaciones:

1° Obviamente, |f(x) continua en x = a’ ya < f(x)continuaenx=a

2° La continuidad lateral se suele aplicar a funciones definidas por ramas (ver, por ejemplo,
el ejercicio 18, o la pag. 279 del libro)
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EJERCICIOS de LIMITES DE FUNCIONES y CONTINUIDAD

1. Calcular los siguientes limites no indeterminados®:

a) lim 1 b) lim 2= c) lim (x* —4x+3) d) lim (x? +4x" e) lim (3x+5)
x=3 X x=3 X+ x4 x-1 x- =1
f) lim (1+Inx) @) limlogx h) lim (x®-3x*+4x' i) lim Jx )] Iimi
X-e ! x-0,1 X- -2 ! x-0" x4 \/;
2.
1 Dada la gréfica de la figura, indicar si existe lim f(x) en los

siguientes casos:
a) Cuandox —1

b) Cuandox — 2

¢) Cuandox — 4
d) Cuandox —5

\ 4

3. Representar la funcién
2 si x <1

f xF<4-x si1<x<3
X=2 six23

y obtener analiticamente lim f(x) cuando x —1, X —3, X =5, X — ®©, X — -

4. Dados los siguientes limites, se pide: i) Calcularlos.
A.V., indicar su ecuacion.
asintota:

i) En caso de deducirse de ellos la existencia de
iii) Explicar graficamente el comportamiento a ambos lados de la hipotética

a) lim by lim o) lim —2 d)fim —>X"2 gy jim — X1
4 (x—4F 1 (x—=1F 3 x—3 x4 (X =1)(x—4) 2 (x-2)(x-5)
. X = . X =1 . 1 - x+3 - X =1
im — AL h) lim — i) lim im —
" 1 (X =2)(x —-3) 9 1["31 (x+15§ ) x=0" X ) -2 (x—2% ) x>3 x2 -2x -3
, x-1 , X+2 , x-3 oo ) oo - Q)4 )40 f) O ,
k) xl'ﬂ m ' im m m) leml R (Soluc. a)w, b)-oo c)zoo, d)zteoo; €)zoo; f)0; g)zeo

h)o, i)£c0; j)2as; K)zeo; 1)+co; m)z+eo) A

5. a) Si la grafica de una funcion f(x) es la de la figura,
averiguar lim f(x) cuando x —0, X —X1, X —X3, X —Xg,

X —Xo
X1 X3

b) ¢ Qué rectas son asintotas? Xo X

! Es decir, se pueden hacer por sustitucion directa, ya que limite e imagen coinciden.
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f
. \ I/%
4 »
A
6 [—-
— h(x)
1
-1 2 5 "

Calcular los siguientes limites de funciones polinémicas:

A
g9
2
1
N T— >
-3 1 4
a) Dadas las funciones cuyas graficas

aparecen en las figuras, calcular sus limites
cuando x —0, x —2, X 53, X =4, X >,

X—> =

b) ¢ Cuéles son las asintotas en cada grafica?

a) lim K +x+1) b) lim ¢ +x+1" c) lim x-13 d) lim (x-17

e) lim x*-2x*-3x-10" f) lim (x®+2x+5) ) lim (x*+3x+1; h) lim (¢ +x*+x+7

) lim (3x* ~100x -50) ) lim 2x° +100x +200)

(Soluc: a)7; b)a; ¢)0; d) @, €)a f)-c g)a, h)-a i)cw; j) )

Calcular:

a) lim i+3 b) lm — C) lim 5—i d) lim 5—i e) lim 1
X X2 X— o \/; X1 X2 X X2 Xomn X
.2 .2 . +2 : ;

f) lim — g) lim = h) lim 9X2 i) lim 9X:2 P lim 9X:2
x=2 X X0 X X @ X X =0 X x-2 X

k) tim 2 ) lim 2+ m) lim 2~ n) lim 0,5 0) lim 0,5
X X —>® X =0 X— o X —®

p) lim (1+e*) q) lim (1+e) r lim i S) lim i t) lim logx
X ® X —o x> @ X>-o @ X— o

u) lim Inx V) lim log (¢ +1) W) lim |n[1+1j X) fim — y) lim Ini2
x>0 X— X0 X X 1+Iog\/; Xo=o X
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2) lim (Iogx+3);:2j a) lim (1+e—1x) B) lim [X’iln x] Y) lim SX*2 8) lim (iz—xj

X0 X = Xo> o0 xo0 x2 |ng xoe | X
3x+2 3x2 +2 1 o, 1
€) lim [Inx— - ] Q) lim log x n) lim x2 sen— 0) lim x? sen—
x-0" X x—0 X2 +3 x-0 X X o X

(Soluc:a) 3; b)0; c)4; d)5; €)0; f)1; g)0; h)0; )0; j)5; k) e I)e m)0; n)0; 0) & p) o ) 1; 1)0; s) og
t) o U)-eg V) @ W) 0; X)0; y) -5 2) @ a) o3 B) og Y) O; B) -eg; €) —ev; ) -5 ) O; 6) o)

Calcular los siguientes limites por sustitucion directa y, en algunos casos, operando:

—y2 2
a) lim (2x -3¢) b) fim (2x° ~3x) c) lim X*1 d) jim 12X e) lim X
X— = X o X 4 X = o0 X X - 00 X
N lim Vx-2 9) im 21 (Soluc: a) - b) @ ¢) @; d) <o, €) i f) ;) O)
X — 00 X — 00 X

Resolucion de indeterminaciones

10.

11.

Calcular los siguientes limites de funciones racionales (nétese que en el 2° miembro de la igualdad se
indica la solucién):

3 _ 3 _
a) m X "8 -3 ) gim —X L = ie
x4 =1 X% —2x+1
2 4y
b) lim X X2 =3 m) i X245 1
1 x"+x"+x-3 7 X 2 X2 +6 2
. -2 1 3
¢) lim = =— X+
2 2x—4 2 ) Jim g =
B +x-2
d) lim X =2 X 42
X 2 _ 0o I =-2
! X 1 ) xJnJZ X+5
3 2
®) Im, Xn?zﬁ? :1:;8 - p) fim X -4 3
X X X -2 x3-2x* -4x+8 4
2 _
f) 1im %=iw ) i x*+2x?-3x _4
x3 x% —5x* +3x+9 q I|n”1|37—7
x- x” =1 3
2 _ Q.2
g) fim 2 rax-3a . X2 —4
xa 3x? —ax -2a N lim —— 7 =+
x--2 x3+3x? -4
h) x®-3x*+4 B
) lim — . = oo x—2
x>2 3x° —18x“ +36x — 24 X+3+
S) li X+1 =
. 2x% +3x2 -1 mez 2 0
) lim X TOX = +o0 X+
=12 4x° +16x2 —19x +5 X-2
N X By +6x% +4x -8 NOTA: Cuando sefialamos que el resultado de un limite
) xIIAm2 Al ea = es o, no estamos indicando que haya dos limites
X X X (recordar que el limite, caso de existir, es Unico), sino que,
K) lim b? —bx _ 1 a ambos lados de un valor finito, la funcion diverge a « o
x-b p? +5p*x —3bx* -3x> 10b -0

Calcular los siguientes limites infinitos (en algunos casos figura la solucién):

3

. -8 . -
a) lim Xz d) lim x3+2-x 2

xoe X -4 xame x5 -1

2 2

b) lim X X"2 €) fim X X*3

xom o x4 4x24+x -3 ) x=-o x® —5x*+3x+9
c) m X2

xow 2X—4
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. 2x? +ax —3a’ . x®-3x*+4
f) lim £ =2 n fim X X%
x--o 3x* —ax—2a’ xwe X =2x% —4x+8
3492 . x3 -1
g) m X *3x -1 0 lm <1
x-o  4x® +16X° —19x+5 xo=e X% +2X° —3X
3 2 X-2
h) 1im X —3x_ +4 o X#3+ 1
xome 3x° —18x? +36x — 24 P) lim 7)(’;*1:5
N o x*-5x®*+6x*+4x-8 X2
i) lim
X~ X3 —4x% +4x qQ i x-3
N X H+a x-o x%2 =3x+2
) lim — ,
Xo e XE—g D lim X°=3x+2
b? —bx xwe X=3
K) lim
x- e p3 +5p2x —3bx? —3x° s) i X -1
im
) im X245 o
o xHe ) im A
3 x=-wx® +3x* -4
m) jim X*2
x-@  X+5

12. En una empresa se ha comprobado que el nimero de unidades diarias producidas depende de los dias
trabajados, de acuerdo con la siguiente funcion:

30t

N (t)F +a (donde t viene expresado en dias)

a) ¢ Cuantas unidades se producen el primer dia? ¢Y el décimo?
b) Representar la funcion N(t). ¢ Qué ocurre si el periodo de produccion se hace muy grande?

13. S d = x+1 :L_l = 2x -1 ,h ” .
iendo f(x) Ty g(x) Y h(x) sy  alar
) fim (9 = #or b) lim (9 = -1/2 €) Jim, [£ (] = = 9 Jm o =2/3
€) lim [f0-g09] = e ) im 669 =1 9) Jim, [0 we0] =0

14. Hallar una funcién f(x) que cumpla a la vez Iimzf(x) =0 Yy limf(x)=4

15. Calcular los siguientes limites de funciones irracionales (en el 2° miembro de la igualdad se indica la

solucién):
. X AXE+x ) _ Ax+1-2

a) lim T 2 ) Jim < 1 c) Iirpm(«/x +X x) 1/2 ) lim 3 14

&) fim(Vxri-x)=—= f im Y"1y 9) fim—X*t 4 h) lim (Vx+2-vx-2)=0
xaw( ) x-1 x-=1 ]/ X /X2+1+1 xaoo( )

i) nnéivl_x_l:—yz ) im[Jx+2x-3)-x]=-42 k) lim 7“1_’(; X4l im ( X2 +1- x2—1)=0
X X X ool X X
. 1-41-x° . . Ax+9-3 AXx=1+4x+1

m) lim———=0 n 2 —X| =00 (0] S NA 2TNATS

) il —— ) )!Il’n_w( x* +1 x) ) lim — 4/3 p) lim eI
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2 2 —

Q) im B g ) X g s) lim XXX o ) fim Y273 g

x-1 X2 2X-3 X“W1lx3+x+x Xomo X x=2 X% =2Xx

- x+3 : ; e +1-1
u V) lim (VX*-x+ w) i 0 X) fimX T
) lim N =2/ ) X"JL( x X X) ) Sy v JxT ) fim -

; 2 _Jy2 -

y) x"f[’szT 1 z) Iirpw(\/x +X =X +1) 1/2

16. Calcular los siguientes limites, aplicando el procedimiento apropiado en cada caso (en el 2° miembro de la
igualdad se indica la solucion):

x> +x-6 . x*-6x*+12x-8 x*+1 x*-1
a) lim — o b) Iim =X— "= " - C) i - =2
) x-2 x*-6x>+12x -8 ) X-o x> +x-6 ) s [x+1 x-1
3 2 3+ 2+ +
d) lim X +3X +3x+1_ e) lim («/X2+3x—«/x2+1)=§ f) lim %
- x34x?-x-1 X 2 x--2  x3+4+2x? -x-2
9) lim vx-1 h) lim L"?’X_l:o ) lim X =3¢ +3x-1_ -1
xee x=1 x=1 x¥-x? -x+1 xow % =) =X +1
. 2
) lim («/x2+2x—x):1 K) lim X73 D) i [ XX
X x-3 x* =5X +6 o X2 -1 x+1
Continuidad :
RECORDAR:

f(x) continuaenx=a < _lim_ f(x) = f(a)| ES decir: “Una funcién es continua en un punto si el
X~ a limite coincide con la imagen en dicho punto”.

® A efectos practicos, para estudiar si una funciéon es continua en un punto, hay que comprobar:
1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que coincidan

17. Indicar en qué puntos son discontinuas las funciones cuyas gréaficas se muestran en los ejercicios graficos
2,5y 6, razonando el porqué e indicando el tipo de discontinuidad.

18. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones, indicando el tipo de discontinuidad:

X+1 2X x? + X

e D) 0= e 9 0= 9 109= o
e) f(x)=vx-3 f) f(x)=Vx*-x-6 g) f(X)=vx*+4 h) f(x)=tg x
i) f(x)=log (x+3) ) f)=In(x*-4) k) f(x)=In(x*+4)

(Soluc: a) discont. asintética en x=2; b) discont. asintética en x=2 y x=3; ¢) continua 00; d) discont. asintética en x=n-1r
donde n/Z; e) continua en [3,«); f) continua en (-«,-2] /7[3, «); g) continua 0JO; h) discont. asint6tica en
x=(2n+1)- i1/2; i) continua en (-3,) ; j) continua en (-»,-2]U[2, «); k) continua IZIIZI)
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19.Estudiar la continuidad de las siguientes funciones (caso de presentar discontinuidades, clasificarlas) y
representarlas graficamente:

: 2-1 six<0
x+1l six=0 X x+1 sixO(-»,2)
a) f(x) = b = i X = C) f = '
) 109 {x—l six<0 ) 109 22 . stx 8 ) 19 {Zx—l six 0(2,0)
x-1 six>

Xx+1 six<3
2 qi X SixO(=,1
d) f(x):{; ’; Sf"ii e) f(x):{ ]/+1 _ DEl )) ) f=! x> sizsx<4
X = SI X X SI X 0
0 six=4
x-1 six<1 x-1 . . ix<0
— . e SIX <
9) f)= | x2-1 sil<xs2 h fe=]x=2 S*IC=Y ) f(x)={J— ,
2 six2 Lnx  sixO[t) x+2  six>0

(Soluc: a) discont de salto finito en x=0; b) discont evitable en x=0; c) discont evitable en x=2; d) continua /7,
e) discont asintética en x=0 y de salto finito en x=1; f) discont. de salto finito en x=3 y x=4; g) discontinua de
salto finito en x=2; h) continua /77, i) discont. de salto finito en x:O)

20.TEORIA: a) ¢Se puede calcular el limite de una funcion en un punto en el que la funciéon no esta
definida? ¢Puede ser la funcién continua en ese punto? Razonar la respuesta con
ejemplos.

b) ¢Puede tener una funcién dos asintotas verticales? En caso afirmativo, poner algin ejemplo.

c) El denominador de una determinada funciéon se anula en x=a ¢ Presenta necesariamente
una asintota vertical en x=a? Poner ejemplos.

d) ¢Puede tener una funcion mas de dos asintotas horizontales? ¢ Por qué?

e) Si Iin;f(x) =5, ¢podemos afirmar que f(x) es continua en x=27?

21. Probar que la funcion
2
x? -1

f(x)=—————
() x3+7x -8

no es continua en x=1 e indicar qué tipo de discontinuidad presenta en dicho punto.

(Soluc: no es continua pues r f(1); discontinuidad evitable)

22. Considerar la siguiente funcion:

x*-1

=

a) ¢ Es discontinua en algun punto? ¢,Por qué?
b) En x=1 la funcién no esta definida. Ampliar esta funcién de modo que sea continua (0.

(Soluc: discontinua en x=1 pues rC f(1); basta hacer f(1)=2)

Sy 2+ X+
23. La funcién f(x)=% no esta definida en x=1. Hallar el valor de a para que sea posible definir el
X e

valor de f(1), resultando asi una funcion continua.  (Soluc: a=-3; f(1)=6)
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24. Hallar el valor de k para que la funcién

2
x°—-9
~— sSix#3
f(x)= 1 x-3
k si x=3
sea continua OO. (Soluc: k=6)
25. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:
2 —
2x°+3x-2 Six*1/2
f X< 2x2-5x+2
5/3 six=1/2

(Soluc: discontinua asintotica en x=2)

26. Calcular cuanto debe valer a para que la siguiente funcion sea continua O0:

x+1 six<2
3-ax? six>2

f (x)={

(Soluc: a=0)

27. Se considera la funcion

Lnx si0<x<1
ax’+b si1sx<w

f (x)={

Determinar los valores de a y b para que f(x) sea continua y f(2)=3
(Soluc: a=1y b=-1)

28. Dada la funcién

x2+2x -1 six<0
f X7 ax+b si0<x<1
2 six21

hallar a y b para que la funcién sea continua y dibujar la grafica de la funcién.
(Soluc: a=3y b=-1)

29. Dada la funcién
X+3 six<1
f(x) = mx +n sil<x<3
-x*+10x-11 six>3

hallar los valores de m y n para que f(x) sea continua (puede ser util dibujar la grafica).
(Soluc: m=3, n=1)

30. idem:
—2x+1 six< -2
fx) =4 ax+2 si —2<x<2
x?+b six=2

(Soluc: a=-1/2, b=-3)
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31. idem:
-x?+a
fx)={ x*-4
In(x —b)
(Soluc: a=-2, b=1)

32. idem:

ax +2

f(x) =
CX

10
(Soluc: a=-52, h=54, c=2)
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l) DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

En este tema vamos a conocer y emplear un operador matematico muy util, llamado derivada de una
funcion , que opera sobre una funcion y da como resultado otra funciéon (habitualmente mas simple). Su
utilidad radica en que, como veremos mas adelante, el signo de la derivada de una funcién en un punto nos
dird si la funcion es creciente o decreciente en dicho punto; ello nos permitird deducir, por tanto, los maximos
y minimos de la funcién, algo muy importante en infinidad de funciones extraidas de situaciones reales:
pensemos en una funcién que represente los beneficios de una empresa, o el coste de fabricacion de un
determinado producto, etc.

El tema tiene dos grandes partes: en los apartados I, 1l y Ill aprenderemos a derivar; en los apartados
IV, V y VI veremos algunas aplicaciones de la derivada.

Concepto previo : pendiente de una recta

Para entender qué es la derivada necesitamos repasar previamente en qué consistia la pendiente de
una recta (tema 4):

La pendiente de una recta, que suele llamarse m, mide la ‘,

inclinacion de ésta, y se define (ver figura) como el cociente incremental . i i

siguiente: LTS
Ay

m=—-=tgad 1
Al (1) e

Derivada de una funcién en un punto __ f'(a):

Consideremos una funcién f(x) y un punto P de su grafica

r (ver figura), de abscisa x=a. Supongamos que damos a la

variable independiente x un pequefio incremento h (en el dibujo

lo hemos exagerado, para que se pueda ver la situacién...); por

lo tanto, nos desplazaremos a un nuevo punto Q de la curva

proximo. Consideremos la tangente del angulo que forma el
segmento PQ con la horizontal:

f(a+h)
f(a)

_fa+h)-f(a)
- h

tga (2)

Si h-0, el segmento PQ tenderd a confundirse con la recta r tangente a la curva f(x) en x=a, es decir, los
angulos a y a, tenderan a ser iguales:

tga, = r!irl"|0 tga4 lim w =f'(a) 3

h-0 h f
/

por (2) por definicion

Debido a (1), la férmula anterior -que en el fondo es un cociente incremental- nos da por tanto la pendiente
de la recta tangente a la curva en x=a. Esta formula se conoce como derivada de la funcion f(x) en el punto
x=a, y se designa como f’(a); por lo tanto:

«La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente a la funcién en dicho |
, y se calcula mediante el limite dado por (3)*

Y Por lo tanto, veremos en el apdo. IV que la derivada nos permitira hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcioén

en un punto dado.
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Il)

Observaciones:

1°9) La derivada de una funcién en un punto puede resultar un nimero positivo, negativo o cero®. Como
veremos en el apdo. V, su signo indicara el crecimiento de la funcion.

2°) Veamos una expresion alternativa para calcular la derivada:

Supongamos que hacemos el cambio de variable a+th=x = si h- 0, entonces x - a, con lo cual (3) queda
como:

f(a)= fim 1) =f@)
x - a x-a

(4)

Esta formula es, sin duda, mas comoda que (3), y es la que mas usaremos.

3°) «Una funcion es derivable en un punto x=a si af ‘(a)»

4°) «Una funcioén es derivable en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo»

FUNCION DERIVADA " (X) (ver pag. 306 del libro de texto)

Supongamos que nos piden la derivada de una funcién en, por ejemplo, diez puntos distintos.
¢Haremos diez limites? Es evidente que no; para evitar tanto trabajo, vamos a definir la funcion derivada, que
se designa como f’(x), y es la derivada en un punto genérico x (y sustituiriamos a continuacion en ella cada
uno de los diez puntos); por lo tanto, se obtendra reemplazando en (3) a por x:

f'(x) = h|i£n0 w (5)

Observaciones:

1°) La funcién derivada, es decir, el limite anterior, da como resultado una funcion. Habitualmente
abreviaremos diciendo simplemente derivada en vez de funcién derivada.

Ay ds

0 isi ili igui - f'(x)= lim — ' iflv=—
2°) En Fisica se utiliza la siguiente notacion incremental: (x) a0 A b © bien, p. ;. at

3°) La notacién que nosotros seguiremos sera la siguiente:

= Sila funcién a derivar se llama f(x), entonces su derivada la denotaremos como f’ (x)

m “ “ “ “ “ “ “ y, “ “ “ “ “ y

Utilizaremos indistintamente ambas notaciones.

2 Como veremos también en el apdo. V, los puntos en que la derivada se anule resultaran muy interesantes, ya que

seran los maximos o minimos de la funcion.
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[11) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

[1.1) Euncién constante: E =K - y'=0 | Esdecir, «La derivada de una constante es siempre cero»

NOTA: Esta derivada, y todas las de este apartado, pueden ser demostradas, pero ello excede los limites de
este curso. Todas estas reglas de derivacién estan recogidas en la tabla de derivadas que se adjunta al
final del cuaderno.

Ejercicio 1: Hallar la derivada de las siguientes funciones constantes:

ay=2 V3
e)y=—
b)y=-3 2
1 ) y=m
c)y=—
2 g) y=0,5
dy=0
[11.2) Funcién identidad _: |y =X -y'=1
111.3) Euncién de proporcionalidad directa__: |Y =K-x-y'=k

Ejercicio 2: Hallar la derivada de las siguientes funciones de proporcionalidad directa:

)y =2x f) f(x) :gx
b) f(x) = -5x
g)y=-X
c) y=0,01x 5x
hyy=-—
X
d)y=" ¥
2 i) f(t) = 7t
e)y=x

1

I11.4) Derivada de una potencia_: |Y=X"-y'=n-X""*| (donde n LI R)

Ejercicio 3: Hallar la derivada de las siguientes potencias:

a) y=x> d) f(t)=t>
b) f(x)=x* e) y=x'®
c) y=x"

Este caso nos permite, dado que el exponente puede ser cualquier numero real, abordar otros tipos de
derivadas:

Ejercicio 4: Demostrar la féormula de la derivada de: a) y -1 b) y :\/;
X
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Ejercicio 5: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones, pasandolas previamente a forma de

potencia:

a) y:‘:’/;
b) y:‘\l/x?’
c) f(x)={’/X72

d) y:xzx/;

Generalizacion de la férmula anterior a una funcion compuesta:

n 1

y=u

- y'=nu"u

n-t (donde n L] R)

(esta férmula la aplicaremos mas adelante en el ejercicio 8)

.5) |y =Ku-y'=ku’

donde u es funcion

, €s decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir
de la derivada»

Ejercicio 6: Hallar la derivada de las siguientes funciones compuestas:

a) y=3x°
b)y=4x3
c) f(x) = -2x*
2
d) v=2_
)y >
e)y=-x
2
f :—t6
)y 3
g)y=-x

hy y=3 Pt

iy f(x)= g
N y=- %
k) f(t)=-2t'
) f()= g
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m) y =2x Ux

111.6) Derivada de la suma (resta) : |y=uzv-y'=u'+v' dondeuy v son funciones

Es decir: «La derivada de la suma (resta) es la suma (resta) de las derivadas»

Esta regla, combinada con las anteriores, es muy Util para derivar polinomios, como puede verse en el
siguiente ejemplo:

Ejercicio 7: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a) f(x) = x>+ x° (Sol: 2x*+5)
b)y=x*+5
2 x2 x 1
m = -+ -
Q)y=x"-2 )y 3 25 2
dy=x-2 (Sol: x2-x+1/5)
e)f(t)=3t-5 4 .3
n) f(x):x5—%+%—3x2+§
f) y=3x> - x*
g)y:2x3—3x4
xt+x?
hyy=2t"-t*+3 0 Y= 2
) y=xt+x’+x*+x+1 (Sol: 2x3+x)
) y=x>-3x°+5x-8 p) f(x) = 0,05x°— 0,001x*+ 0,1x — 0,02
k) f(x) = =3x° + 4x° —x + 2
3x6—x3+6x—5
X' Dy
[ =—+5X
) Y 2

(Sol: 6x°-x%+2)

111.7) Derivada del producto_: |y =U-V - y'=u'v+uV

Esta regla se puede generalizar a tres 0 mas funciones: y=u-v-w - y'=u'vw+uv w+uvw

NOTA: Para derivar un producto, una alternativa, a veces, es operar previamente hasta transformar en un
polinomio, y luego derivar.

Ejercicio 8: Hallar, utilizando la férmula mas adecuada en cada caso, la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

a) y = (2x+3)(3x-2) [de 2 formas, y comparar]

(Sol: 12x+5)

b) y = (x-2)(x+3) (Sol: 2x+1)
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c) f(x) = (2x+3)(x-5) (Sol: 4x-7)

d) f(x) = (x*+2)(3x-1) (Sol: 9x*-2x+6)
e) y = (X*-5)(3x-1)+7 (Sol: 9x?-2x-15)
f) y=(2x-3)" [de 2 formas] (Sol: 8x-12)
9) f(x) = (x+2)° (sol: 3(x+2)°)
h) y = (1,2-0,001x%)x (Sol: -0,003x%+1,2)
) y=(2x*-3) (Sol: 16x°-24x)
j) f(t) = 300t(1-t) (Sol: 300-600t)
k) f(x) = (-4x3-2x)? (Sol: 96x>+64x°+8X)
) y=(t+t+1)° (Sol: 3(tP+t+1)%(2t+1))
m) y = (3x-2)(2x-3)(x+5) (Sol: 18x*+34x-59)
n) f(x) = (2x-3)*®° (sol: 200(2x-3)*)
111.8) Derivada del cociente _: y=— - y,=u'v “uv

\% V2

Ejercic io 9: Demostrar, utilizando la derivada del producto, la férmula anterior (Ayuda: poner u/v como u-v™)

Ejercicio 10: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:
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2X -3 13
a = r=__ 'Y
) Y= 5z (y <sx+z)f)

2 7/
y y= X+ (=i7%)

C) f(x) =

s (o)

X 2x
d = y': 5
e ( (x* +7) )
_X2x+1 ,_x2 -1
SPET ("-57)
_x*-1 :
) 0= (=1
x2 -1 Lo x2—dx+1
= V' =3
9) y=3-— ( (x-2) )

NOTA: Lo que hemos calculado hasta ahora es la funcion derivada de una funcién dada, 0 mas cominmente
llamada derivada de una funcién. Por lo tanto, por tratarse de una funcién, podemos también evaluar la
derivada en un punto dado, obteniendo como resultado un nimero. Es lo que se conoce como derivada de
una funcién en un punto , ya visto en el apartado I. Veamos, a continuacién, un ejemplo:

Ejercicio 11: Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, hallar el valor de su derivada en el
punto indicado:

a) f(x):x2 en x=2
b) f(x)=2x-5 enx=1
C) y:x3 en x=-2
d) f(x):x2+x+1 en x=0

e) y=x’-x en x=-1
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IV) RECTA TANGENTE A UNA CURVA EN UN PUNTO

Recordatorio previo : recta en forma punto-pendiente

. . L. . s
Conviene preVIamente recordar que la ecuacion pUntO'pendlente !
1
1

e A
de la recta que pasa por el punto (a,b) y tiene pendiente m es [ver (a'b).‘:.:"&’ \%
figura]: .‘.“_,‘5- R
y—-b=m(x-a) (6) a m=tg a=Ay/Ax

Ecuacion de la recta tangente

Hay que recordar también que, como se vio en el apartado
I, la derivada de la funcién f(x) en el punto de abscisa x=a, la cual
se designaba como f‘(a), es la pendiente de la recta tangente en
dicho punto (a,f(a)); por lo tanto, la ecuacion de dicha recta
tangente [ver figura] en ese punto se obtendra sustituyendo
convenientemente en (6):

tgte.

f(a)

y-f(@)=f'(@)(x-a)| (7

Ejercicio 12: Hallar la ecuacién de la recta tangente en x=3 a la curva f(x)=x’-5x+8. Dibujar la situacion, e
interpretar el resultado. (Sol: y=x-1)

Ejercicio 13: Hallar la ecuacion de la recta tangente a las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a) f(x)=x3-5 en x=1
b) y=2 en x=-2
X

c) f(x)=Vx®>+1 enx=0

d) fx)=—

en x=1
X% +1

134



e) y=—32 en x=0

V) INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO. My m

V.1) Idea intuitiva_:

f (%) \

f (xa) £ (x) N\
f (x2)
A
/7 X1 X2 X1 X2 T~
f(x) CRECIENTE f(x) DECRECIENTE

V.2) Definiciones :

f (X) es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple:
X, <X, = f(x;) <f(x,)

f (X) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple:
X, <X, = f(x) > f(x,)

O, dicho con palabras:

“Una funcién es creciente en un punto si, en las proximidades de dicho punto, a medida que aumentan las x
aumentan también las imagenes correspondientes”.

“Una funcioén es decreciente en un punto si, en las proximidades de dicho punto, a medida que aumentan las x
disminuyen las imagenes correspondientes”.

Acabamos de ver el concepto de funcién creciente en un punto. Ello es facilmente ampliable a un intervalo,
diciendo que «una funcién es creciente en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo».

e En general, las funciones no son siempre crecientes
o siempre decrecientes, sino que presentan intervalos
de crecimiento, también llamados de monotonia:

<4— CREC.—P»¢7—DECREC—»<— CREC.

1

1

|
m
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En un maximo (M), la funcién pasa de creciente a decreciente de forma continua. Se llama méaximo
relativo o local.

En un minimo (m), la funcién pasa de decreciente a creciente de forma continua. Se llama minimo relativo
o local.

NOTA: Al final de este apartado veremos otros tipos de M o0 m, los absolutos.

V.3) Teorema 1: f'(a)>0 = f(x)crecienteenx=a

0, dicho con palabras: «Si la derivada de una funcién en un punto es positiva, entonces la funcion es
creciente en dicho punto”.

Observaciones:

1°) La justificacién de este teorema es obvia: teniendo en cuenta que la derivada era la pendiente de la recta
tangente, si la derivada es positiva significard que la recta tangente tiene pendiente positiva, es decir,
gue la recta tangente es creciente, y, por lo tanto, también sera creciente la curva.

2°) El reciproco no siempre es cierto: una funcién puede ser creciente en un punto y no ser necesariamente
positiva su derivada (piénsese, por ejemplo, en y:x3 en x=0).

3°) Naturalmente, otra forma alternativa de enunciar este teorema es decir que:

[ '(2) <0 = f(x) decrecienteenx = a

4% Por lo tanto, el procedimiento practico para hallar los intervalos de crecimiento sera estudiar el
signo de f’(x) (debido al teorema anterior). Para ver cémo cambia el signo de ' (x), se recomienda hallar
sus raices, y construir una tabla (ver ejercicios 14, 15 y 16 que figuran a continuacion). De los intervalos
de crecimiento deduciremos facilmente los posibles My m.

59 Los intervalos de monotonia se expresan siempre con respecto al eje x, como veremos en los
mencionados ejercicios.

V.4) Teorema 2: x=aesMomdef(x)=f'(@ =0} (iEl reciproco no siempre se cumple!)

O, dicho con palabras: «<En un M 0 m la derivada siempre se anula”

Justificacién grafica: En un M o m la tangente es horizontal, es decir, su pendiente sera nula, y por tanto su
derivada también:

M TGTE
a
a
TGTE
m
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Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicidn necesaria (pero no suficiente) para que exista
un M o un m en un punto es que la derivada se anule. De hecho, puede
ocurrir que la derivada se anule en un determinado punto, pero no
cambie de signo a ambos lados ; por ejemplo, y:x3 entra en el origen con
tangente horizontal -es decir, derivada nula-, pero no presenta M ni m, sino lo
gue se conoce como punto de inflexién

2°) Puede haber varios M 0 m, no haber, o infinitos.

39 Silaf(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

49 | Los candidatos a M 0 m son los que anulan ' (x)

59 | Si f ‘(X) no se anula nunca, no hay M ni m

Ejercicio 14: Dada la parabola f(x)=x°-2x-3 se pide: a) Representarla graficamente

b) Estudiar el signo de f*(x) y deducir sus intervalos de
crecimiento y el M, comprobando que coinciden con
la informacién de la gréfica.

Ejercicio 15: idem con la parabola y =-x*+4x+12

'

 altial el il

' ' '

P T,
'

Los puntos de inflexion se estudiaran el proximo curso en profundidad.
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Ejercicio 16: Hallar los intervalos de monotonia y los posibles M y m de la funcion f(x):x3—3x2—9x+7; dibujar,
con esa informacion, su grafica.

V.5) M 0 m absolutos

Dada una funcién continua en un intervalo [a,b], pueden darse varias situaciones en dicho intervalo, que se
resumen en las siguientes:

M absoluto

M relativo M absoluto y relativo

m absoluto y relativo
fig. 1

m relativo

/: -: : fig. 2
1 N |
a X1 X2 / b a X1 X2 b
m absoluto
<4—— M absoluto En resumen:

® Los M y m relativos (los que hemos visto en los
subapartados anteriores) son maximos “locales”, mientras
que para los absolutos hay que tener en cuenta todo el
m absoluto intervalo.

® Puede haber varios extremos relativos, o puede no haberlos
fig. 3 (fig. 3), pero siempre hay M y m absolutos.

! ®  Puede coincidir el M (o el m) absoluto y relativo (fig. 2); en
a b caso contrario el M (o el m) absoluto l6gicamente estara en
un extremo (figs. 1y 3)
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Ejercicio 17: Unos grandes almacenes abren a las 10 horas y cierran a las 22 horas. Se ha comprobado que
el ndmero de visitantes puede representarse, en funcion de la hora del dia, como
N(t)=-t> +36t+260, con 10 <t < 22 a) Representar graficamente dicha funcién. b) ¢A qué
hora se da la maxima afluencia de clientes? ¢Cual es el maximo ndmero de clientes que
registran? c) ¢A qué hora se da la minima afluencia de clientes? ¢De qué ndmero de clientes
se trata? d) ¢Cuantos clientes quedan a la hora de cerrar?

VI) REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

A la hora de representar una funcién conviene hallar, por este orden, los siguientes aspectos:

1°) Dom(f); ¢ Recordar que es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen f(x)

« Las reglas para hallarlo son practicamente las mismas que las vistas en el tema anterior para
estudiar la continuidad de las funciones mas usuales (Por ejemplo, recordar que las funciones
polinémicas tienen Dom(f)=R).

2°) Corte con los ejes :

CORTE CON: ¢ COMO SE CALCULA? ¢ CUANTOS CORTES PUEDE HABER?

haciendo y=0

eje x , .
) (habra que resolver una ecuacion)

ninguno, uno, o varios

ejey sustituyendo x=0 uno o ninguno

Ejercicio 18: Hallar el posible corte con los ejes de las siguientes funciones:

a) y=x>+2x-3
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b) y=x%+4x?+x-6

39) Intervalos de crecimiento => M y m: Se obtienen, como hemos visto en el apartado IV, estudiando el

4°) Céalculo de las posibles asintotas

signo de f*(x)

: Ya hemos visto en el tema anterior cémo se calcula la ecuacién de

las posibles asintotas horizontales y verticales de una funcion, y el comportamiento de la grafica en las

proximidades de dichas asintotas:

Definicién de asintota vertical:

Definicién de asintota horizontal:

)

lim f(x)=(oo = X=a A.V.

(0 -)

lim f(x)=L <« y=L AH.

W Observaciones : 1° La grafica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x

2° En cambio, la gréfica de una funcion nunca puede cortar a una A.V.

3° Como maximo puede haber dos A.H. (una cuando x-o y otra cuando X - -),

aunque normalmente es una sola.

4° En la practica, en la mayoria de los casos las A.V. seran las x que anulen el

denominador, pero no el numerador, aunque a veces hay excepciones.
5° Puede haber una, ninguna o varias A.V.

Vamos a ver a continuacion otro tipo, las asintotas oblicuas

- y=x-1A.0.

m=

n=

. f(x)
im —=
X—0 (0-0) ¥ :>y:mx+n es A.O.
lim : [f(x) —mx]

X =00 (0 —0

(no lo vamos a demostrar)
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Ejercicio 19: Hallar las asintotas de las siguientes funciones:

2
-X+
Q) 100 =212 (Sol: AV, x=0; A.O. y=x-1)
x? -5x+6
b) y=——— (Sol: A.V. x=-3; A.O. y=x-8)
X+3

2 —
c) f(X):X 4 (Sol: A.V. x=1; A.O. y=x+1)
X_
3
d) f(x)=—; (Sol: AV. x=#2; A.O. y=x)
X -4

W Observaciones : 1) Si sale m=w (0 -») 0 m=0 = no hay A.O.

2) IMPORTANTE: Una funcién no puede tener por el mismo lado (« 0 -») alavez AH.y
A.O.
3) La grafica puede cortar a la A.O. para valores finitos de x, pero no en el o

4) IMPORTANTE: una funcion racional tiene A.O. si el grado del numerador es una
unidad superior al del denominador.

5) IMPORTANTE: Los polinomios no tienen asintotas de ningun tipo (lo que presentan
son ramas infinitas)

6) Un método alternativo para hallar asintotas oblicuas consiste en hacer la division
polinémica del numerador y el denominador: la expresién del cociente resultante sera
la ecuacion de la A.O. (naturalmente, esto s6lo es posible en el caso de funciones
racionales).

5°) Finalmente, a la hora de representar una funcién, a veces puede ser (til completar la informacién anterior
confeccionando una pequefia tabla de valores con los valores mas imprescindibles.
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Ejercicio 19: Hallar las asintotas de las siguientes funciones:

2 —
a) f(X):u (Sol: A.V. x=0; A.O. y=x-1)
X
x> -5x+6
b = Sol: A.V. x=-3; A.O. y=x-8
)Y <+ 3 ( y=x-8)

2 [a—
c) f(x)= X 14 (Sol: AV. x=1; A.O. y=x+1)
X—
3
d) f(x)=—; (Sol: A.V. x=#2; A.O. y=x)
X° -4

B Observaciones : 1) Si sale m=w (0 -») 0 m=0 = no hay A.O.
2) IMPORTANTE: Una funcién no puede tener por el mismo lado (e« 0 -») a lavez A.H. y
A.O.
3) La grafica puede cortar a la A.O. para valores finitos de x, pero no en el o

4) IMPORTANTE: una funcion racional tiene A.O. si el grado del numerador es una
unidad superior al del denominador.

5) IMPORTANTE: Los polinomios no tienen asintotas de ningun tipo (lo que presentan
son ramas infinitas)

6) Un método alternativo para hallar asintotas oblicuas consiste en hacer la division
polinémica del numerador y el denominador: la expresién del cociente resultante sera
la ecuacion de la A.O. (naturalmente, esto sélo es posible en el caso de funciones
racionales).

5°) Finalmente, a la hora de representar una funcién, a veces puede ser util completar la informacién anterior
confeccionando una pequefia tabla de valores con los valores mas imprescindibles.
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EJERCICIOS de DERIVADAS

Derivada de una funcion en un punto [f’(a)]:

1.

2.

3.

(1) f'(a)=Ilim 169 - f(a)

. f(a+h)-f(a
Férmulas: f'(a)=|'mu xba  x-—a

fim =— )

Para cada una de las funciones que figuran a continuacién, hallar el valor de su derivada en el punto
indicado, utilizando la férmula que se sefala:

a) f(x)=x* en x=2 mediante (1) d) f(x)=+/x en x=4 mediante (2)

b) f(x)=2x-5 en x=1 mediante (2) e) f(x)=1/x en x=-1 mediante (1)

—y3 - P
¢) f(x)=x"en x=2 mediante (1) f) f(x)=x*x+1 en x=0 mediante (2)

(Soluc: @) 4; b) 2; c)12; d) 1/4; e) -1; f) 1)

Volver a hacer el ejercicio anterior por la férmula alternativa en cada caso, y comprobar que se obtiene
idéntico resultado.

Hallar la derivada de f(x)=x2—x en x=1. Dibujar la funcién y trazar la recta tangente en dicho punto. Hallar
el angulo que dicha tangente forma con OX" e interpretar el resultado.

Funcién derivada f’ (x):

im f(x +h)—f(x)

-0

Formula:  |f'()=1

)

Hallar la derivada de las funciones del ejercicio 1 y sustituir el punto indicado en cada caso, para
comprobar que se obtiene el mismo resultado.

Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones, y a partir de ella obtener f*(2), f(-1) y f/(0):

a) f(x)=3x-2 b) f(x)=x’-5x+6 c) f(x)=x>+1 d) f(x) = Vx? +1 €)f(x) = %
X+

Hallar la derivada de f(x)=x°-3x en x=1 mediante la definicién de derivada (es decir, mediante un limite)
(Sol: -1)

Reqglas de derivacion. Tabla de derivadas:

7. Utilizando la derivada de la funcion potencial, | y=x" = y’=n-x”’1 (vneR) |, hallar la derivada, simplificada,

de las siguientes funciones:

a) y=x° b) y=x c) y=3x" d) y=-2x e)y= %X‘t
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Ny-2 9) y=vx h) y =V ) y=3x* ) y—24x

8
K) y= 1 ) y = X2V m) y - VX n) y=-2x° 0) y=2=
¥ < 4
_ = Jx
P) y=2vx q) y=3%x r y="r
(Soluc: a) y'=2x; b) y=3¢; ¢) y=12¢; d) y=10x% &) y'=6:"; f)y'=x2 9)y=—"_; h) y=S [ i) y-—2_;
Y o0x Vo2 Y six
- 3 . -1 5 . -3x . 155, o], 7.
Dy=—""—; Ky= D Ny =2Zdx m) - ; ony=123; o)y =" p)y=—;
s V=2l V2 Vo Vo x
9 . «E)
’_ : r r__V7
Ve Ve

8. Utilizando la férmula de la derivada de la suma de funciones, hallar la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

2

a) y=x>+x+1 b) y=2x>-3x*+5x-3 C)y:%_%+1 d)y=3/x —4x® +2Jx
(Soluc: a) y'=2x+1; b) y=6x’-6x+5; ¢) =L - Lidy o T 3 T
3 5 g 3Y¥x? 43x Ix

9. Utilizando en cada caso la formula mas apropiada de la tabla de derivadas, hallar la derivada
simplificada de las siguientes funciones compuestas:

2
a)y-— b) y=—y +— C)y=v/x"+1 d) y=(x? —3)2 ) y==
X X“+2x -3 X
fy=(+x+1)° @) y=32x°> -3 hyy—— 1 iy=3x2+n)° ) y=2(3x2-1)*
x? +4
2
K) yo 2
y x2+1)*
. 2. 2x+2 X . — 43 . , —6 . — 2.
(Sol.a 1 _TE L p) e XS o) o cod)y=4x3-12x; e) y' = ——; f)y'=3(2x+1)(xX+x+1)%
)y = by X1 2x -3 )y T )y Yy = Dy
2 - . : —12x
9) v X h)y o X i) y=60x(P+1)°% ) y=48x(3-1)% K) y'zi)
g %izxts’)z d dx2+4)3 ( x2+1)*
10. idem:
a) y=xJx® b)y=@2x-3)x2-5) ¢)y=x2¥x  d)y=(2x-3)%x® e) y=(2x +1)(x2 - 3)2
1 2
il
X+1

(Soluc: a)y = §«IX3 © b) y=6x"-6x-10; ) y'zgflx" pood)y o 74);/—_9 . @)y =10x*+4x3-36x*-12x+18;
4 Ix

f) y = -3x +1 )
2( x +1)°Ix

144



11. Utilizando la férmula para el cociente de funciones, hallar la derivada simplificada de las siguientes

funciones:
2_ Jx 2 2
a)y =X =5 b) y=2 0) y=X* d)y-— X e) y—_X
X+2 X x“ -5 (2x© +1) VX +1
2 2 2 2
(sm: a) X 5.y S o) o XS gy 318X gy, X7 X )
Y kv 27 Vo2 N A O Y A N e

12. Derivar las siguientes funciones, utilizando en cada caso el procedimiento mas apropiado, y simplificar:

x2 +1 2x% —3x +1 X +1
ay=—; b)) y=——7-— C)Y=;
X X 1

. . u uv :
13. Hallar la férmula para la derivadade y = —— e y = —— , siendo u, v y w funciones.
VW w

Ecuacion de la recta tangente:

14. Hallar la ecuacion de la recta tangente a las curvas en los puntos que se indican:

a) f(x)=3x*+8  en x=1 (Sol: 6x-y+5=0) 3_

) 1) 5 d) f(x)= X2 2 en x=2 (Sol: y=-12x+30)
b) y=2x"+4 en x=-1 (Sol: 10x-y+12=0) x“-3
c) f(x)=x4—1 en x=0 (Sol: y=-1)

15. ;En qué punto de la grafica de la parabola f(x)=x2—6x+8 la tangente es paralela al eje de abscisas? Qué
nombre recibe ese punto? ;Cual es la ecuacion de la tangente? Dibujar la situacion.
(Soluc: y=-1; vértice (3,—1))

16. 4En qué punto de la grafica de la funciéon anterior la tangente es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante? Dibujar la situacion. (Soluc: (7/2,—3/4))

17. (S) Determinar los puntos de la curva y=x3+9x2—9x+15 en los cuales la tangente es paralela a la recta
y=12x+5  (Soluc: (1,16) y (-7,176))

Intervalos de crecimiento. My m. Representacion de funciones:

18. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los M y m de las siguientes funciones. Representarlas

graficamente.

a) f(x)=x? ) f(x)=x3

b) f(x) = x* — 2x? 9) fx)=x*+8 +18x2 10
c) y=x3—3x2+1 h) y=x3—3x2—9x+1

d) f(x) = x> —6x% +9x -8 ) fx)=xt —4x3 +1

e) f(x)=x3—4x2+7x—6 )] y:§—§—6x+3
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k) y=2x-9x m) y=x°-12x

) f(x)=x-6x%+9x

(Soluc: a) F(0,09 & (-0,0); b) F(-1,00U(L,00) & (=o0-1)U(0,1); ¢) & (=0,0)U(2,e9) w(0,2); d) &(-o0,1)U(3,20) & (1,3);
e)F VxeR, f) FVxeR @) ¢(-00) F(0,09); h) F(-0-1)U@B,x) ¢(-1,3); i) & (-x3) ﬂ(3,00))

19. Dada f(x)=2x3-3x2 se pide: i) Dom (f) ii) Posible Simetria. iii) Posibles cortes con los ejes. iv) Intervalos
de crecimiento a partir de f'(x), y posibles M y m que se deducen. v) Ecuacion de las asintotas, en caso
de existir. vi) Con la informacién anterior, representarla graficamente.

20. idem para:
a) f(x)=x’-3x b) y— X+2 c) y=x*-2x d) y- 2x e) f(x)=x’-3x>
x-1 x? +1
2
£) f(x)= X =—x3+12x h 9 i f :16—8x . X
) f(x) i 9)y ) f(x) = =3 ) f(x) -z Ny NI
k) y=—3> 1 ) y-_# m) y=v-x2+4x+5
X=X+ X —1

21. Hallar los maximos y minimos de las siguientes funciones , y a partir de ellos los intervalos de monotonia y
su representacion grafica:

2
Ay=2> b)) f=—) ) f=—] d) y=— &) f0)=lx]
X x<+1 x"+3 x° + X
(Soluc: a) M(-4,-8) m(0,0); b)M(0,1); c)M(0,1/3); d)notiene; e)m(0,0))
22. Hallar los My m y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
f(x)=3/x*+2x+3 (Soluc: m(-1,3/2); & (--1) & (-1,))

23. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion

_4x+5

(Solucién: decreciente V'xe Dom(f))
2x-3

f(x)
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DERIVADAS (con SOLUCIONES)

B Hallar las derivadas simplificadas _ de las siguientes funciones:

1. y=3
2. y=Xx
3. y=bx

4. y=x3

5. y=x4+x3+x2+x+1

6. y= 4x*-x3+3x°-7

5

7. y:—xf+4)(4—f

5

8. y:3(x2+x+1)
9. y=4(3x3-2x*+5)+x’*+1

10. y= 2x° —=3x* +4x -5

11. y=(x*+1) (2x*-4)

12. y=1/x
13. y=1/x°

14. y=2/x°

15. y=2,

16. y=+x

17. y=3x*
18. y=3¢

19. y=2:\3/)(72—3xz+%

(Y' =-x* +16x° —%xz +xj

(y'=0) |20. y=(x+1)°
(r=1) |21. y=(2x>-3x+1)°

(v=5) |22, y=(c2+1)™

i +1
(y —3x2) 23. y= X+l
x-1

'=4xC+3x+2x+1
v ) 2 y=—>
x* +1
(y'=16x>-3x"+6x)

2
25. =3 2x” -1
x3+1

4
26. \ - ZX‘Sj
Y [x+4

(y=3(2x+1)) |27 y=Vx*+1

(y=36x"-14x) |28. y=2x’ - +1 (2x¢ +3)

(y’=3x2—3x+2) 29 y= 3 ~ 3y . X2 1
X

(y'=10x*+6x"-8x)
30. y=2/x
(y’: —1/x2)
31. y=3 (x2—x+1) (x2+x—1)

x? -1
2. y=2"2

33. y=x/2

34. y=1,2,3
x X X

37. y=(x*+1) (3x+2)*

38. y=(3x°+2) (2x+1)°

)
)
2 j 36. y= [L°X
)
)
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35. y=(2x*-1)(x*-2)(x*+1)

(y’=5(x+1)4)
(y'=3 (2-3x+1)? (4x-3))

(y’=200 X (x2+1)99)

=y

-2X
T A1)

y=3 -2x* +3x? + 4x
(¢ +1)°

)
)
-7
|
|

(V‘J—l

[y, 14x* —12x° +9x2 +2x

U =x? +1
(y’: —3x3+x2+x+1/x2)
(y’: —2/x2)

(y’:3(4x3—2x+2))

(y'=14x°-25x*+8x*+6x"-10x)

(X" =3 -2 X+l
2 (@ +17 Y1-x

(y'=(3x+2)? (15x*+4x+9))

(y'=(2x+1)? (30x°+6x+12))



39.
40.
41.
42.
4
43. y =
44,

45,

46.

47.

48.

49.
50. y=

51.

52.
53.

54.

T +2

y=vx'-2x*+3

x? +1
x? -1

y:?/? +1

y_x“—2x2 +1

y=3(x+1)* Ix+1

y=x*x

Y={2x+1

y=2x(X*+1)(2x-1)(x+2)
3 (x=-1)*(x+2)

y= X+1

y'= -15x* +3x°
(B8x® - x% +2)?

-

Xt =2x% +

2x% -2x

w

y'= —2x~/x? —1
(xX* -1)*~/x* +1

s

[ .

20x - 20x*

X

4x3 - 4x

-2 +1

l

( 10 3 X+1

4

( . 2 +3x%-5

o o)

=
e
i)
=)
)
)
|

T

(y'=3x3-2x*+x-1/5-1/x°)

-

-
(y.

3x®
Uxt -1

—6Xx
(x+1)*

10x
(38x* -2y

|
)
)

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63. y=

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.
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_2x*+1 . -18x
X -4 [y—(xz_4)zj

y=2 (3x*-2)° (y'=324x°-432x°+144x)

_X+2

- . X
Jx+1 [y_Z(x+1)x/x_+1J

3 2 4 —-4x% +4x -9
= -+ — L
y 2 X2 x (y N ]

y= +Jx

|
o %

X X X
2 2 42
5 3 2

y=3 x°-27%

x4
x-1
1
i+ L
y 2x2
JIx+1

X+2

_ X+2

_Vx+1
y= (x2 —3)3 (2x-1)

1

Y=o0x

CxP+x+1
x2-x+1

y:3lx2 +1

y:i/z [,__\134X2]
X y= 3x2




EDERIVADAS (con SOLUCIONES)

B Hallar las derivadas simplificadas _ de las siguientes funciones:

o r w0 bdE

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

y=5
y=3/2
y = 3X
y =2x-3
y = -X

y = XX+

y= 2x"-3x*+5x-8

1

——x*+=

y 7
y:_
y=—
ol
3x
1
y=E
_ 3
-
y= 1
2x*

(y=0)
(v=0)
(y=3)
(v=2)
(y=-1)

(v=1/2)

(y'=4x%)

(v=10x")

, 3x2
y =
2

(y':3x2+2x+1)

(y'=8x>-6x+5)
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

y=+x
y =/6x
y =V +x+1
y=3/x
=t

y=23x* -3 /x +1
y = (x*+1)°
y - (X2+1)100

y = (2x°-3x+5)°

y =5(v/x +1)?

5
y=[x2+1j
X

y= (2x2-3)(x2—3x+1)

8 3
y V_J
(y =4x3+4x)

(y'=200x(x*+1)*)

(y'=3(2x>-3x+5)*(6x*-3))

[y, ) 5(x + 1))
\;X

(y'=8x>-18x"-2x+9)



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

y= (x2+x+1)(x2—x+1)
y = (x*-3)(2x%-5)*

y = (C+1)(x-3)(x*+x)

(y'=4x>+2x)

(y'=5x*-8x*-6x*-4x-3)

5
y:xzx/; (yfx&
2
4/ 3 14x -9
y = Vx> (2x-3) y' =
44:jx
y_2X_3 y’:712
2x+3 (2x+3)2
x2 -3 ) 2x2+2x+6
y= V=
2x+1 (2x+l)
_2¢-1 =
x> +2 (x2+2)
3 , —6x j
= y =
2, ( (Xz _1)2
_x (y .
y= 2%
fl -1
y: —+1 (y':—
X 2x4x% +x
, 2 -4 y = 30x
2
x? +1 (x2+1)
(3% - )3 . 108’ +108x° - 108x° + 20x
y= — y = 2 2
X®+1 (x +1)

3
af 3 ]
=4/X y =
y ( a4x

. i
= y ="
y X ( 2x2
-1

1 -

yzf (y R
X 3Vx

-2

y:L (y’: 3
%/; 3Vx

53. y=—1_
x/x
54. y=x°/x
55. y—_ 1
(x* +x +1)?
X
56. =
y x2+1
2
57. =X "1
y X% +1
2
58. y= X *1
y x+1
59. y= |X*1
y x-1

60. y=+x°

X+2
6l. y= =
62. y-_2X*3
x?2+4x -1
3x
63. =
Yo oa
X
64. =
y x-1
_ 2
65. y=+x°-5

66. y=x°-10x"+8x-3

3 _
67. y=X —X+1
X-3
X2
68. =
y x? -25

69. y=5x"+x’-x+6
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, x2+1
y=-—s
o 1

4x
y' =
(Xz . 1)2

(x2 +2><—l) X+1

y’ =
2 (xe1)? 2 + 1

(, o
y:_(x_

1)2 X+1

2

, 3x +8
D
2x3\/x+2

, 2x2+6x+14
Y =T %

(x2 +4x—1)2
) 3x2+12
Yy =" ——%
(X2—4)2
) 1
y =-
x-1)°
(, X J
y:
x2—5

(y' = 6x°-40x°+8)

3 2
, 2x —9x +2
y =

(x-s)”

50x
2
(x2 - 25)

(y' = 20x°+3x°-1)

y'=-




70.

71.

72.

73.

74.

75.

83.

84.

y:§+\/X73

X2+X—2 , X2+2X+3
———— y = @@
X+1 (x+1§
y = x*-10x°+8 (y' = 4x*-20x)
1
6 VX

5 -10 1
y’ =_ 4+
NG x3 2x

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

Deducir la férmula de la derivada de y = \/; ey= \/G

Deducir las derivadas de y =4 e y = YV

V-w w
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y:4x+§/;

y:5x+E
X

y = 5x° (3x+2)*

X~/x
y =
X+2
y= 2x
5x+8
y= (x‘°’+8x)10

_ 3x-1
x® —4x

o]
54X
((y’=5—xiz))

(y' = 45x8 (3x+2)2 (4x+2))

JX (x + 6)
y' = >
2(x +2)
.16 )
Y7 exe8)?

(y' = 10 (*+8x)° (3x°+8))

—12x° +5¢" -4

=)

()



3 34 3 3% 37 38 30 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 50 60 61 62 63 64
65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 8 & 82 8 8 8 8 6 8 8 9 9 9 93 % 95 9%
97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 121 122 123 124 125 126 127 128
120 130 131 132 133 134 135 136 137 138 130 140 141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 150 160
La criba de Eratostenes es un procedimiento 461 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180 181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191 192
para hallar todos los nimeros primos menores que Un 193 194 195 196 197 198 199 200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224
nimero natural dado. Se llama asi en honor al 225 226 227 228 229 230 231 232 233 234 235 236 237 238 230 240 241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 252 253 254 255 256
astrénomo y gedgrafo griego del siglo IIl a. C. que, 257 258 259 260 261 262 263 264 265 266 267 268 269 270 271 272 213 274 215 216 277 |278 219 280 281 282 283 284 285 286 287 288
parece ser, fue el primero en dar con este método. 289 20 201 202 203 294 295 206 297 298 299 300 301 302 303 304 5 36 307 8 N9 M0 311 32 313 314 35 36 317 3B 39 320
321 322 323 324 325 326 327 328 329 330 331 332 333 334 335 336 337 338 330 340 341 342 343 344 345 346 347 348 349 350 351 352
33 354 355 356 357 358 359 360 361 362 363 364 365 366 367 368 369 370 371 372 373 374 375 376 377 378 379 380 381 382 383 384
385 386 387 388 3689 300 301 392 303 304 305 306 307 308 300 400 401 402 403 404 405 406 407 408 409 410 411 412 413 414 415 416
M7 M8 419 420 421 422 423 424 425 426 427 428 420 430 431 432 433 434 435 436 437 438 430 440 441 442 443 444 445 446 447 448
449 450 451 452 453 454 455 456 457 458 450 460 461 462 463 464 465 466 467 468 469 470 471 472 473 474 475 476 477 478 479 480
481 482 483 484 485 486 487 488 480 490 491 492 493 494 495 496 497 498 499 500 501 502 503 504 505 506 507 508 509 510 511 502
sucesivamente. Es facil advertir que bastara continuar 53 514 55 516 517 518 519 50 521 522 523 524 525 5% 527 528 529 530 531 532 533 534 535 536 537 538 539 540 541 542 543 544
este proceso hasta /1000 031,62..., €s decir, hasta el | 545 545 547 548 549 550 551 552 553 554 555 556 557 558 559 560 561 562 563 564 565 566 567 568 569 570 571 572 573 574 575 576
31. Los nimeros que permanecen en blanco son los 577 578 579 580 581 582 583 584 585 586 587 588 580 500 591 592 503 594 505 596 597 508 599 600 601 602 603 604 605 606 607 | 608
primos *: 609 610 611 612 613 614 615 616 617 618 619 620 621 622 623 624 625 626 627 628 620 630 631 632 633 634 635 636 637 638 639 640
641 642 643 644 645 646 647 648 649 650 651 652 653 654 655 656 657 658 650 660 661 662 663 664 665 666 667 668 669 670 671 672
673 674 675 676 677 678 679 680 681 682 683 684 685 686 687 688 680 690 691 692 693 694 695 696 607 698 699 700 701 702 703 704
705 706 707 708 709 710 711 712 713 714 TI5 716 TA7 718 719 720 721 722 723 724 725 726 727 728 729 730 731 732 733 734 735 736
737 738 730 740 741 742 T43 T44 745 746 74T T48 749 750 751 752 753 754 755 756 757 758 759 760 761 762 763 764 765 766 767 768
760 770 TM 772 773 T74 775 776 777 778 779 780 781 782 783 784 785 786 787 788 789 790 791 792 793 794 795 796 797 798 799 800
801 802 803 804 805 806 807 808 809 810 811 812 813 814 815 816 817 818 819 820 821 82 823 824 85 826 827 828 829 80 831 832
833 834 835 836 837 838 839 840 841 842 843 844 845 846 847 848 849 850 851 852 853 854 855 856 857 858 850 860 861 862 863 864
865 866 867 868 869 870 871 872 73 874 875 876 877 878 879 880 881 882 883 884 885 886 887 888 889 890 891 892 893 894 895 896
807 898 899 900 901 902 903 904 905 906 907 908 909 910 911 912 913 914 915 916 917 918 919 920 921 922 923 924 925 926 927 928
99 930 931 932 933 934 935 036 937 938 930 040 941 042 043 944 045 046 947 O48 940 950 O51 952 953 O54 955 O56 957 958 950 960
961 962 963 O64 965 966 967 O68 969 O70 971 O72 973 O74 O75 976 Or7 978 979 980 981 982 983 984 985 986 987 088 989 990 991 992

993 994 995 996 997 998 999 1000

Nosotros aqui vamos a hallar los primos menores que
1000. Para ello, eliminamos de la lista sombreandolos
los mdltiplos de 2. Luego tomamos el primer nimero
después del 2 que no fue eliminado (el 3) y
eliminamos de la lista sus mudltiplos, y asi

! Teniendo en cuenta la definicién de nimero primo -todo nimero natural que tiene tnicamente dos divisores naturales distintos: él mismo y el 1-, el 2 es primo (de hecho, es el tinico nGmero primo par). El 1, por
convenio, no se considera ni primo ni compuesto.



PRINCIPALES SIMBOLOS MATEMATICOS

SIMBOLO SIGNIFICADO
1 O Para todo
2 O Existe al menos uno
3 ] Existe un Unico
4 r No existe
5 / Tal que
6 Tal que
7 < Menor que
8 = Igual que
9 > Mayor que
10 < Menor o igual que
11 > Mayor o igual que
12 0 Infinito
13 0 Composicion de funciones
14 O Proporcional a
15 O Perpendicular a
16 # Distinto de
17| = 0 Aproximadamente igual a
18 = Idéntico a
19 O Unién de conjuntos
20 n Interseccion de conjuntos
21 O Contenido en
22 O Contiene a
23 O Perteneciente a
24 O No perteneciente a
25 O Conjunto vacio
26 = Implica
27 - Si y solo si
28 > Sumatorio
29 n Productorio
30 N NuUmeros naturales
31 Z NuUmeros enteros
32 Q Ndmeros racionales
33 I NUmeros irracionales’
34 R NUmeros reales
35 C Numeros complejos

! En realidad esta notacién no es muy estandar; la forma correcta de nombrar los irracionales seria R-Q
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GRAFICAS MAS REPRESENTATIVAS

En general, las curvas y=x", siendo n
positivo par, tienen esta forma.

(cuanto mayor es n, mas acusada es

la curvatura)

En general, las curvas y=x", siendo n

positivo impar (#£1), tienen esta forma.

(cuanto mayor es n, mas acusada es

la curvatura)

En general, la grafica de y=|f(x)| se

obtiene reflejando la de f(x) respecto
al eje OY en el semiplano superior.

En general,

_ax+b
cx +d

donde c#0, es una hipérbola.

ICAC
2.
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y=1/x*

2 [T N I 1/ .
=NCIA |

:UR\qA DE AC

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [ | A .

TANGENTE
Simbolo 12 My v M
Nombre

Mindscula | Mayuscula 13 Ny v N

1 Alfa a A 14 Xi £ =
2 Beta B B 15 Omicron ) o]
3 Gamma y r 16 Pi n n
4 Delta 5 A 17 Rho p P
5  Epsilon £ E 18 Sigma 0, ¢ b3
6 Zeta 14 Z 19 Tau T T
7 Eta n H 20 fpsilon v Y
8 Theta 0,9 €] 21 Fi (oY} P
9 lota l I 22 Ji X X
10 Kappa K K 23 Psi Ul Y
11 Lambda A A 24 Omega ) Q

1 En honor de Maria Agnesi, matematica italiana del siglo XVIII, que fue la primera en investigar las propiedades de las curvas de este
tipo.



TABLA DE DERIVADAS ELEMENTALES

FUNCIONES SIMPLES:

FUNCIONES COMPUESTAS
(Regla de la cadena)

y=k y'=0
y=X y'=1
y=k-x y'=k y=k-u y'=k-u’
y=x" (nOR) y'=n-x"" y=u" (nOR) y=n-u™Lu
y=uzxv y=utyV
y=u-v y'=uv+u-v’
_u VI
y= v y V2
:i "= —i = i yI = —u7|
y== y 2 y U 02
1 _ "
y =/x Y= y=u Y o
y =%x hacer y=x"" y=%u hacer y=u""
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NOTA: en esta tabla k es cualquier constante, y u y v son funciones.




=
oy

Transformaciones de funciones

TRASLACION
hacia ARRIBA

y=f(x) £k { /

TRASLACION
=1(X) hacia ABAJO

=
*

TRASLACION
hacia la
IZQUIERDA

y=f(x £k)

i TRASLACION
hacia la
DERECHA

k>1 CONTRACCION

O<k<1 y= EXPANSION

~
=

y=k-f(x)

(Reflexion +)
~1<k<0 EXPANSION

. (Reflexion +)
CONTRACCION

k<-1

<

1
P
Ko

|
—

REFLEXION

respecto al EJE
y=-f(x) CUTTIYELRX P X

REFLEXION
respecto al EJE

y=1(=x) v






