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La Estadistica sirve para describir datos. En cursos anteriores el alumno ha podido
empezar a estudiar los rudimentos de la Estadistica, en particular de la Estadistica
unidimensional. En esta unidad, después de un breve repaso de los conceptos estu-
diados anteriormente, nos vamos a ocupar de la Estadistica bidimensional. En la Es-
tadistica unidimensional se estudia un grupo de datos, por ejemplo, el gasto mensual
en libros de un cierto numero de familias. Con la Estadistica bidimensional podria-
mos estudiar la relacion entre el gasto mensual en libros de un grupo de familias con
sus ingresos mensuales, es decir, podemos estudiar la relacion de dos caracteristicas
distintas de un determinado conjunto de individuos.
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1.1. Poblacion y muestra

Se ha llevado a cabo una encuesta a un grupo de 15 estudiantes de primero de
bachillerato sobre el nUmero de horas semanales que dedican al estudio de la asigna-
tura de Matematicas. Los encuestados han respondido que el nimero de horas que
dedican al estudio de esta asignatura son:

108|531
8 |14|14|2]|1
5/6(7|8|8

Este es un ejemplo de variable estadistica unidimensional, se dice unidimen-
sional porque sélo estamos estudiando una caracteristica, numérica en este caso, del
grupo, el numero de horas. El grupo al que se ha dirigido la encuesta, estudiantes de
primero de bachillerato, se denomina poblacidn. La poblacién son todos los estudian-
tes de primero de bachillerato de Espafia, por ejemplo. Los datos de los 15 estudiantes
que hemos recogido, son una muestra extraida de la poblacion.

Una vez que tenemos una muestra de datos, el estudio de los mismos se puede
llevar a cabo con dos finalidades distintas. Podemos estar interesados Unicamente en
sacar conclusiones sobre el nimero de horas que dedican al estudio de las Mate-
méticas los 15 estudiantes a los que hemos preguntado; esto es hacer Estadistica
descriptiva. Por otra parte, podriamos intentar sacar conclusiones sobre los habitos
de estudio de toda la poblacion, en este caso, los estudiantes espafioles de prime-
ro de bachillerato, mediante el estudio de la muestra de 15 que tenemos; esto seria
hacer Estadistica inferencial o inferencia estadistica. Para este Gltimo punto de vis-
ta habria que utilizar modelos matematicos de probabilidad, y es lo que se estudiara
en el curso siguiente. En este curso y en esta unidad en particular, estudiaremos la
Estadistica desde el punto de vista descriptivo. En otras palabras, no pretendemos
descubrir los habitos de estudio de todos los estudiantes de primero de bachillerato,
sino simplemente analizar lo que les ocurre a los 15 que hemos elegido.

Como se ha dicho en la introduccién, aqui vamos a recordar cémo se calculan
algunos de los parametros asociados a una variable estadistica unidimensional, que
ya se estudiaron en cursos anteriores. S6lo aquellos que vamos a necesitar en el resto
de la undiad didactica.

1.2. Parametros estadisticos

Los parametros estadisticos asociados a una variable son ciertos numeros que se
calculan a partir de los datos, que proporcionan informacién sobre el comportamiento
conjunto de la variable.

Para ir recordandolos, vamos a utilizar el ejemplo de las horas de estudio de los
15 estudiantes de primero de bachillerato. Comenzamos ordenandolos de menor a
mayor,

(1]1]2]3[4[4[5[5]6]7[8]8[8][8]10]
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Si sumamos todos los datos y dividimos la suma por la cantidad de ellos que hay,
obtenemos la media o media aritmética, que representaremos por z. En nuestro caso,

1+14+24+3444445+5+6+7+8+84+84+84+10 80

=/
15 15_533

T =

lo que nos indica que, por término medio, estos quince estudiantes dedican 5’33 horas
semanales al estudio de las matematicas.
En general, si disponemos de los datos x4, zo, . . ., z,, |a media es

T1+ T2+ -+ Ty

n

T =

Donde n es el nUmero de datos de que disponemos.
Para abreviar la expresion anterior, en particular la suma del numerador se utiliza

n
el simbolo sumatorio } . Aungue lo correcto seria escribir Z T =x1+ T2+ + xp,
=1
para indicar que la suma es desde el primer dato z;, hasta el enésimo z.,, escribiremos
simplemente Z x; para referirnos a la suma de todos los x;.

Por tanto, la férmula de la media se puede escribir de la forma siguiente:

T1t+T2+ ot T DT,

n n

Tr =

La media es un parametro que mide la tendencia central de la variable estadistica.
Otros parametros de tendencia central son, aunque no los usaremos en la estadistica
bidimensional; la moda, que es el dato que aparece un mayor numero de veces, Y la
mediana, que es el dato que ocupa el lugar central, si previamente se han ordenado
de menor a mayor.

En nuestro ejemplo, la moda es 8, que es el dato que aparece mayor niumero de
veces, es decir, con mayor frecuencia. Y la mediana, dado que hay 15 datos, es el dato
que ocupa el lugar octavo, xg = 5, una vez que estan ordenados de menor a mayor:

11\1\2\3\4\4\5\é\6\7\8\8\8\8\10\

Si el nimero de datos fuese par, entonces la mediana es la media aritmética de
los dos datos que se encuentran en el centro.

Ademas de los parametros que miden la tendencia central; media, moda y media-
na, hay otros que sirven para medir cuél es la dispersion de los mismos, es decir, si
estan mas o menos concentrados alrededor de la media. Los que vamos a recordar
aqui son varianza y la desviacion tipica.

Varianza y desviacion tipica se utilizan para medir el promedio de las desviaciones
de los datos con respecto de la media. Para medir esta desviacion, podriamos calcular
todas las diferencias entre dato y media, (x;—=), y sumarlas, para después dividir entre
el nimero de datos. Sin embargo, este resultado seria nulo. Por esta razén, lo que se
hace es utilizar los cuadrados de las diferencias, asi se trata de una suma de nimeros
positivos o nulos, y no siempre dara cero.
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La varianza es la suma de los cuadrados de las diferencias entre cada dato y la

media, dividida por el nimero de datos, se denota s2,

§2 — (1 — )2+ (2 — )2+ -+ + (T, — T)? _ S (zi — 7)2

n n

Entonces, para calcular la varianza, hay que restar la media a cada dato, después
se eleva al cuadrado cada numero y se suman todos, por ultimo, se divide entre n. El
proceso es algo largo, pero se puede abreviar, porque la férmula admite una expresion
mas sencilla de utilizar. Se puede comprobar que la siguiente expresién proporciona
el resultado, y es la que vamos a utilizar en la practica:

2
2 _ >z _ 2

n

S

A pesar de que la varianza mide el promedio de las desviaciones de la media,
como estas desviaciones se han elevado al cuadrado, no estan en las mismas uni-
dades que los datos. Por esta razén, resulta mas intuitivo a la hora de interpretar la
variabilidad o dispersion de los datos, utilizar otro pardmetro, la desviacion tipica, que
es simplemente la raiz cuadrada de la varianza, y se denota s,

[ 2
n

Calculemos la varianza y desviacion tipica en nuestro ejemplo del nimero de horas
de estudio:
La varianza la calculamos con la formula

2
§2 — 2T _ 2
n

Calculamos en primer lugar la suma de los cuadrados de los x;,

fo = x%+x%+---+x%
= 124124+224+32 442442452 +524+62+72+82+82+82+82+10°
= 1414449416+ 25+ 36+ 49 + 64 + 64 + 64 + 64 + 100
= 538

Ahora sustituimos en la formula de la varianza,

538

2 1992 /
= — —533"=T46
s 15

Por tanto, la desviacion tipica,
s=Vs2 =746 =273

En resumen, la media de tiempo dedicado al estudio de la asignhatura de matematicas
de los 15 alumnos analizados es T = 5’33 horas; y la desviacion tipica es s = 2'73,
lo que quiere decir que la mayoria de los 15 estudiantes dedica al estudio de las
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matematicas un tiempo comprendido entre las 533 — 273 = 26 horas y 5'33 + 2/73 =
8’06 horas.

1. El nimero de libros leidos en el tltimo mes por diez personas ha sido:

(0]1]2]2]2[3[38[4]5]5]

Calcular la media, moda, mediana, varianza y desviacion tipica.

v~ Una variable estadistica unidimensional es una caracteristica numérica de un grupo
de individuos.

v Se llama poblacién al conjunto de individuos del que se hace un estudio estadistico.
Se llama muestra a un subconjunto de la poblacién.

v~ Conocidos los datos x1,x2,...,x, de una variable estadistica. Los principales para-
metros estadisticos se calculan de la forma siguiente:
- Media. Es la suma de los datos dividido entre la cantidad de ellos 7 = 2 =
n

- Moda. Es el dato que aparece con mayor frecuencia.

- Mediana. Es el dato central, si el nimero de datos es impar. Si el nimero es par,
es la media de los dos datos centrales.

- Varianza. Es el promedio de los cuadrados de las diferencias entre cada dato y
su media, se puede calcular de dos formas equivalentes, aunque la segunda es
Y- _Yat
n - on ;
- Desviacion tipica. Es la raiz cuadrada de la varianza, mide la desviacion de la
media de los datos, s = v/s2.

mas conveniente, s =

Hemos recordado en la seccién anterior algunas nociones de estadistica unidimen-
sional. Alli estudiabamos una caracteristica numérica de un grupo de individuos. En la
estadistica bidimensional se trata de estudiar dos caracteristicas numéricas de cada
individuo.

2.1. Variables estadisticas bidimensionales

Tenemos un grupo de 8 estudiantes de primero de bachillerato que han hecho un
examen de la asignatura de Matematicas y otro de la asignatura de Fisica y Quimica,
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las notas, de 0 a 10, de cada alumno en cada asignatura han sido las siguientes:

|2 45 6 7 8 8 9
yi|3 5 4 55 5 75 8 10

donde para cada par (z;,y;), la nota de Matematicas es z;, y la de Fisica y Quimica,
y; de un alumno concreto.

Este es un ejemplo de variable estadistica bidimensional (X,Y), donde
X = nota de Matematicas, Y = nota de Fisica y Quimica. El objeto de estudiar las
dos variables de manera conjunta es el de ver qué tipo de relacién hay entre ambas,
si es que hay alguna.

2.2. Nube de puntos

Una primera aproximacion al estudio de n
la relacion existente entre las dos va- wr .
riables que constituyen una variable bi- of
dimensional es su representacién grafi- of o
ca. Si cada par (z;,y;) lo representamos 7}
como un punto en unos ejes coordena-
dos, se obtiene una gréfica que llamare-
mos nube de puntos o diagrama de dis- it .
persion. Para el ejemplo anterior, la nube of o

de puntos se ha representado en la figura A
11.1.
La forma de la nube de puntos de la figura

11.1 nos sugiere que existe algun tipo de T e T
dependencia entre la nota de Matemati-

cas y la de Fisica y Quimica. Figura 11.1: Nube de puntos

Fisica y Quimica
[ ]

En efecto, segun vemos en la figura, parece que cuando un alumno tiene una nota
alta en la asignatura de Matematicas, también la tiene en la asignatura de Fisica y
Quimica. Lo mismo ocurre con alumnos que han obtenido nota baja en una de las
asignaturas, también ha obtenido una nota baja en la otra. Se dice en este caso que
parece existir una dependencia linea positiva entre las dos variables (debido a que la
nube de puntos se asemeja a una recta con pendiente positiva). Mediante los para-
ametros bidimensionales que estudiaremos después, veremos como se puede medir
cuantitativamente el grado de dependencia.

La nube de puntos puede presentar muchas formas distintas, en la figuras siguien-
tes se muestran algunas de las diferentes posibilidades.

m En la figura 11.2, los puntos parecen acumularse alrededor de una recta con
pendiente positiva, como en nuestro ejemplo anterior. Diremos entonces que
entre las variables, hay dependencia lineal positiva.

» En la figura 11.3, los puntos parecen acumularse en torno a una recta con pen-
diente negativa. En este caso, diremos que entre las variables, hay dependencia
lineal negativa.
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Figura 11.4: Dependencia no lineal Figura 11.5: No hay dependencia

» En lafigura 11.4, los puntos parecen seguir una curva, en este caso parecida a
una parabola. Es decir, entre las variables parece haber algun tipo de dependen-
cia, aunque ahora es no lineal.

= Por ultimo, en la figura 11.5, los puntos estan situados en el plano sin seguir
ninguna pauta concreta, sin aproximarse a ninguna curva o recta que sugiera
algun tipo de funcion. Diremos que entre las variables, no hay dependencia.

Pero, incluso dentro de cada uno de los casos anteriores se pueden establecer
diferencias. Observemos las nubes de puntos de las figuras 11.6 y 11.7. En ambas
tenemos, segun acabamos de explicar, una dependencia lineal negativa. Sin embargo,
son claramente distintas. Mientras que los puntos del diagrama de la figura 11.6 estan
practicamente sobre la recta, en la figura 11.7, los puntos estan mucho mas dispersos.
Para distinguir entre estas posibilidades, se dice que hay dependencia lineal fuerte y
dependencia lineal débil, respectivamente.

No obstante, esta denominacién de fuerte o débil resultaria ambigua si no hubie-
se otra posibilidad que la simple observacién de la nube de puntos. Por esta razon,
veremos mas adelante un parametro, el coeficiente de correlacién, que establece nu-
méricamente una medida para el grado de dependencia de las variables.
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Figura 11.6: Dependencia fuerte Figura 11.7: Dependencia débil

(I GIRN G G

2. Dibujar las nubes de puntos correspondientes a las siguientes variables estadisti-
cas bidimensionales. Indicar ademas, el tipo de dependencia entre las variables que
se observa en el diagrama. Sera (til para ello intentar dibujar la recta o la curva que
mejor se aproxime a la nube de puntos:

a) zi |2 2 3 4 6 7 8 5 b) z;|1 1 2 4 5 6 7 8
|9 8 8 5 3 1 1 4 ¥il2 3 6 7 7 6 4 2
) zi|l 2 4 4 6 6 9 9 d) |1 2 2 4 5 6 7 7
Yi 6 8 2 4 8 2 7 vi|l 2 3 4 6 7 8 9

v" Una variable estadistica bidimensional es un par de caracteristicas numéricas (X,Y)
de un cierto conjunto de individuos. Por ejemplo, el peso y la estatura de un grupo de
personas.

v" Una nube de puntos o diagrama de dispersion es la representacion grafica de los
datos de una variable estadistica bidimensional (X,Y’). Se trata de representar los
datos (z1,v1), (z2,y2),- - -, (Zn, yn), COMO puntos en un sistema de ejes coordenados.

v El aspecto de la nube de puntos sugiere la dependencia entre las variables X e Y de
una variable bidimensional (X,Y):

- Si la los puntos se acumulan en torno a una recta de pendiente positiva, se dice que
hay dependencia lineal positiva.

- Si se acumulan alrededor de una recta de pendiente negativa, se dice que hay de-
pendencia linea negativa.

- También puede haber dependencia no lineal, cuando los puntos se acumulan en
torno a una curva, y puede no haber dependencia, si los puntos no siguen ninguna
pauta reconocible.
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Como ya hemos comentado antes, el objeto de estudiar de manera conjunta dos
variables estadisticas en lo que llamamos una variable bidimensional, es el de estudiar
la posible dependencia de las dos variables. Para ello, ademas de la nube de puntos,
se pueden calcular ciertos parametros estadisticos que proporcionan informacién so-
bre el conjunto de datos. Hay unos parametros que se refieren sélo a cada variable
por separado, son las medias y desviaciones tipicas marginales. Otros, que estu-
diaremos después, involucran a los datos de las dos variables.

3.1. Medias y desviaciones tipicas marginales

Consideremos los siguientes datos correspondientes a una variable bidimensional
(X,Y).

zi|1 33456 8
yi|2 3 4467 9

Si pensamos en los datos de la variable X de forma independiente, podemos cal-
cular, tanto su media como su desviacion tipica con las férmulas de la estadistica
unidimensional. Asi, las medias se calculan mediante las férmulas:

> T y_Zyi
n n

7 8 8
7T 7 8

xr =

donde > x;, > y; son las sumas de z; e y;, respectivamente, y n es el nimero de
(pares de) datos.

10

Para nuestro ejemplo, estas medias son:

©
L[]

53, _ BT
0= 53 Y= 0=
Las medias marginales admiten una in- | .
terpretacion grafica importante. Si dibuja- [
mos la nube de puntos (en la figura 11.8 T o e

hemos dibujado la nube de los datos an- ot .

teriores), el punto de coordenadas (Z,7) o e gf;‘vtggsde
se encuentra siempre en el centro de

gravedad de la nube, esto es, el punto
donde se puede suponer concentrada to-
da la masa.

T =

5/7- 7F L] L] L]

5 6 7 8 9 10
X

Figura 11.8: (7, 7) es el centro de gravedad

248 O LJ ;] \J D



O J J dP

=) 3. Para los siguientes datos, dibujar la hube de puntos correspondiente y su centro
de gravedad, es decir, el punto de coordenadas (7, 3):

&) a):ci\2345 b)$i‘1234 o @il 238 4

@ yi |6 5 3 2 yi |1 3 31 yi|l 3 5 4°

También se pueden calcular de forma separada las varianzas y las desviaciones
tipicas marginales, mediante las formulas siguientes:
- Las varianzas marginales:

2 2
x5 :
sazc Zn i 72 332; E Y, @2

- Las desviaciones tipicas marginales:

2 2
X <
N > o= (| ZY g
n n

Vamos a calcular las varianzas y desviaciones tipicas del ejemplo con el que empe-
zadbamos este apartado. Para llevar a cabo estos calculos, y los que vendran después,
conviene organizar la informacion en una tabla que nos permita realizar la tarea de una
manera mas comoda. Una posibilidad es organizarlo como en la tabla que se pone a
continuacion, en la que aparecen (de momento) cuatro columnas; z;, y;, que son los
datos originales, y =2, y2, que son los datos al cuadrado. En la dltima fila de la tabla se
ponen las sumas de todas las columnas:

Y ahora solo queda sustituir en las

zi | yi | @ | o} féormulas.
112114 Varianzas:
313 9 9
3 (4] 9|16 o _ 337 L2 o
441616 T
56| 25 | 36
6| 7|36 |49 230 e gy
77|49 | 49 Y10 '
817|641 49 Desviaciones tipicas:
8 | 81| 64 | 64
819 1|64 | 81 — /r1e1 — 9

Sz = V561 =237
53 | 57 | 337 | 373« [SUMAS ’

sy = V481 = 2'19.
3.2. Covarianza

La covarianza es el primer parametro conjunto que vamos a estudiar, en el sentido
de que involucra los datos de las dos variables. Da una idea sobre la forma en que se
distribuyen los puntos alrededor del centro de gravedad (z, 7). Se representa por s, y
es la media de los productos de las diferencias de las coordenadas de cada punto de
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la nube (x;,y;) y las coordenadas de (z,y), es decir,

_ 2 (z —7)(yi — 9)

n

Sey

Al igual que ocurria en el caso de las varianzas, la covarianza se puede calcular
mediante una férmula que es equivalente a la anterior, pero mas sencilla de utilizar
desde un punto de vista practico, esta formula equivalente es la siguiente:

Z Li-Yqi
n

Sy = — .Y

Para utilizar esta formula, primero hay que calcular la suma de todos los productos
x;.1;, dividir esta suma entre n y restarle el producto de las medias. A efectos practicos,
en la tabla de la que hemos hablado antes, afiadimos una nueva columna, la de los
productos z;.y;, cuyos componentes seran los productos de los de las columnas z;, y;.
Para el ejemplo del apartado anterior, completando la tabla que habiamos empezado
antes,

Ti | Yi 9012 yf Ti-Yi
1] 2 1 4 2
313]9 9 9
3| 4 9 16 12
4 | 4116 | 16 | 16
5161|2536 | 30
6| 71|36 | 49 | 42
T 7149 | 49 | 49
8| 7|64 | 49 | 56
8 | 8| 64 | 64 | 64
819 1| 64| 8 | 72
53 | 57 | 337 | 373 | 352

Entonces, la covarianza en este caso es
oy = 28 g BT g 5 ygg
n 10

Aparte de la forma en la que se calcula la covarianza que, segin acabamos de
ver, no reviste una especial dificultad, nos interesa saber cual es el significado de este
parametro. Como dijimos al principio, la covarianza da una idea de cémo estan distri-
buidos los puntos alrededor del centro de gravedad (7, 7). Y esto se aprecia mediante
el signo.

- Si la covarianza es un nimero positivo, los puntos estaran dispuestos de manera
gue haya dependencia lineal positiva.

- Si la covarianza es un nimero negativo, los puntos estaran dispuestos de manera
gue haya dependencia lineal negativa.

- Si la covarianza es un numero préximo a cero, esto indicara que, o bien no hay
dependencia entre las variables, o0 esta dependencia no es lineal.

Hay una explicacién geométrica para lo anterior, y aunque no vamos a entrar mu-
cho en los detalles, indicaremos que realmente la covarianza no es otra cosa que la
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media de los productos de las coordenadas de los puntos una vez trasladados los ejes
al punto (7, 7). Entonces, si cada vez que tenemos una nube de puntos, imaginamos
los ejes centrados en (z,y), dependiendo de en qué cuadrante estén los puntos, los
signos de los productos seran positivos 0 negativos. Por ejemplo, si la mayoria de los
puntos se encuentran en el primer y tercer cuadrante, la media sera positiva. Esto es
lo que ocurre cuando hay dependencia lineal positiva.

=) 4. A partir de los datos siguientes, dibujar la nube de puntos y calcular medias y la
covarianza:
&)
zi |1 2 3 4
yi |9 8 6 3

¢, Qué tipo de dependencia hay entre las variables?

v Sea (X,Y) una variable estadistica bidimensional. A partir de los datos
(x1,11), (x2,92),-- ., (zn,yn) de la varible, se pueden calcular los siguientes parame-
tros:

v Medias marginales:
2 Ti >

g:
n n

&

7

T =

El punto (z,7) es el centro de gravedad de la nube de puntos.

v Varianzas marginales:

v Desviaciones tipicas marginales:

IS 22 2
Sy = Z ) —T2 Sy: Zy’t _y2
n n

_ leyz

n

v Covarianza:

Szy —Z.y

v El signo de la covarianza determina el tipo de dependencia entre las variables:
- Si s,y > 0 hay dependencia lineal positiva.
- Si s,y < 0 hay dependencia lineal negativa.
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A pesar de que el signo de la covarianza indica el tipo de dependencia que hay

entre las variables, no nos sirve para determinar si esta dependencia es mas o menos
fuerte. La raz6n es que su valor depende de las unidades en las que estén dados
los datos. Es decir, que si una de las variables estd en centimetros, por ejemplo, y
pasamos estas medidas a metros, el valor de la covarianza cambia (aunque no el
signo). Lo cual impide que se pueda establecer una comparacién acertada entre dos
dependencias lineales positivas o dos dependencias negativas.

Para evitar este problema, se utiliza otro parametro llamado coeficiente de corre-

lacion lineal o coeficiente de Pearson (nosotros lo llamaremos simplemente coeficien-
te de correlacion), que se define como el cociente entre la covarianza y el producto de
las desviaciones tipicas:

Sy

r =
Sz.Sy

Veamos en primer lugar un ejemplo sencillo de cémo se calcula y, a continuacion,

comentaremos su significado.

Por ejemplo, queremos calcular el coeficiente de correlacion para los datos siguien-

CL‘il
yi | 1

3 4 6
2 559

En primer lugar, organizamos la informacién en la tabla que hemos aprendido a

utilizar antes,

wi | i |2F | y? | iy
Tl1]1]1] 1
32194 6
415 |16|25]| 20
6|5 [36|25] 30
14136255 | 57

Y empezamos a calcular los parametros estadisticos.

Medias:
; 14 ; 13
g2 Mg g2y 13 g
n 4 n 4
Varianzas:
2 2 2
s2 = LT g 61 ~ 352 =325 &= 2 =2 g — 319
n n 4
Desviaciones tipicas:
s, = V325 = 1’80 sy:\/3’19:1'78
Covarianza:
x 57
Say = Zf{ Vi _zy= 35325 =287
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Por fin, el coeficiente de correlacién es

Sey 2187
Spo8y  1/80-1/78

=0'89

rT =

5. Multiplicar los todos los datos anteriores por 10 y calcular el nuevo coeficiente de
LJ correlacion. Es decir, ahora consideramos los datos:
¥
45 \ 10 30 40 60
yi |10 20 50 50

Ya sabemos calcular el coeficiente de correlacion. Veamos ahora cdmo lo podemos
interpretar.

En primer lugar, es evidente que el signo del coeficiente de correlacion y el de la
covarianza coinciden, ya que las desviaciones tipicas que aparecen en el denominador
son siempre positivas (recordemos que las desviaciones tipicas son raices cuadradas
y, por tanto, su resultado siempre es positivo.) Pero ademas, se puede demostrar que
r? < 1, lo cual implica que r siempre es un nimero comprendido entre -1y 1,

—-1<r<1

El hecho de que r esté mas proximo a -1, a 1, o a 0 esta directamente relacionado
con la forma de la nube de puntos y, por tanto, con el tipo de dependencia entre las
variables estadisticas.

En las graficas de la figura 11.9 hemos dibujado diferentes nubes de puntos junto
a los valores de sus correspondientes coeficientes de correlacion.

r =098 r =081 r=—002 r=—079 r=—099

Figura 11.9: Coeficiente de correlaciéon y nube de puntos

Segun vemos en las figuras, cuando los valores de r son positivos, tenemos de-
pendencia lineal positiva, tanto mas fuerte, cuanto mas proximo a 1 esté el valor de
r. Cuando los valores de r son negativos, hay dependencia lineal negativa, tanto mas
fuerte, cuanto mas proximo a -1 esté el valor de r. Por ultimo, en el diagrama central
tenemos un ejemplo de una nube de puntos en la que no se aprecia ninguna tendencia
positiva 0 negativa concreta, en este caso, el valor de r esta cercano a 0.

Por ultimo, si » = 1 los puntos estara situados sobre una recta de pendiente positi-
va, es decir, no es que se parezcan a una recta, sino que estan alineados. Sir = —1
los puntos estaran alineados en una recta con pendiente negativa. Y cuando r» = 0,
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estariamos en el caso en el que no hay absolutamente ninguna dependencia o corre-
lacion, se dice a veces gue las variables son incorreladas.

A la hora de calcular el coeficiente de correlacion hay que tener una pequefia
precaucion. Lo habitual es que aparezcan decimales casi desde el primer célculo, de
los cuales tomamos los 2 o los 3 primeros, bien eliminando los demas ( esto se llama
truncar), o bien redondeando al segundo, al tercero, etc. Sea cual sea la manera en la
gue lo hagamos, cuando llegamos al valor de r se han acumulado pequefios errores
que, finalmente nos pueden dar un valor de r poco mayor que 1, por ejemplo, 1'001.
Pero esto, teéricamente es imposible, en estos casos lo mejor es rehacer los célculos
tomando un mayor nimero de decimales, con el objeto de aumentar la exactitud.

) 6. Asignar a cada una de las nubes de puntos siguientes su valor del coeficiente de
correlacion de entre los siguientes:

r = 0'60; r = 099; r = —0'98; r = —0'26.

A B C D

v El coeficiente de correlacion lineal mide el grado de asociacion lineal entre dos varia-
bles estadisticas. Se calcula mediante la formula

Szy
G 0

T =

v Verifica -1 <r < 1.
Sir > 0, hay dependencia lineal positiva entre las variables.
Sir < 0, hay dependencia lineal negativa entre las variables.
Sir = 0, no hay dependencia, las variables son incorreladas.

v La dependencia es mayor cuanto mayor sea el valor absoluto de r.
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Si calculasemos el coeficiente de corre 1
lacion de la nube de puntos de la figur 0s
11.10, obtendriamos un resultado positi 08
vo. En efecto, se observa que hay uni 07
dependencia lineal positiva, ya que lo: 05
puntos parecen acumularse alrededor dt 05

una recta de pendiente positiva, recta es 04
ta que también se ha dibujado en la figu 13
ra. Ahora bien, ¢cual es la recta que me =
jor se aproxima a los puntos? Esta recta =
cuya ecuacion vamos a aprender a calcu % TR TR 1

lar es la llamada recta de regresion.
Figura 11.10: Recta de regresion

Cuando queremos estudiar la recta que mejor se aproxima a la nube de puntos,
estamos haciendo regresién lineal. Sin embargo, hemos visto a lo largo de esta unidad
otras nubes de puntos que mAas que acercarse a una recta, parecian aproximarse a
alguna curva (una parabola por ejemplo). En este caso hablariamos de regresién no
lineal. En este curso sélo nos ocuparemos de la regresion lineal.

5.1. Rectas de regresion

Hemos dicho antes que la recta de regresion es la recta que mejor se aproxima
a la nube de puntos. Vamos a intentar aclarar qué queremos decir con la expresion
“mejor se aproxima".

Empezaremos diciendo que hay dos formas de precisar esta idea, que dan lugar a
dos rectas de regresion, que se van a llamar, respectivamente, recta de regresion de
Y sobre X y recta de regresion X sobre Y.

La recta de regresion de Y sobre X aparece como aquella recta que hace que
las diferencias entre las ordenadas de la recta y las ordenadas de los puntos (estas
diferencias son los segmentos verticales que se han dibujado en la figura 11.10, es
decir, son las diferencias entre la altura del punto y la de la recta) sea, en promedio,
minima. Debido a que estas diferencias son positivas y negativas, dependiendo de
gue el punto esté por debajo o por encima de la recta, realmente lo que se hace es
elevarlas al cuadrado, sumarlas y dividir entre el nimero de puntos, para calcular el
promedio. Bien, pues imponiendo la condicién de que este promedio sea minimo, se
puede demostrar que la ecuaciéon que la verifica es

La recta de regresién de X sobre Y se obtiene de manera analoga, imponiendo la
condicion de que sean minimas las diferencias entre las abscisas. De esta forma, se
llega a la ecuacion

S -
z—T=—Y(y—79)
Sy
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Es facil darse cuenta de que las dos rectas de regresion pasan por el centro de
masas de la nube de puntos (7,7) y ademds, ambas estan inclinadas hacia el mismo
lado, es decir, ambas tienen pendiente positiva o pendiente negativa, precisamente
dependiendo de que la haya dependencia lineal positiva o negativa.

Para calcularlas es necesario calcular las medias, las varianzas y la covarianza.
En el apartado siguiente vamos a ver un ejemplo.

5.2. Estimaciones con las rectas de regresion

¢ Para qué sirven las rectas de regresion? Pues sirven para hacer estimaciones de
una de las variables sobre la otra. Vamos a ver qué significa esto mediante un ejemplo
gue ya aparecio cuando empezamos a hablar de variables estadisticas bidimensiona-
les, las notas de la asignatura de Matematicas y de la asignatura de Fisica y Quimica
de un grupo de alumnos.

|2 45 6 7 8 8 9
yi |3 5 4 55 5 75 8 10

donde los z; son las notas de Matematicas y los y; las de Fisica y Quimica.

La nube de puntos de estos datos, que ya habiamos dibujado, es la de la figura
11.11 y sugiere que cuando la nota de Matematicas es alta, también lo es la de Fisica
y Quimica; y lo mismo cuando la nota es baja.

Fisica y Quimica
[ ]

Matematicas
X

Figura 11.11: Dependencia positiva

Este grado de dependencia o de correlacién la podemos cuantificar mediante el
célculo del coeficiente de correlacion. Omitiremos la tabla y algunos de los célculos
gue hemos repetido ya en varios ejemplos. (Se sugiere como ejercicio verificar los
resultados.)

Medias:

Varianzas:
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Desviaciones tipicas:
s, = 22044 Sy = 2'1651.

Covarianza:
Spy = 4'25.

Coeficiente de correlacion:

=" — (/8905
S+ Sy

Lo que confirma nuestra observacion sobre la nube de puntos. Existe una correla-
cion positiva fuerte entre las dos variables.

Ahora bien, supongamos que un estudiante ha hecho los dos examenes y sélo
conoce la nota de Mateméticas que es un 6'5. ¢ Qué nota puede esperar en la asigna-
tura de Fisica y Quimica? Para hacer esta estimacién es para lo que sirve la recta de
regresion de Y sobre X. Calculamos su ecuacion sustituyendo en la expresion

— Sxy —
y-y=—5 (-7
SI
425
48594
que, simplificando y despejando y se convierte en

(z — 6'125)

y = 0'8746x + 0'6431

Ahora, para estimar la nota de Fisica y Quimica, sustituimos en la ecuacién de la
recta el valor x = 6’5, entonces, y = 6’328, que sera aproximadamente la nota que
puede obtener.

Otro estudiante sabe que ha obtenido 9 en Fisica y Quimica. ¢ Qué nota puede
esperar en Mateméticas? Ahora sabemos que y = 9 y queremos calcular z. Para este
caso, es mas adecuada la recta de regresion de X sobre Y, ya que queremos calcular
x conocido y.

Calculamos la recta de regresion de X sobre Y sustituyendo en la expresion

— S:py —
r—T=— -9
Sy

4'25
4’6875
Simplificamos y despejamos x y obtenemos

z—6'125 = (y —6)
z = 09067y + 0'685.

Para estimar la nota de Matematicas, sustituimos en la ecuacion de esta recta el
valor y = 9, con lo que se obtiene = = 8'8453.

U
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¢, Qué fiabilidad tienen estas estimaciones? Desde luego, no se puede esperar que
aporten el resultado exacto. Su exactitud dependera precisamente del valor del coefi-
ciente de correlacién. Cuanto mas proximo esté el coeficiente de correlaciéon a -1 0 a
1, mejor sera la estimacion. Por otra parte, hay que tener en cuenta que la estimacion
s6lo tendra sentido si el valor que se sustituye esta en el rango de los datos que se tie-
nen. Por ejemplo, si tenemos datos de peso y estatura de un grupo de personas y los
pesos oscilan entre 60 y 70 kilogramos, no tendria sentido, con estos datos, intentar
hacer una estimacién de la estatura de una persona que pese 120 kilogramos.

(2) 7. Se ha preguntado a un grupo de personas cuantas horas semanales dedican a ha-
cer deporte (X) y cudntas horas semanales dedican a ver la television. Las respuestas
han sido las siguientes:

zi |0 4 78 10
yi |20 15 5 4 1

Calcular las ecuaciones de las dos rectas de regresion. Utilizando la recta adecuada,
estimar el tiempo que dedicaria a ver la televisiébn una persona que dedica semanal-
mente 5 horas a hacer deporte.

v~ Una recta de regresion es la que mejor se ajusta a una nube de puntos. Hay dos:

Recta de regresién de Y sobre X:y — 3 = Sﬂ(x —I)

L _ s _
Recta de regresion de X sobre Y: z — 7 = sig’(y —7)

v Las rectas de regresion sirven para hacer estimaciones de una variable sobre la otra.
Si conocemos z, utilizamos la recta de regresion de Y sobre X para calcular .
Si conocemos y, utilizamos la recta de regresién de X sobre Y para calcular z.
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