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Limite, continuidad,

del Analisis Matematico. Los temas de la Unidad
ya fueron tratados en el libro de 1°, y convendria que el
alumnado los revisase para recordarlos. Ahora proce-
demos a profundizar en su estudio, no con rigor y forma-
lismo matematico excesivo, pero si de modo que nos
percatemos de que nuestras afirmaciones estan fundadas
en métodos matematicos rigurosos. Sabemos que la
mayoria de nuestros estudiantes quieren realizar estudios
universitarios, de ahi que intentemos introducir notaciones
y técnicas que se usaran mas adelante.

a presente Unidad es la base del denominado
I Calculo Infinitesimal, que es a su vez el sustento

El matematico francés Augustin Louis Cauchy (1789
—1857) sienta las bases del moderno Analisis, funda-
mentando la idea de limite. En la Unidad aparece la
definicién rigurosa de limite, no sélo como el valor al que
se acerca la funcién cuando la variable se acerca a un
punto, y la explicamos con algunos ejemplos, solo para
dejar claro que todas las propiedades y operaciones de
los limites estan basadas en dicha definicion.

o Augustin Louis Cauchy (Wikipedia. org. Dominio publico )

Rapidamente aparecen las indeterminaciones y aplicamos las principales herramientas para su

resolucién: Regla de L’'Hépital (indeterminaciones %,f

,>-0), tomar logaritmos neperianos

(indeterminaciones 1%, 0° -0 ), y definicién de nimero e (indeterminacion 1%). El limite permite

fundamentar la idea de continuidad, y de discontinuidad.

Araiz de las discontinuidades de salto infinito, surge la nocién de asintota vertical. El limite en
+o0 conduce a las asintotas horizontales y oblicuas. No sélo es importante saber calcular las
ecuaciones de las asintotas, sino conocer como se aproxima la funcién a ellas.

Por lo tanto, esta Unidad tiene como objetivos los siguientes:

Estudiar la continuidad de una funcién.
Obtener las asintotas de una funcion.
Calcular la derivada de cualquier funcion.
Estudiar la derivabilidad de una funcion.

S

Obtener las derivadas sucesivas.

Mejorar el calculo de limites, resolviendo las indeterminaciones existentes.
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LIMITE, CONTINUIDAD, ASINTOTAS

1. Limites de una funcion

En una primera aproximacion, son tres los limites que podemos calcular en una funcién: en un punto
iinlf(x), en el infinito /im f(x) y en el menos infinito  /im f(x). Los conceptos basicos los aprendimos en 1°.
- X—>eo X——o0

Aqui profundizaremos para mejorar en la comprensién y en el calculo de dichos limites.

1.1. Limite de una funcion en un punto

El limite de una funcion en un punto es el valor al que se cerca dicha funcion cuando la variable se acerca al
punto. ¢ Qué significa acercarse? Pues que la distancia entre ambos (funcion y su limite, variable y valor en el punto)
se acorta. ; Cémo se calcula la distancia en la recta real? Hallando el valor absoluto de la diferencia entre los dos
valores (se toma valor absoluto para que la distancia siempre sea positiva). Si el limite es finito, el limite se define,
y se escribe en forma matematica, como:

limf(x)=1 <> Paratodoe >0 existe § > 0tal que si 0< |x—a| <& entonces |f(x)—/|<e.

Abreviadamente se escribeV= para todo, 3 = existe.

Observa que para que x se acerque al punto se impone
la condicién 0 < |x - a| < 6, donde 6 es una cantidad que

7‘?5-// ------------- LoD debe ser cada vez mas pequefia. Hay que excluir el

, unto, pues x =a no verifica la inecuacion 0< |x - a|.
| =limf(x) P P [x-a|
X—a

i Observa que la condicion la pone la funcion (V) y que

£
<

hay que encontrar el valor de & (que estara directamente
relacionado con &) que garantice la 12 inecuacion.

Ejemplo

1. Usando la definicion demuestra que: a) lim (2x=5)=1; b) I/’an2 =1.
Solucién:
Escribimos la definicidn para cada caso particular:

a) Iing(Zx—S):1 & Ve >035 >0 tal que si 0<|x—3|<5 entonces [2x —5—1/<&. Lo que hay que hacer es

encontrar una relacion entre 8y ¢ . Fijate que la 2? inecuacién se convierte en [2x —6] = |2(x—3)[=2:|x -3/ <26 =
tomando o6 :% tendriamos demostrado el limite.

b) fimx* =1 Ve >035 >0tal que si 0<[x~1|<5 entonces |x* ~1 <. Se parte de 0 <|x—1] <& y hay que manipular

x* =1 =|(x+1)(x=1)| =|x+1]-|x—1. E1 2 valor absoluto esta acotado por &. El primero exige més trabajo:
e+ <141+ <[x-1+[2 =[x~ 1+2<5 +2. Porlotanto, = |x* 1| =[x+1-[x~1|<5(5+2)=e.
La ecuacion 52 +25 = ¢ tiene como solucién positiva & = v/'1+& —1, que es la relacion buscada.

Observa que en ambos casos, si disminuye & también lo hace & . Si no fuera asi, la funcién no tendria limite.
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Puedes observar que:
1°) al complicarse la funcion se hace muy complicado averiguar la relacién entre los términos 6 y ¢;

2°) la definicion no sirve para calcular el limite de una funcién directamente, aunque si para demostrar las
formulas del algebra de limites que vimos en 1° de bachillerato y que aqui repetiremos, sin demostracion.

Apesar de que en la definicion excluyamos el punto, para el calculo del limite habitualmente sustituiremos dicho
valor en la funcion y asi obtendremos dicho limite. Recuerda que esto es asi porque trabajamos con funciones
continuas.

En realidad, el limite se compone de otros dos, llamados limites laterales: por la izquierda (x—a-) y por la
derecha (x—a'*), que usabamos en las funciones definidas a trozos, en aquellos puntos en los que cambiaba de
definicion, y en las funciones que presentaban discontinuidades inevitables de salto infinito, alli donde éstas
aparecian.

Funcion
logaritmica

Fraccién
algebraica

\/*

Las discontinuidades inevitables de salto infinito se presentan en aquellos puntos en los que el limite no
estd acotado, habitualmente porque el denominador se anula y no el numerador, o porque el argumento del logaritmo
se hace cero. En el primer caso, que es el de las fracciones algebraicas o funciones definidas a partir de cocientes,
los limites laterales suelen ser distintos, mientras que en el caso de las funciones logaritmicas sélo aparece un
limite lateral, pues, al intentar calcular el otro, el argumento es negativo, por lo que no existe el logaritmo y l6gicamente
carecera de limite. Si la funcion no esta acotada superiormente en el punto, se dice que Lma f(x) =eo ysino esta

acotada inferiormente que /im f(x) = —eo . Enla gréfica, My N representan las cotas superior e inferior, respectivamente.

1.2. Limites en el infinito y en el menos infinito

También aqui pueden darse varios casos:

I Que la funcién se acerque a un valor finito, que puede ser distinto en <o y en - . Si el valor es el mismo en
ambos casos, se escribe Iiry f(x) = k. Este valor nos da la ecuacion de la asintota horizontal de la funcion
X—>teo
V=K.

Il. Que la funcién no esté acotada superiormente I/'n+7 f(x) == ,0 que no lo esté inferiormente X/L'n] f(x) = —co.
X—>too too

Igual que en el primer caso, los limites de la funcion pueden variar de < a - 0. La funcién no tiene asintota
horizontal.
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K fim f(x) = o
_/ yu =k \

........... G,

lim f(x) =k lim f(x) = oo

X-—>+oo X—>1o0

BN
NV I

Recuerda los siguientes resultados de los limites en +oo:

lim x" =0 .P.gj.lim x> =0

X—>oo X—oo
lim X" =oosirespar.P.gj. lim x* =co
X—>—oo X—>—oco

Sir>0= lim x" =—co si r s impar.P.gj lim x° = —
fim L =0.P.qj. lim 1 =0 (es también el caso r <0)

X—teo X Xx—teo X

Cuando se trata de polinomios, el comportamiento en oo 6 —oo viene dado por su monomio de mayor grado,
siendo despreciables los demas términos:

lim (4x5 —7x° +25x2 —1000) = lim 4x°.

X—>o0 X—>o0

lime* =oo; lim " = lime™ = lim —- =0
X—>o0 X—>—o0 X—>o0 x> @

liminx = oo,

X—o0

No podemos calcular lim Inx, lim senx, lim cosx, lim fgx.

X—>—o0 X—>too X—>too X—>too

Para el calculo de limites de funciones un poco mas complejas necesitamos conocer el Algebra de limites o
propiedades de los limites de las funciones:

lim (f(x)£g(x)) = lim f(x) £ lim g(x) : el limite de una suma o resta es la suma o resta de los limites.

X—a X—a

lim (f(x)-9(x)) = lim(x)-lim g(x) : el limite de un producto es el producto de limites.

X—a

lim [k-f (x)] =klimf (x) : el limite de una constante por una funcién es igual a la constante por el limite de

X—a

la funcion.

limf(x
f (x)=222——limg(x) # 0 : el limite de un cociente es el cociente de limites.
g limg(x) " x>a

x . Jm.g(x) - L, . -
lim (f (x))g( )= (Ilm f(x)) . el limite de una funcién elevada a otra es igual al limite de la base elevada

X—a

al limite del exponente.
Estas formulas sirven también para <o y - =0, igual que todo lo que se diga a continuacién. Pare evitar alargar
la escritura, solo escribiremos limf(x).

X—a
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Ejemplos

1
2. Calcula los siguientes limites: a) I/m’“r4 b) lim In(x ~16); c) lime* .

Solucién:
4 7 lim ng = Ol‘ = —oo,
X+ 1’ x—3 X — q q P c
a) i/_)rrg —3-0 =1 wad 7 Recuerda que si el denominador es cero, lo Unico que hay que averiguar

xll—>nS"+ x—3 0*
es el signo de la fraccion cerca del punto.
A lim In(x* ~16)

b) [fimin(x*-16)=I0={ ** , pues x* —16 <0si x <4,
xod lim In(x* ~16) = —

U 1
limex =e” =™ =—=0.
e

1 i x—0"

c) imz) e =¢' = 1 ) Observa el cambio de comportamiento, que es debido a la
—! L
limex =% =@~ =co,

x—0"

influencia del cambio de signo en la funcién exponencial, con la que hay que tener mucho cuidado.

2
X4 Gy e
X+1

1
3.Dada f(x)=1{ex',si—1<x<1; calcula lim f(x)y limf(x).

x——1 x—1

In(x2—1),31x>1

Solucion:

Observa que hay que calcular los limites en los puntos en los que la funcién cambia de definicion, por lo que
averiguamos directamente los limites laterales:

X——1" X1 X+1 x——1" x——1*

2 1
\ lim f(x)= lim X 1= 2 - o jim f(x)= lim " =" = oo,

Al sustituir en el limite la funcion que tenemos a cada lado hay que seguir con los limites
N— Je laterales, pues nos es necesario para conocer el signo del limite.

1 1
lim f(x) = lime* =62 =le; lim f(x) = lim In(x* —1) =~

x—1" x—1 x—1" x—1"

-1 1

En el primer limite lateral, podemos prescindir de seguir escribiéndolo porque no hay
problemas con la funcién, mientras que en el segundo hay que escribirlo de nuevo,
pues solo existe un limite lateral. A la izquierda tienes la gréfica de la funcién en los
puntos en los que hemos calculado los limites.

2x° —4x* 45 . b) lim X*+2x—6 . ¢ lim X +2x-T7.

4. Calcula los siguientes limites: a) [im
> ) Jm x*=Tx+15 o x*—4x? x> Bx* -5

o7 RE= 4p
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2
d) lim (2"_1: c ) lim X

oo 4y’ + o= x2 41
Solucion:
3 2
o) IS = )= S i @)=
3 &)
b) lim %ﬁ:ﬁ(md)z fim 2= tim 1 =0,
X—>—co X' —4X o X——o ¥ X—>—o0
2 2
o) lim X +2X=T _ = (jng) ~ fim X =1,
) . 8x* -5 =, ()= —=8x> 8

=1.

d) lim @y = (ind) = lim 2% 4x

0w 4xE41 oo x> 4x°

3
=—(ind) = | lim X2 = lim x =—c
Xﬁ—oex +1 ) X——e X X—>—o0

e)

1.3. Indeterminaciones

La aparicion de algin « 0 de algun 0 (cero) en determinados lugares puede convertir el limite en una indeter-

oo

minacion. Ya conocemos las indeterminaciones %,_ oo —oo, También son indeterminaciones 0-co, 1, 0°, oo’
oo

Observa que, salvo 0°, todas las mdetermmamones se deben a que o no es un numero y, por lo tanto, no S|gue
las reglas para los numeros. En el caso de 0° hay un conflicto, pues 0° = 0, pero @’ = 1, y no sabemos a qué
regla atenernos. Estas son las 7 indeterminaciones posibles.

Como puedes imaginar, los casos interesantes son las indeterminaciones, ya que en los demas solo hay que
sustituir los numeros y operar. Para resolver estas 7 indeterminaciones necesitamos alguna herramienta mas
potente que la division por el método de Ruffini, que sélo sirve para polinomios. Esta herramienta se llama Regla
de L’Hopital y consiste en cambiar en un cociente el numerador y el denominador por sus respectivas derivadas,
y calcular a continuacion el limite. Si de nuevo sale una indeterminacion, se procede de forma analoga hasta que
ésta desaparezca. Por supuesto, deben existir las derivadas de f y de g, que es lo habitual. Puede enunciarse asi:

Si lim M =05 o — entonces [im m =lim f (X)

x—a g( ) 0 x—a g(X) x—a (g ( )

Ejemplo

5. Enlos siguientes apartados mostramos algunos limites resueltos.

X L'Hopital X

3X+2 0 LHﬁ)ltaI. 2X—3_ 1 oy LHﬂ)ltal e* oo/ P e e
o) lin =2 i) =i ZE == b) fim &= 2(00) = £ (i) = fim &=

NOTA: El caso a) se puede resolver usando la Regla de Ruffini, factorizando numerador y denominador, pero el b)
no podemos resolverlo mirando los grados del numerador y del denominador, porque el numerador no es un polinomio.
Fijate que la Regla de L'Hopital nada tiene que ver con la derivada de un cociente, sino que es Unicamente cambiar
el numerador y el denominador por sus derivadas respectivas. Esta regla se usa en todas las demas indeterminaciones,
salvo en oo —co, pues 0 - « se puede convertir en 0/p 6 /o sin dificultad.

o RE= 4p
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a 1 _ 2x o . restamosla_s fracciones . 2y B 0. L'Hﬂma/ 1 ~
) liml — )— (ind) = £I_>sz2_4—6(lnd) = i’ﬁlﬂ 7

multiplicamos
; L.XZ_I_X _§.£_°°. . Iasfrai:iones 3 5X(X+1) L 5X _§
9 Jim )_0 == i) = xll—r>r—71(x+1)(7x+1)_xll_rzz17x+1_6'

2
e) Iim(% X2+8) 0-c0 (ind) _Ilmz“x +8 Ilm( X 8).~.Iim(2 X—2)=2-
X—>o0 X—>o0 X—>o0 x X—>o0 X

Fijate que a veces la forma de deshacer la indeterminacion no consiste mas que en efectuar la operacion sefialada,
pero no realizada (resta y multiplicacién en los 3 casos anteriores).

Héol 1
3 I o . L'Hopital , 3
f) im(x-lnx):O (- )(/nd)_I/m? —(ind) = im_{/xz =£l£’6(—x):0.
X X
L'Hépital 1

g) lim(x-e™)=oo O(Ind)—llm—:g(ind) = lim==0.

X—>o e X—>o0 e

Observa el procedimiento: f(x)-g(x) = % por lo que 0 se convierte en « 6 « en 0, pasando a ser indeter-
f(x)

minacion resoluble por la Regla de L'Hopital.

Obviamente, para usar esta Regla, hay que conocer la derivada de las funciones. Las puedes encontrar en la Unidad
8 del libro de 1° 0 en la siguiente Unidad, la Unidad 5.

Las indeterminaciones 17, 00, «?, las podemos convertir en resolubles mediante L'Hopital sin mas que tomar logaritmos
neperianos. Recuerda que los logaritmos bajan los exponentes:/na® = b-Ina, con lo que:

In1” =co-In1=20-0, IN0° =0-In0=0-(—o0), Ineo’ =0-Ineo=0-c0. Todas estas indeterminaciones se

, . 0 - 00 \/ox : )
convierten en 0-<o y después en — 6 —. Veamoslo con unos ejemplos:
oo

0

h) Iirr%xx =0° (ind) = hacemos y = x* = Iny = x-Inx = Calculamos el limite Iin?)(lny) = Iin%(x-lnx) =0- (o) (ind) =

L'Hopital

1
Inx —ooy; T A (v , _ , _ 7 X A0
_My =2 (ind) = m_%_ﬂ( x)=0= lim(Iny)=In(fimy ) =0=> limy = imx* =& =1,
X X

Observa que al final hay que deshacer el haber tomado logaritmos neperianos recurriendo a su funcién inversa,
la exponencial.

. - 3 3-In(1+2x ’ . 3-In(1+2x

i) M(1+2x)4—1 (ind)=>y = (1+2x)A:>Iny=%-ln(1+2x)=—(x ):im(lny)ﬂm—(x )=
_0 . LHﬁ)ltal 6 3 / 5
_a(lnd) i@m 6:>£m(1+2x) =e’.

0 RE= 4p
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También podemos resolver 1 recurriendo a la definicion del niimero e:

X p(x)
e=lim (1+%) =lim(1+x)/ = l:m(1+ 1 ) , Si p(x) — oo cuando x — o . De este modo, podemos escribir

X—o0 x—0 X—o0 ( )

q(x) q(x) 1 p(x) % 4(x)
lo siguiente: si lim 1+— =1 entonces im| 1+ — =lim|| 1+— =exp| lim
g x—»o( ( )) xew( ( )) x—ml:[ p(X)j :| p|:x—>oop(X):|

en donde aparece exp en lugar del nimero e, para mayor claridad. Por lo tanto, lo Unico que hay que averiguar
es el término p(x).

Ejemplo

Continuacion del ejemplo 5.

& im (122 =1 (i T B a(x) 3x ( 1)”_
i) x’l’l(”x) —1 (lnd):>1+p(x)_1+xz>p(x)_x ko q()p(x) X _3 fim(1+1] =

= exp[lim 3} =6’

X—>o0

2x
5x° = (i 1 5x’ 1 5x° 7
k) lim =1" (ind) =1+ = = — = :
) ( 7J (in) p(x) 5x°-7 " p(x) 5x°-7 = 5x*-7

x=e( 5x°
0 _ ). = 14X jiy [ 58X 2X=exp[lim14—x}=e°=1.
p(x) p(x) " 5X° =T s B 7 r=Bx° =7

Intenta hacer los ejemplos g y h tomando logaritmos neperianos, que es el método mas general, pues la definicién
de e solo puede usarse para la indeterminacion 17.

) /im(x+1)%=<>o°(ind):>y=(x+1)%:>/ny=w:>ﬁm(/ny)=/imM = (ind) =
L'Hépital
= lim—2 = 0= fim (x+1)% =® =1.
x000 X +1 X—>o0
Jx+3-2_0 oongzco X+3-4 ; x—=1 ; 1
m) [im¥~——-=% ind) = lim =lim =|im———=
I == =g (") =1 (x— 1)(\/ﬁ+2) H'(x—1)(ﬁ+2) o1 x+3+2
= ﬁ % Este ejemplo también se puede resolver mediante la Regla de L'Hapital: Iin‘1: —‘”‘;_31_2 =
_Q L' ﬂ)lfal 1 _L_l
o) = Im 5 ~72"%
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(& Actividades

- DD DS D B 1
i I
I I
! o X' =Tx+6 X +3x°=9x+5 X2 —11x =12 I
i 1. Halla:  a) imX=Xt0 . p) [jmX FX =9X+9 . ) iy )
! b e Y e e O a1k =20 |
I I
I I
| 2. Caloula: a) lim w; b) fim 3—*;5, c) I A +2x =Tx +2X ix |
: o x*—16 x== 2x° — x* +5x oL 3x+8 |
I I
I I
L3 Hala: @) lim AL gy g IEICE2 gy i NEEX O X i
xX— X x— — x—2
| :
I
I x> =25 1-x* ; [,2 I
I 4. Calcula: a) [lim ——=— lim ;¢) lim [Vx —=3x+x).
: b 7 B Mg g ¢ H«( ) |
l |
| :
1 , 1 , 1
: 5. Averigua: a) Iinz(x-e‘); b) Ilm(x~e4); c) lim (x-e/X). :
I ]
| I
I o 1 oy ) x :
| 6. Calcula: @) lim(2x~1)<7 ; b) limx™* ; c) Imz)(\/}) . |
] !
I I
: 8x+12 -8 :
7. Calcula: a Ilm—; lim
i ) ~3x* +4 & H4\/6x+ -5 :
: ]
I
! 1 X2 o (x =3’ +x*+4 !
) a) lim| ==X i b) fim| =2 A T2
! S e x—>m(x +3x+5 X+1J ) x—>2(x3—2x2—4x+8) i
I I
I I
I I — _
| 9. Calcula: a) fim ¥2¥EX=2 . ) i X 4X 19x-14 i
: X——1 X+1 x—7 _49 :
: I
1
1
I 10. Calcula: a) //m\'3x+ =3 by fim X2 =23 :
! X0 =3 x° —5x% +3x+9 :
i ]
2 I
| 11. Calcula los limites siguientes: a) /im il G ; b) lim & 3X !
I Xe X+5 x° =3 x—3 2x+5 i
| ]
: 2 3x :
| 12. Calcula los limites siguientes: a) fim N R 3X —2¢ 1208 :
! xoe| Bx% +2x —1 X2 -3x> +4x I
- I
I I
I I
b e e e R R S R S R ol
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2. Continuidad de un funcion

Recordemos que una funcion f es continua en un punto x = a cuando:

1. Existe f(a): 3 f(a)

2, Eliiﬂf(x):zl lim f(x), lim f(x)y lim f(x)= lim f(x)=1limf(x) :en el caso de las funciones definidas
a trozos implicaxalje existé;ay coincidxe_r;a los Iimit;;alaterales.x_)a

3. ilnlf(x) =f(a) : coincide el valor del limite con el valor de la funcion en el punto.

Una definicion alternativa es: una funcién f es continua en un punto x = a cuando lljnz)f (a+h)=f(a)que es
" IRV 0 —!
lo que aparece en la definicion de derivada.

Habitualmente, para estudiar la continuidad de una funcién usamos los tres pasos antes descritos. También
hay que recordar que las funciones que pueden presentar problemas en su continuidad son las definidas a
trozos (en los puntos en los que cambia de definicion), las funciones con denominadores (alli donde se anule
dicho denominador) y las logaritmicas (donde el argumento se hace cero). Hay tres tipos de discontinuidades:

i. Discontinuidad inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas a trozos). Los limites laterales
son distintos, pero ambos finitos.

ii. Discontinuidad inevitable de salto infinito (la funcion tendra asintotas verticales en los puntos en los que
presenta este tipo de discontinuidad). La funcion no esta acotada en el punto.

iii. Discontinuidad evitable (se evita redefiniendo la funcidn en ese punto). Existe el limite de la funcion en el
punto (aparece la indeterminacion 0/0, que resuelta da un limite finito), y de ese modo se redefine la funcion.

Ejemplo

6. Estudia la continuidad de las siguientes funciones. Representa graficamente fy esboza la grafica de g en donde
sea discontinua.

1—x%,si x <1

a) f(x)=1-2,si1<x<3; b) g(ﬂ:ﬁ_
X—5,8i x>3

Solucién:
a) Los posibles puntos de discontinuidad son x = 1, x = 3.
Enx=1:1°) f()=-2; 29) lim f(x)=lim (1-x*)=0; lim f(x) = lim(~2) =~2= Blim(x)=> f no es continua

en x = 1. Es una discontinuidad de salto finito.

Enx=3:19 f(3)=—2; 29 fim f()=lim(~2)=—2; lim f(x)=lim(x—5) =—2= 3limf(x) =—2=
X— x—3" X— X—

x—3

= f es continua en x = 3. f es continua en R —{1}, y presenta una discontinuidad de salto finito en x = 1.
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f(x) 9(x)

N )

b) Los posibles puntos de discontinuidad son x = 4, x = -3 (DEN = 0).

_ g fay 00 e P T
x=4: f(4)= 0(/nd) = lim =4 +3) lim 13 = 7= discontinuidad evitable.

_4 = discontinuidad inevitable de salto infinito. La funcién g tiene una asintota vertical en

x==-3 f(_3)_T

x =— 3. Para el esbozo calculamos los limites laterales /im — -
=3 x°=x=12 0

;

Iing 22’(—_812 = ?.—1_4 = oo, Asi, g es continua en R —{-3}, presenta una discontinuidad evitable
x5=3" X5 — X —
en x =4y una discontinuidad inevitable de salto infinito en x = — 3. Arriba esta el esbozo de g.

El siguiente paso es definir la continuidad en un intervalo (a, b). Parece obvio que f seré continua en (a, b)
cuando sea continua en todos lo puntos del intervalo (a, b). Observa que este estudio ya aparece en la conclusion

de los ejemplos anteriores.

Ejemplos

23 7 six<—1
S sea continua en todo ‘R.

7. Averigua el valor de a para que f(x)=
X six>—1
1+ax

Solucion: En principio, el posible punto de discontinuidad es x = -1.
1o g e 02 a-2=0=a=-12

, _ a _a. — i X _ —1
X’L’ﬂ-f(")‘x’l’ﬂxqu’ xlimrf(x) xlmﬂax 1-a 2 1-a

Asi, f podria tener las dos siguientes formas:

2_—1,six<—1 22 , i x <1
a) f(X)= X +1 , b) f(X)= X +1

X six>—1 X_ six>—1

1—x 1+ 2x

Observando la forma a), vemos que presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito en x =1, y en la b) el
denominador se anula para x == /- Luego f no es continua en todo %R para ningun valor de a.
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%x,six<2
3x—a,s8i12<x<3

8. Calcula a, b, ¢y d para que sea continua f(x) = 1 b, si 3< x <5 y represéntala graficamente.

—X+c¢,8I5<x<7
d,si7T<x

Solucion:
Los posibles puntos de discontinuidad son x = 2, 3, 5, 7. Directamente calculamos los limites laterales y los igualamos:

i — l =1 fl = i —_ =0— =0— =
xll_>r1277f(x)_£l_>n£2x 1,Xll_>r127+f(x) £I_>rr£(3x a)=6-a=1=6-a=a=b.
lim f(x) =lim (3x —5) =4, lim f(x)=limb=b=>b=4.

x—3 x—3 x—3* x—3

lim f(x)=Iim54:4; lim f(x):Iin*é(—x+c)=—5+c:>4=—5+c:>c=9.
x—5" X— x—5" X—>

lim f(x) = lim(-x+9)=2; lim f(x)=limd =d =d =2.

x—=T" x—=T7 x—T" x—7

1x,six<2

2
3x-5,812<x<3

La funcion fes de la forma: f(x) =44, si 3<x<5 y su representacion grafica es la que aparece debajo.

—X+9,8i5<x<7 4
i7<
2,81 T<x ) (x)
1
X, i x <1 2 3 5 7
9. Estudia la continuidad de f(x)=13,si1<x<3  .Represéntala.
|x2 —6x|, six>3
Solucioén:
9

A partir de una observacion ligera diriamos que los Unicos posibles puntos de
discontinuidad son x = 1, x = 3. Sin embargo, hay que considerar también el
valor absoluto: |[x* —6x| =0 =x = 0, 6. De estos dos valores, solo influye el 6,
que es el que verifica 6 > 3. Podemos separarlo y rescribir la funcion como 3

X,Si x <1 1
3,si1<x<3 /‘ﬁ 3 6

—x*+6x,813<x<6

f(x) =

x* —6x,si x> 6

x=1=1)f(1)=1; 2°)lim f(x) =I/'m1x =12 lim f(x) =lim3=3= No es continua.

x—1" x—1" x—1

x—3

x=3=1)f(3)=9; 2°)Iin;lff(x):lin’é3=3¢ I/’m+f(x):ll’rr;(—x2+6x)=9:> No es continua.

x=6=>1)£(6)=0;2°) lim f(x) = lim(—x* +6x) =0= lim f(x) == lim (x*+6x)=0= Sies continua.

X6 x—6 x—6"

Por lo tanto, fes continua en R —{1, 3}, presentando discontinuidades inevitables de salto finito en ambos puntos.
Como ya sabiamos, el valor absoluto no presenta ningun problema para la continuidad.
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3. Asintotas

Se llama asintota o rama parabdlica o rama infinita a la recta a la que se acerca la funcién cuando no esta
acotada en un punto (asintota vertical), o a la recta a la que se acerca la funcién cuando x — +eo (asintota horizontal
y asintota oblicua). Hay tres tipos de asintotas: la asintota vertical, la asintota horizontal y la asintota oblicua.

La asintota vertical indica que la funcion tiende a « & - « conforme x se acerca a un punto a. Para hallar la
ecuacion de las asintotas verticales hay que resolver la ecuacion DENOMINADOR(x) = 0 6 ARGUMENTO(x) = 0
(en el caso del logaritmo). La ecuacion de la asintota vertical es x = a, siendo a la solucién de alguna de las
ecuaciones anteriores. Para saber como se acerca la funcion a la asintota se calculan los limites laterales.

Las asintotas horizontal y oblicua nos indican adonde se acerca la funcién cuando x — +0. Son dos rectas,
una de ellas horizontal, por lo que tiene pendiente cero, y otra oblicua, de pendiente distinta de cero.

Una funcion f tiene una asintota horizontal cuando Xli'{ymf (x)=k, ke R . Laecuacion de la asintota horizontal

es yy = k, donde escribimos el subindice H para distinguirlo de la funcién, que muchas veces se llama y. Una funcién
no tiene asintota horizontal cuando /im f(x) =+ . Sila funcién tiene asintota horizontal, no tendra asintota

X—>too

oblicua, pues la horizontal es un caso particular de oblicua, con la pendiente igual a cero. Para saber como se
acerca la funcion a la asintota horizontal hay que estudiar el signo de la diferencia y -y, tanto en o como en
—o0, Sisgn(y-yy) > 0,y va por encima de y,, y si sgn(y — yy) < 0, la funcién va por debajo de la asintota.

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y,, = mx + n a la que se aproxima la funcion f cuando
X — te0. 4 COmo calculamos my n? Si f se aproxima a y,,, debe verificar los siguientes apartados:
f(x) f(x)

19 lim =~ =1= lim ) lim m=1:>m= lim ===
X—>oo yOb x>t MX +N x>t MX x—teo X

2) lim (fX)=yo,)=0= lim (f(x)=mx—n)=0=n= lim (f(x)—mx).

Observa que primero ha de calcularse m, que debe ser un valor finito, pues en caso contrario no tendria asintota
oblicua, y después se calcula n. Igual que en el caso de la asintota horizontal, para ver como se acerca la curva
a la asintota hay que calcular el signo de la diferencia y — y,,. Recuerda que s6lo buscaremos asintota oblicua
cuando la funcion no tenga asintota horizontal. También puede darse el caso de que la asintota oblicua sea distinta
para X — o quUe para X — —eo,

Ejemplos

XZ
P

10. Averigua las asintotas de f(x) = e indica como se aproxima la funcion a sus asintotas.

Solucion:

Para hallar las asintotas verticales resolvemos la ecuacion DEN = 0, que en este caso es x2-9=0 = x
Las ecuaciones de las asintotas verticales son x = -3, x = 3. La funcién se aproxima a cada asintota:

2 2
Il’m 2X =i=00’ 1 —2X =i_=—oo
=¥ x° -9 0 >3 x° =9 0
2 2
”m ZX =%=— ,' 1 —2X =i=oo
-3 x2—-9 0 -3 x° =9 0F

4p
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2 2
\ Como lim —X— = lim X_ =1, la funcion tiene como asintota

X—teo ¥ — X—teo ¥

horizontal la recta y,, = 1. Se acerca a la asintota horizontal:
———
yy =1 2
3 sgn| —X——1]=sgn[ —2— |>0
3 g(x2—9 ) g(xz—g)

/ \ Por lo tanto, f > y,, = la curva f va por encima de la asintota y,.

2
11. Halla las asintotas de la funcién ¥ =—=—= 'y estudia el comportamiento de la funcion cerca de sus asintotas.

X—5
2
Solucién: DEN=0= x—5= 0 AV: x=5 = lim X =2 — o \
xo5 X—9 0] _
o X0 _25_
xILrg+X—5_0_+_ Yob =X+5
2 2
lim %X~ = lim X~ = lim x =+e> = No tiene asintota horizontal.
X—too X —5 X—teo X X—>too N=6
. f(x) x? o X
m= lim —== lim = lim %=1 . —
x>t X X—teo X (X — 5) X—>keo X2 / \
, —> Yoy — X+
n= lim ( X 5 —x) = lim 5—X5 ~ lim 2X =5 Fijate que para que una fraccion algebraica
o= X Xm0 o X tenga asintota oblicua, la diferencia entre los
X2 25 <0,Six > —co=y<y,, grados de numerador y denominador debe
sgn| =5~ (x+ 5) |=sgn- 5 = 50,851 X 5 00=> Y > Y4 ser 1, que es el grado de la asintota oblicua.

2

= 3
12. Halla las asintotas de y = szi

1 y estudia su comportamiento cerca de sus asintotas.
+

Solucion:

DEN # 0 No tiene asintota vertical.

2 2 2
lim X =2X+3 _ jim X _4 — 1= sgn| X =243 4| sgn 222X | < sgn[ =2X |=s n(_—z)
xLieo X2+1 x—>1mX2 = Vu =59 X2+1 g X2+1 g X2 g X =

{>0,six—>—oo=>y>yH

) . No tiene asintota oblicua, pues tiene asintota horizontal.
<0,six >0 y<y,
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(& Actividades

X,Si x<—1

13. Representa gréficamente la funcion f(x) =<1-x?,si —1< x <2 . Indica el valor de yn’% f(x) y clasifica la discon-
tinuidad en el punto x = -1. —3,5i x>2

|3—x|,six<7

. Determina: a) El valor de a para que f sea continua en x = 7;

14. Considera la funcion f(x) =
ax+4,si7<x<10

b) La grafica de f.

x> +1,8i x>0

x—18ix<0

15. Estudia la continuidad de f(x) = {

16. En cierto colectivo de familias, el gasto mensual en ocio G(x), en euros, esta relacionado con sus ingresos mensuales,
0,02x —5,0< x <600
X, en euros, a través de la siguiente expresion: G(x) =
: . M=) 140x 600y
2x +8200

a) Estudia la discontinuidad del gasto. ¢ El gasto en ocio de una familia es sensiblemente distinto si sus ingresos

16 (b)
son “ligeramente” inferiores o superiores a los 600 €7
b) Justifica que el gasto en ocio es siempre creciente con los ingresos.
16 () c) Justifica que ninguna familia realiza un gasto en ocio superior a los 70€.

X +1

2x% =3x+1,si x <1

18. Se considera la funcion real de variable real f(x)= _
Inx,si x>1

a) Estudia la continuidad de f(x) en x = 1; b) Esboza su gréfica.

(2x-1)*
4 2

19. Calcula las asintotas de f(x)= .
X“+1

3
20. Sea la funcion f(x) = ZZLZHQ Se pide: a) Especificar su dominio de definicidn ; b) Estudiar su continuidad;
X*+2x—

c) Calcular las asintotas si las hubiera.

2
21. Se considera la funcién real de variable real definida por f(x) = /Xz—_‘: Se pide:

a) Determinar su dominio de definicion; b) Obtener sus asintotas.

X —3x+2,8i x<3

22.Sea f(x)=1 1o P
a—-x’ -

L 1
I 1
1 I
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
1 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
I I
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
: 1

1
1 , x° |
: 17. Halla las asintotas de la curva y = . :
I 1
1 1
I 1
I 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
1 1
I 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
I 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
I I
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
I I
I 1
I 1
I I
I 1
L ol



a) Halla los valores del parametro a para los que fes continua en x = 3.

b) Para a = 4 calcula las asintotas verticales y horizontales de f.

e six<1 ) y ,
23. Sea f(x) = ) - ¢ Para qué valores de a la funcion es continua?
(x+a)", six=>1

24. Da un ejemplo de funcion R— R que sea continua excepto en tres puntos a, b, ¢, tal que en a presente un salto
finito, en b una discontinuidad evitable y en ¢ un salto infinito.

x—3,six>3
X+3,8ix<3

25. Halla el limite cuando x— 3 de f(x) = {

x*+a, six<-—1

26. Halla a'y b para que f(x) ={—2x*+b,si—1<x <0 sea continua.

e*—a, si0<x

x—4,si x>4
27. Dada f(x) = ,halla limf(x)-
=154 gy g MR ITHX)
x—4
4—(x+2)°
28. ; Cuanto debe valer k para que sea continua f(x) = o Six#0,
K, six=0
2_
29. Dada la funcion f(x) = 2X—4
X —x-2

a) Halla los puntos de discontinuidad.

b) Si existe algin punto de discontinuidad, halla los limites laterales y el tipo de discontinuidad.

c) Determina si se puede completar el dominio de la funcién de modo que sea continua en toda la recta real.
X+2

——,Six<2
x—1

3x2 —2x
X+2

30. Se considera la funcion f(x) =

,SiXx>2

a) Estudiese si f(x) es continua en el punto x = 2.

b) Calculense sus asintotas oblicuas.
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v Los casos importantes del célculo de limites son las indeterminaciones. Hay 7 indeterminaciones:

9!2!0'00!00_00! 00y°o011°0 "

0 oo

El mejor método es la Regla de L'Hopital: Si lim ) = U 6= entonces lim ) = lim M Su aplicacién
x—a g(x) 0 x—a g(x) xoa g (X)

g(x)

%(X)

oo —oo 0 bien se hace la resta y luego se toma el limite, o bien se multiplica y divide por el conjugado, si hay

es inmediata para los casos % e f, y escribiendo f(x)-g(x) como , para el caso 0-<<. En el caso

raices cuadradas. Los casos 0°," ,1° se resuelven tomando logaritmos neperianos. Después aparece 0 - oo,
ya descrito. Hay que recurrir a la funcién exponencial para deshacer el haber tomado logaritmos. La indetermina-

cién 1° puede resolverse usando la definicién del nimero e:

1 q(x) 1 q(x) (X)
Si lim|{1+— =17 entonces lim| 1+ — =exp[lim q_}
== p(x) == p(x) = p(x)

v Para que una funcién sea continua lim f(x) =f(a). Si es definida a trozos, se siguen estos tres pasos: 1°) Calculo

X—a

de f(a) ; 2°) Calculo de los limites laterales. Si coinciden, existe limf(x); 3°) Se comprueba si f(a) = lim f(x).

X—a

Si es una funcién con denominadores, se resuelve la ecuacién DEN=0. Después se sustituyen los puntos en la
. n° . o e o 0
funcién. Si sale L f presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito. Si sale 0 hay que resolver una

indeterminacion. Si da un valor finito, se trata de una discontinuidad evitable. En caso contrario, discontinuidad
inevitable de salto infinito.

v Hay 3 tipos de asintotas:

o La asintota vertical de ecuacion x = a, siendo a la solucién de las ecuaciones DEN (x) =0 6 ARG (x) =0 (en el
caso del logaritmo). Para saber cdmo se acerca la funcion a la asintota se calculan los limites laterales.

o Una funcién ftiene una asintota horizontal cuando X@Lf (x)=k, ke R . Laecuacion de la asintota horizontal
es y,=k.

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y,, = mx +n ala que se aproxima la funcion f cuando x — teo,

[ J
con m= lim fto y n= Iirgw(f(x)—mx).

X—Eee ¥

Para saber como se acerca la funcidn a las asintotas horizontal y oblicua hay que estudiar el signo de la diferencia
Y = Yasie tanto en o como en - 0. Si sgn(y — Y.si) > 0, y va por encima de Yy, Y Si SGN(Y = Vasin) < 0, la funcion
va por debajo de la asintota.
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