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CALCULO DE PROBABILIDADES

Los juegos de azar fueron el origen de la teoria de probabilidades; pero aunque la mayoria de los juegos de azar son
tan antiguos como la humanidad misma, el calculo de probabilidades no surgié hasta finales del siglo XVI y principios
del siglo XVII.

Hoy en dia el calculo de probabilidades no so6lo se ocupa de problemas asociados a los juegos de azar, sino que junto
con la estadistica interviene en otros ambitos de la vida. Algunas aplicaciones son los estudios sobre expectativas de vi-
da con el fin de fijar las primas de seguro, el analisis de las previsiones de voto ante unas elecciones, o el estudio de
marketing para lanzar un nuevo producto al mercado.

1. EXPERIMENTOS ALEATORIOS Y DETERMINISTAS

Algunas de las acciones que realizamos a lo largo de nuestra vida tienen un resultado definido. Si lanzas al aire una
piedra, sin duda, volvera a caer. Asimismo, si accionas el interruptor de una lampara y la bombilla esta encendida, sabes
que se apagara.

El resultado de estos experimentos esta totalmente determinado, por lo que reciben el nombre de experimentos de-
terministas.

Sin embargo, si lanzas una moneda al aire, no puedes predecir sobre qué cara caera. Lo mismo ocurre si lanzas un
dado, sabemos que saldra un ntimero del 1 al 6, pero no cual de ellos.

En estos casos no podemos predecir el resultado de los experimentos, por lo que reciben el nombre de experimentos
aleatorios.

Un experimento determinista es aquel cuyo resultado esta completamente determinado.

Un experimento aleatorio es aquel cuyo resultado no se puede predecir.

EJERCICIOS

1. Indica cudles de los experimentos siguientes son aleatorios y cuales no lo son.
a) Hacer girar una ruleta y observar el nimero obtenido.
b) Efectuar una reaccion quimica y determinar los productos obtenidos.
¢) Extraer una bola de una bolsa opaca que contiene bolas rojas, bolas azules y bolas verdes, y mirar su color.
d) Repartir una mano de cinco cartas a cada jugador y mirar las cartas que nos han tocado.
¢) Lanzar una carta en la mesa y observar si cae sobre el dorso o sobre la figura.
f) Calentar agua hasta que entre en ebullicién y mirar la temperatura que marca el termometro.
g) Extraer una carta de una baraja y anotar a qué palo pertenece.
h) Arrojar una piedra al vacio y medir su aceleracion.
i) Medir la longitud de una circunferencia de radio 3 cm.
j) Abrir las compuertas de un estanque lleno de agua y anotar qué ocurre.

2. Enuncia cuatro experimentos aleatorios y cuatro que no lo sean, diferentes de los que se describen en esta pagina.
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2. ESPACIO MUESTRAL. SUCESOS

El primer paso que hemos de llevar a cabo al estudiar un experimento aleatorio es definir el conjunto de sus posibles

resultados.

Por ejemplo, si consideramos el experimento lanzar una moneda y observar qué cara sale, los resultados posibles
son dos: cara y cruz.

Cada uno de estos resultados se llama suceso elemental, y el conjunto de todos ellos recibe el nombre de espacio

muestral.

Espacio muestral es el conjunto formado por todos los posibles resultados de un experimento aleatorio.
Se representa por la letra Wy a sus elementos se les llama sucesos elementales.

Cualquier subconjunto del espacio muestral formado por uno o mas elementos recibe el nombre de suceso
aleatorio o suceso compuesto.

Decimos que se verifica o que ocurre un suceso cuando al realizar un experimento el resultado es uno de
los que caracterizan este suceso.

Ejemplo.

Ejemplo.

Del experimento aleatorio lanzar un dado y observar qué numero sale, los sucesos elementales son {1},
{2}, {3}, {4}, {5} y {6}, por lo que el espacio muestral es W= {1, 2, 3,4, 5, 6}.

Algunos sucesos aleatorios pueden ser:

Salir nimero par: A=1{2,4,6}
Salir un nimero menor que cuatro: B = {1, 2, 3}
Salir un tres o un cinco: C=1{3,5}

En el experimento compuesto lanzar una moneda y un dado, 1os sucesos elementales son:
{cara, 1}, {cara, 2}, {cara, 3}, {cara, 4}, {cara, 5}, {cara, 6}
{cruz, 1}, {cruz, 2}, {cruz, 3}, {cruz, 4}, {cruz, 5}, {cruz, 6}

Y el espacio muestral:

W= {cara-1, cara-2, cara-3, cara-4, cara-5, cara-6, cruz-1, cruz-2, cruz-3, cruz-4, cruz-5, cruz-6}

Si tenemos un experimento aleatorio con varios sucesos definidos, puede ocurrir que, al obtener un resultado, se ve-
rifiquen simultaneamente mas de uno de los sucesos considerados. Veamos un ejemplo.

Ejemplo.

Consideremos el experimento lanzar dos veces consecutivas una moneda y apuntar los resultados en el
orden en que aparecen. El espacio muestral es el siguiente (llamamos C al resultado cara y X al resultado
cruz):

W= {CC, CX, XC, XX}

En la primera realizacion del experimento se obtiene el resultado CX. Determinemos cuales de los si-
guientes sucesos han ocurrido:

A =sacar al menos una cara, B = sacar al menos una cruz, C = no sacar dos cruces, D =no sacar cruz

Primero determinamos los resultados que corresponden a los sucesos A, B, Cy D, y a continuacion com-
probamos si el suceso elemental CX es uno de ellos:

A = {CC, CX, XC} B = {CX, XC, XX} C = {CC, CX, XC} D = {CC}

Como el resultado CX es uno de los que caracterizan los sucesos A, B, y C, diremos que han ocurrido los
sucesos A, By C, pero no el suceso D.

Fijate en que A y C son, en realidad, diferentes descripciones del mismo suceso.
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3. Tipos de sucesos

Ademas de los sucesos vistos anteriormente, existen otros sucesos que presentan caracteristicas especiales. Los es-
tudiaremos a partir del experimento lanzar un dado.

Suceso seguro es el que siempre se realiza, luego coincide con el espacio muestral W.

Ejemplo: Salir un nimero menor o igual que seis = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Suceso imposible es el que nunca se realiza; se representa con el simbolo /A&

Ejemplo: Salir un nimero negativo.

Suceso contrario de A es el que se realiza cuando no se realiza A; se designa por A.

Ejemplo: Consideremos el suceso A = «salir par» = {2, 4, 6}, el suceso A = «salir impar» = {1, 3, 5} se denomina

suceso contrario de A, y estd formado por los sucesos elementales del espacio muestral que no estan en A.

Al conjunto de todos de los sucesos de un experimento aleatorio se le denomina espacio de sucesos. Se
designa por S y contiene 2" elementos, donde n es el nimero de sucesos elementales del experimento

aleatorio.
Ejemplo. Estudiemos el experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado de quinielas y anotar el simbolo que

aparece en la cara superior.

Sucesos elementales: {1}, {X}, {2}
Espacio muestral: W= {1, X, 2}
Espacio de sucesos (tiene 2° = 8 elementos): S = {/& {1}, {X}, {2}, {1, X}, {1,2}, {X, 2}, {1, X, 2}}

Suceso seguro: W= {1, X, 2}

Suceso imposible: £

Suceso contrario: Dado el suceso A = {1, X}, el suceso contrario A = {2}
Otros sucesos: B={1,2},C={X,2}

4. Operaciones con sucesos

Una operacion entre sucesos de un experimento aleatorio es una regla o criterio que nos permite obtener otro suceso
del mismo experimento aleatorio. Las dos operaciones mas importantes son la union y la interseccion.

En el experimento aleatorio lanzar un dado, cuyo espacio muestral es W= {1, 2, 3, 4, 5, 6}, consideremos los si-
guientes sucesos:

A = «salir numero par» = {2, 4, 6} B = «salir nimero primo» = {2, 3, 5}

4.1. Unién de sucesos

Formemos el suceso «salir nimero par o primo» = {2, 3, 4, 5, 6}. Este suceso se llama suceso union de A 'y B.

Dados dos sucesos A y B, de un mismo experimento aleatorio, llamamos suceso union de A y B al suce-
so que se realiza cuando se realiza A o B. Esta formado por todos los sucesos elementales de A y de B. Se
representa por A U B.

Matemdticas 4° ESO Cdlculo de probabilidades : 3
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4.2. Interseccidn de sucesos

Formemos el suceso «salir nimero par y primo» = {2}. Este suceso se llama suceso interseccion de A 'y B.

Dados dos sucesos A y B, de un mismo experimento aleatorio, llamamos suceso interseccion de A y B al
suceso que se realiza cuando se realizan simultaneamente los sucesos A y B. Esta formado por los suce-
sos elementales comunes a los sucesos A y B. Se representa por A N B.

Los sucesos C = «salir un numero menor que 3» = {1, 2} y D = «salir un nimero multiplo de 3» = {3, 6} no se veri-
fican al mismo tiempo, no tienen ningun suceso elemental comtn. Se dice que son sucesos incompatibles.

En cambio, los sucesos E = «salir un nimero menor que 4» = {1, 2, 3} y F = «salir un nimero par» = {2, 4, 6} tie-
nen en comun el suceso elemental {2}. Los sucesos E y F son compatibles.

Dos sucesos A y B de un mismo experimento aleatorio son incompatibles cuando no tienen ningun suce-
so elemental comtn. Su interseccion es el suceso imposible:

si A N B = /& entonces A y B son incompatibles

Dos sucesos A y B de un mismo experimento aleatorio son compatibles cuando tienen algin suceso ele-
mental comin. Su interseccion es distinta del suceso imposible:

siA N B! / entonces A y B son compatibles

Ejemplo. Halla la unién y la interseccion de los siguientes sucesos.
A={1,2,5} y B={2,3,5} =} AUB={1,2,3,5} ; ANB={25}
C={2,4,6} y D={2,5} =} CuDb=1{2,4,5,6} ; CND={2}
E={1,3} y F={1,3,6} =} EUF={1,3,6} ; ENF={1,3}
G={3} y H={5} =} GUH={3,5} ; GNH=A&
1=42,5} y J={1,3,6} =} 1UJ={1,2,3,5,6} ; 1INJI=4A
K=1{2,4} y L={1,6} p KUL={1,2,4,6} ; KNL=4A
Ejemplo. En una clase hay personas rubias, morenas y pelirrojas. Veamos la compatibilidad de distintos sucesos.
Suceso A Suceso B Compatibilidad
Persona rubia Chico Compatibles
Chica Chico Incompatibles
Chico Persona morena Compatibles
Persona rubia Persona Pelirroja Incompatibles
EJERCICIOS

3. Sea el experimento que consiste en lanzar un dado cubico con las caras numeradas del 1 al 6 y consideremos los
siguientes sucesos:
A={1,2,3} B={3,4} C={5,6} D= {3}
Halla los sucesos AUB,AUC,BUD,BNC,ANB,CND, A, B, CyD.

4. Para los sucesos del ejercicio anterior, indica cudles son compatibles y cuales incompatibles.

5. Razona que la unién de dos sucesos contrarios es el suceso seguro y la interseccion es el suceso imposible, es decir,
AUA=Wy AN A=A
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6. En una bolsa se tienen ocho bolas numeradas del 1 al 8. Se realiza el experimento que consiste en extraer una bola y
anotar su numero. Consideremos los siguientes sucesos:
A=1{3,5738} B={1,2,3,4,5} C={3,6,8}
Forma los sucessos AUB,AUC,BNC,ANB,ANBNC, K, B y C.

5. Probabilidad de un suceso

En un experimento aleatorio no podemos conocer de antemano cuales seran los resultados, pero seria interesante sa-
ber si éstos presentan algun tipo de regularidad.

5.1. Frecuencia absoluta v relativa de un suceso

En la tabla siguiente anotamos los resultados obtenidos al lanzar 500 veces un dado.

Puntuacion 1 2 3 4 5 6 Suma
n; 81 86 82 87 88 76 500

Los ntimeros 81, 86, 82, 87, 88 y 76 son las frecuencias absolutas de cada uno de los sucesos elementales {1}, {2},

(3}, 145, {51y {6}

Por otra parte, si lo que queremos es comparar el comportamiento de un suceso cuando varia el numero de realiza-
ciones, no basta con conocer la frecuencia absoluta. En este caso calculamos el cociente entre la frecuencia absoluta y el
numero total de realizaciones. El valor obtenido es la frecuencia relativa del suceso.

Puntuaciéon 1 2 3 4 5 6 Suma
n; 81 86 82 87 88 76 500
fi 0’162 | 0’172 | 0’164 | 0’174 | 0’176 | 0’152 1

Nota. En ocasiones es comun ver expresadas las frecuencias relativas en tanto por ciento: 16’2 %, 17°2 %, 16’4 %,
174 %, 1776 % y 15°2 %.

El numero de veces que ocurre un suceso al realizar un experimento aleatorio un numero determinado n
de veces se llama frecuencia absoluta del suceso. Se denota por n; .

El cociente entre la frecuencia absoluta de un suceso y el nimero de realizaciones se llama frecuencia re-
lativa del suceso. Se denota por f;. Es decir, la frecuencia relativa es la frecuencia absoluta expresada en
tanto por uno: f; = n; / n.

Propiedades de las frecuencias relativas

La suma de las frecuencias relativas correspondientes a todos los resultados (sucesos elementales) es 1.
La frecuencia relativa de un suceso es un nimero comprendido entre 0 y 1.

La frecuencia relativa de un suceso es igual a la suma de las frecuencias relativas de los sucesos elementales que
lo componen.
Si A = «salir nimero par» = {2, 4, 6}, su frecuencia relativa es: 0’172 + 0’174 + 0’152 = 0°498.

La frecuencia relativa del suceso seguro es 1.
El suceso seguro lo forman todos los sucesos elementales y la suma de sus frecuencias relativas es 1.

La frecuencia relativa del suceso imposible es 0.
El suceso imposible no lo forma ningtn resultado, es el vacio, y su frecuencia relativa es 0.

Matemdticas 4° ESO Cdlculo de probabilidades : 5
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Ejemplo. En un bombo hay diez bolas numeradas del 0 al 9. Se repite 100 veces el experimento extraer una bola y
reemplazarla. Los resultados obtenidos fueron:

Bola|O| 1 |2 |3 1]4]5(6]|7]| 8] 9 |Suma
n, (7131112810126 10| 11| 100

Se consideran los siguientes sucesos: A = «multiplo de 3», B = «ntimero impar» y C = «divisor de 6».
Hallamos las frecuencias relativas de los sucesos A, B,C,CAUB,ANB,AUC y ANC.

Para hallar las frecuencias relativas de los sucesos mencionados calculamos las frecuencias relativas de
cada uno de los sucesos elementales, y sumamos las que componen dichos sucesos:

Bola [ O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Suma
fi 0°07 { 0’13 | 0’11 | 0’12 [ 0°08 | 0’10 | 0’12 | 0°06 | 0’10 | 0’11 1

Sucesos Frecuencias relativas En %
A=1{3,6,9} fa=012+0’12+0°11 =035 35%
B={1,3,57,9} f38=0"13+012+0’10+0°06 +0°11 = 0’52 52 %
C={1,2,3,6} fc=013+011+0°12+0°12 =048 48 %
AUB={1,3,56,7,9} faus=013+0"12+0’10+0’12+0°06 +0’11 = 0’64 64 %
ANB={3,9} fan=012+0’11=0"23 23 %
AUC={1,2,3,6,9} fauc=013+011+0’12+0’12+0°11 =0’59 59 %
ANC={3,6} fanc=012+0’12=024 24 %

5.2. Definicién de probabilidad

Si lanzamos una moneda 10 veces esperamos obtener 5 caras y 5 cruces, pero si lo intentas, veras que casi nunca
ocurre asi.

Ahora bien, cuando el nimero de lanzamiento es muy grande se observan ciertas regularidades en los resultados.
Observa la tabla de frecuencias absolutas y relativas para el suceso «salir cara» a medida que aumenta el nimero de rea-
lizaciones.

Lanzamientos | 100 200 300 400 500 600 700 800 900
n; 56 107 144 194 245 303 357 396 448
fi 0’560 | 0°535 | 0°480 | 0°485 | 0°490 | 0’505 | 0’510 | 0°495 | 0°497

Hemos anotado los resultados de 100 en 100 lanzamientos. Puedes observar en la tabla que la frecuencia relativa es-
perada, 0’5, no se obtiene en ningun caso, sin embargo, conforme aumentamos el nimero de lanzamientos las frecuen-

cias se van acercando mas al valor 0’5.

La ley de los grandes niimeros dice que al repetir un experimento aleatorio un nimero muy grande de veces, la fre-
cuencia relativa de cada uno de los sucesos elementales tiende a estabilizarse aproximandose a un nimero fijo que es la
probabilidad de que ese suceso ocurra.

Dado un experimento aleatorio, la probabilidad de un suceso A, P(A), es el valor hacia el cual se
aproximan las frecuencias relativas de dicho suceso conforme aumenta el nimero de realizaciones del ex-

perimento.

Matemdticas 4° ESO Cdlculo de probabilidades : 6
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Es decir, la probabilidad de un suceso es la proporcion de veces que el suceso ocurriria en un nimero muy grande
de pruebas. La frecuencia relativa y, por tanto, la probabilidad, se aproximan mas y mas cuanto mayor es el niimero de

repeticiones de un mismo experimento aleatorio.

De acuerdo con esto, podemos considerar previsible que el suceso «salir cara» ocurra en un 50 % de los lanzamien-

tos, y lo mismo para el suceso «salir cruz». Por consiguiente:

P(salir cara) = 0’5

P(salir cruz) = 0’5

Ejemplo. Se lanza un dado con forma de tetraedro con las caras numeradas del 1 al 4 y se anotan las veces que apa-
rece cara 1.
Lanzamientos | 20 | 40 | 60 | 80 | 100
n; 6 [11 [ 15|18 26

Obtenemos la tabla de frecuencias relativas y vemos hacia qué valor tiende:

Lanzamientos | 20 40 60 80 100
n; 6 11 15 18 26
fi 0°30 | 0°275 [ 0°25 | 0°225 | 0°26

Las frecuencias relativas tienden hacia el valor 0’25, en otras palabras, P(salir 1) =0°25.

EJERCICIOS

7. Si realizamos el experimento aleatorio consistente en lanzar dos monedas a la vez 200 veces y vamos anotando las
frecuencias relativas del suceso salir dos cruces, jhacia qué valor se acercaran dichas frecuencias?

8. En una bolsa hay 5 bolas rojas, 10 verdes y 5 azules. Se extrae una bola. ; Tienen igual probabilidad los sucesos «sa-
car bola roja» y «sacar bola verde»? ;Y los sucesos «sacar bola roja» y «sacar bola azul»?

9. Numera cinco fichas iguales con las cifras 1, 2, 3, 4 y 5, e introdiicelas en una bolsa opaca. Repite 150 veces la ope-

racion de extraer una ficha, anotarla y volverla a introducir en la bolsa.

a) Completa la siguiente tabla de frecuencias con los resultados parciales cada 50 extracciones.

Suceso | Frecuencias Extracciones
50 100 150
) Absoluta
Relativa
5 Absoluta
Relativa
3 Absoluta
Relativa
4 Absoluta
Relativa
5 Absoluta
Relativa

b) (Qué probabilidad asignarias a cada uno de los sucesos elementales?

¢) (Qué probabilidad asignarias al suceso «obtener un numero par»? ;Y al suceso «obtener un niimero impar»?

Matemdticas 42 ESO
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6. Técnicas de recuento. Diagrama en arbol

Juan quiere regalar a su hermana un jersey, pero duda si abierto o cerrado; rosa, amarillo o verde; y de algodén o de
lana. ;Cuantas posibilidades tiene?

Observa el siguiente diagrama en arbol:
Algodén
Rosa

Lana

Algododn

Abierto Amairillo

Lana

Algododn
Verde

Rosa
Cerrado <:::::::::: Amarillo

Verde

Lana
Algodén
Lana
Algodén
Lana

Algodén

AAAAA

Lana

Formas posibles “~  Colores posibles ~  Calidades posibles
2 : 3 : 2 = 12

Por tanto, tiene 12 posibilidades de elegir jersey.

Si un primer experimento tiene m resultados distintos y un segundo experimento tiene n resultados distin-
tos, entonces el niimero de resultados distintos para el experimento compuesto por ambos es m Xn.

Ejemplo. Escribe el espacio muestral del experimento aleatorio consistente en lanzar tres monedas.

Formamos el diagrama en arbol para este experimento:

12 moneda 22 moneda 32 moneda Resultado
C CCC
c <
X CCX
C
C CXC
X <
X CXX
C XCC
C <
X XCX
X
C XXC
X <
X XXX

Asi, W= {CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX}, que constade 2~ 2~ 2 =8 elementos.

Matemdticas 4° ESO Cdlculo de probabilidades : 8
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Ejemplo. Se lanzan una moneda y un dado ctbico con las caras numeradas del 1 al 6. ;Cuantos elementos tiene el
espacio muestral?

Como la moneda tiene dos posibilidades y el dado seis, el espacio muestral tendra 2 * 6 = 12 elementos.

EJERCICIOS

10. Se efecttia un experimento que consiste en el lanzamiento de una moneda y un dado y la extraccion de una carta de
una baraja espaiiola. {Cuantos elementos tiene el espacio muestral del experimento compuesto?

7. Regla de Laplace

En un bombo hay diez bolas numeradas del 0 al 9. Todas las bolas tienen la misma probabilidad de salir. Si extrae-
mos una de ellas, la probabilidad de que sea el niimero 5 sera de 1 entre 10, es decir:

1
10
La probabilidad de los sucesos compuestos se obtiene sumando las probabilidades de los sucesos elementales que lo
forman. Asi, la probabilidad del suceso A = «salir nimero mayor o igual que 7» es:
1 1 . 1_3
=

P(A)=P(7)+P(8)+P(9)=E+E =1

En clase, el profesor pide un voluntario y como no lo encuentra introduce en una bolsa 20 papelitos iguales con el
nombre de cada alumno. La probabilidad de salir «voluntario» es la misma para todos los alumnos:

1

20

En ambos casos, todos los sucesos son equiprobables, es decir, tienen la misma probabilidad de ocurrir. En 1812 el
matematico francés Pierre Simon de Laplace dio la primera definicién de probabilidad para sucesos equiprobables, que
dice asi:

Si todos los sucesos elementales de un experimento aleatorio son equiprobables, la probabilidad de un
suceso A es:
Numero de casos favorables al suceso A
P(A) = -
Numero de casos posibles
Ejemplo. Lanzamos un dado. Hallar la probabilidad de los sucesos A = «salir nimero impar» y B = «salir multiplo
de 3».

El espacio muestral del experimento aleatorio es W= {1, 2, 3,4, 5, 6}.
Los sucesos cuya probabilidad nos piden son:

A = «salir nimero impar» = {1,3,5} P  P(A)= (existen tres casos favorables y 6 casos posibles)

B = «salir multiplo de 3» = {3, 6} P PB)= (existen dos casos favorables y 6 casos posibles)

AN | w

Matemdticas 4° ESO Cdlculo de probabilidades : 9
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Ejemplo. Lanzamos dos monedas consecutivamente. Hallar la probabilidad de los sucesos A = «obtener dos carasy

y B = «obtener al menos una cruzy.

El espacio muestral es W= {CC, CX, XC, XX}. Los sucesos cuya probabilidad nos piden son:
A = «obtener dos caras» = {CC} P PA)=

B = «obtener al menos una cruz» = {CX, XC, XX} b P(B)=

EJERCICIOS

11.

12.

13.

14.

Lanzamos dos dados y s6lo anotamos su suma. El espacio muestral es W= {2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}. Halla la
probabilidad de cada uno de los sucesos elementales. ;Son equiprobables?

Una bolsa A contiene 12 bolas verdes y 4 rojas, y otra bolsa B contiene 20 bolas verdes y 10 rojas. ;En qué bolsa es
mas probable obtener una bola verde?

En una bolsa se introducen 4 bolas azules, 4 rojas y 2 verdes. Se agita la bolsa y seguidamente se extraen tres bolas,
de las que dos son rojas y una azul. A continuacion se extrae otra bola. ;Qué color es el que tiene mayor probabili-
dad de ser elegido?

Halla la probabilidad de que la suma de los puntos de las caras visibles de un dado que se lanzo al azar sea multiplo
de 5.

8. Propiedades de la probabilidad

Vamos a analizar las propiedades de la probabilidad. Como veras a continuacion, son muy similares a las de las fre-

cuencias relativas. Recuerda la relacion que existe entre ambas.

ESCALA DE PROBABILIDAD

La probabilidad del suceso seguro es 1: P(W) =1

En primer lugar, la suma de las probabilidades de todos los sucesos elementales de un experimento aleatorio es 1.
En el lanzamiento de un dado, W= {1, 2, 3,4, 5, 6}:

P()=P2)=P3B)=P(4)=P(5)=P(6)= % P P()+P(2)+P3)+P(4)+P(5)+P6)=1
El suceso seguro coincide con el espacio muestral, luego su probabilidad es la unidad.

La probabilidad del suceso imposible es 0: P(A) =0

El suceso imposible no lo forma ningtn suceso elemental, es el vacio, luego su probabilidad es cero.

La probabilidad de un suceso A es un nimero comprendido entre 0y 1: 0 £ P(A) £1
Cualquier otro suceso nos daria que la probabilidad es un nimero comprendido entre 0 y 1.

PROBABILIDAD DEL SUCESO CONTRARIO

SiAy A son sucesos contrarios: P(X) =1- P(A)

En una bolsa hay 7 bolas blancas, 3 verdes y 2 rojas.

La probabilidad del suceso A = «sacar una bola blanca» es: P(A) = o

Matemdticas 4° ESO Cdlculo de probabilidades - 10
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La probabilidad del suceso contrario de A es A = «sacar una bola verde o roja» es: P(A) = o

Observa que todos los sucesos elementales (las 12 bolas) se han tenido en cuenta en A o en A. La suma de todos los
casos favorables es entonces igual al nimero de casos posibles. Por tanto:
7 5 _12

P(A)+P(A)—E+12_E—l b PA)=1- P(A)

Ejemplo. Una urna contiene 20 bolas rojas, 15 azules y 7 verdes. Se extrae una bola. Hallar la probabilidad de que

sea roja o verde.

Si representamos por R = «obtener una bola roja», A = «obtener una bola azul» y V = «obtener una bola
verde», se tiene:
15_27_9
P(rojaoverde)=1- Plazul)=1- P(A)=1- —=—=—
(roj ) (azul) (A)= o4 14

PROBABILIDAD DE LA UNION DE SUCESOS

Si dos sucesos , A y B, son incompatibles, se verifica: P(A U B) = P(A) + P(B)

Para el experimento del lanzamiento del dado consideremos los sucesos incompatibles A = {2, 4, 6}, B = {5} y el
suceso union A U B ={2,4, 5, 6} (observa que A N B = /). Si calculamos sus probabilidades, resulta:

P(A)=%; P(B)=%; P(AUB)———P(A)+P(B)

Si A y B son dos sucesos compatibles, se verifica: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

Consideremos ahora los sucesos A = «obtener un nimero impar» y B = «obtener un multiplo de 3». Estos sucesos
son compatibles. Si calculamos sus probabilidades, resulta:

A={1,3,5} b P(A)=%; B={3,6l b PB)==
AUB={1,3,56 b P(AUB)=%; ANB={3} b P(ANB)=—

4 1 2
Con estos resultados podemos comprobar la relacion: s + e % + e

Es decir, P(A U B) + P(A N B) = P(A) + P(B), y despejando: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

Ejemplo. En el experimento aleatorio consistente en extraer una carta de una baraja espariola se consideran los

sucesos A = «obtener una espada», B = «obtener un as» y C = «obtener el rey de copas». Hallar la proba-
bilidad de los sucesos AU By A U C.

10, 4 1 _13
Ay B son compatibles, luego P(AUB) =P(A)+P(B)- P(ANB ——=—
y p g()()()()40404040
A 'y C son incompatibles, por tanto P(AUC) = P(A)+ P(C) = 10 + 1.1
Y P P 20 40 40
EJERCICIOS
15. Si extraes una carta de una baraja espafiola, , calcula la probabilidad de que:
a) Sea un rey b) Sea un oro c¢) Sea el rey de oros d) Sea un rey o un oro
16. Se lanzan simultaneamente dos dados con las caras numeradas del 1 al 6. Halla la probabilidad de que:

a) La suma de los puntos obtenidos sea menor que 7.
b) La suma de los puntos obtenidos sea o bien 3, o bien 4, o bien 5.
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17. Una urna contiene 8 bolas rojas, 5 amarillas y 7 verdes. Se extrae una al azar. Determina la probabilidad de que:
a) Searoja o verde b) No sea roja

18. Un dado esta trucado de modo que la probabilidad de obtener las distintas caras es directamente proporcional al nu-
mero de éstas. Calcula:
a) La probabilidad de cada una de las caras.
b) La probabilidad de sacar un nimero par.

19. Halla la probabilidad de un suceso sabiendo que la suma de su cuadrado y la del cuadrado de la probabilidad del su-
ceso contrario es igual a 5/9.

9. Probabilidad de sucesos en experimentos compuestos

Vamos a ver la forma de hallar la probabilidad de un suceso en un experimento compuesto a partir de las probabili-
dades de los sucesos de los experimentos simples que lo componen.

Para ello resolveremos el siguiente ejemplo, primero aplicando la definicion de Laplace y posteriormente como pro-
ducto de probabilidades de los sucesos de los experimentos simples.

En el experimento aleatorio de lanzar tres veces una moneda queremos hallar la probabilidad de «obtener tres ca-
rasy.

El espacio muestral es: W= {CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX}
Como tenemos 1 so6lo caso favorable de 8 posibles, la probabilidad pedida es:
PCNCNC)= %

Observa ahora en el siguiente diagrama en arbol como obtenemos la probabilidad pedida sin mas que calcular el
producto de las probabilidades de cada suceso del siguiente modo:

1/2 Cara

1/2 Cara

Cara Cruz P(C N C N C)=P(C) xP(C) xP(C) =

N | =
o Fm
o Fm
1
o | —

1/2

Cruz

Cruz

En los experimentos compuestos cada resultado viene dado por un camino del diagrama en arbol; si indicamos sobre
cada rama su probabilidad, vemos que podemos obtener la probabilidad del camino multiplicando las probabilidades de
cada una de sus ramas. Este es un importante resultado que se conoce como regla del producto.

En los experimentos compuestos la probabilidad de un resultado es igual al producto de las probabilida-
des de las ramas del diagrama en arbol que forman el camino que da lugar a ese resultado.

9.1. Probabilidad total

Se quiere formar una comisién compuesta por dos miembros de un grupo en el que hay 4 chicos y 6 chicas. Para ello
se escriben en tarjetas los nombres de cada uno de ellos, se introducen en una bolsa y se extraen a continuacion dos tar-
jetas.
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El diagrama en arbol del experimento es el siguiente:

4 3 12 2
Chico P  P(2chicos)= —x-=—=—
359 ( ) 10 9 90 15
4/10 Chico
6/9
Chica P P(chicoychica):ixgzﬁz_
10 9 0 1
6 4 24 4
Chico P  P(chicaychico)= —x—=—=—
49 ( Y ) 10 9 9 15
6/10 Chica
5/9
Chica B P(2 chicas) = x> =20 =1
109 90 3

Pero la probabilidad de que la comision la formen dos personas de distintos sexo viene dada por la suma de dos pro-

babilidades:

. . . . . 4 4 8
P(distinto sexo) = P(chico y chica) + P(chica y chico) = s +E = s

Si un suceso se puede obtener por mas de un camino del diagrama en arbol, su probabilidad se obtiene
sumando las probabilidades de todos los caminos de ese suceso.

EJERCICIOS

20.

21.
22.

23.

24.

Imaginate que la probabilidad de nacer varon es 0°46. De una familia con tres hijos, calcula la probabilidad de que:
a) Los tres sean varones
b) Ninguno sea varén

Se lanzan al aire tres monedas. Determina la probabilidad de que se obtengan al menos dos cruces.

Se lanzan tres dados al aire. Calcula la probabilidad de que se obtenga:
a) Un 4 en cada dado
b) Una suma total de puntos igual a 8

En un centro escolar, los alumnos pueden optar, por cursar como lengua extranjera, entre inglés o francés. En un de-
terminado curso, el 90 % estudia inglés, y el resto, francés. El 30 % de los que estudian inglés son varones, y de los
que estudian francés, son chicos el 40 %. Elegido un alumno al azar, ;cual es la probabilidad de que sea chica?

Un robot empieza a explorar un laberinto. Los caminos que salen de cada bifurcacion son equiprobables. Al final de
cada camino hay una trampa. (En cual de las trampas es mas probable que acabe el robot, o son todas las trampas

equiprobables?
A
B
E
FI[GI[H][1

)
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10. Probabilidad condicionada. Sucesos dependientes e independientes

En una urna hay 15 bolas rojas y 10 verdes. Extraemos dos bolas de la urna y queremos hallar la probabilidad de que
ambas sean rojas en los siguientes casos:

a) Devolviendo la primera bola extraida

b) Sin devolverla

Representamos por R; = «obtener bola roja en la primera extraccion» y por R, = «obtener bola roja en la segunda
extracciony.

a) Con devolucion. Segun el diagrama en arbol, tenemos:

15/25 Roja
Roja
15/25 P(R; NRy) = Exﬁ =225_9
Verde 25 25 625 25

Verde

b) Sin devolucion. Segin el diagrama en arbol, tenemos:

14/24 Roja
Roja
15/25 P(R, N Ry = 124 2210 _ 7
Verde 25 24 600 20

Verde

En el caso a), el resultado de la primera extraccion no influye o condiciona el de la segunda; se dice que los sucesos
son independientes. En cambio en b), el resultado obtenido en la primera extraccion condiciona el resultado de la se-
gunda, ya que supuesto que se ha obtenido una bola roja, como no se devuelve, tenemos 14 bolas rojas y 24 bolas en to-
tal. Por ello se dice que los sucesos son dependientes.

La probabilidad de que ocurra R, supuesto ocurrido R; se llama probabilidad de R, condicionada a R,, y se¢ repre-
senta por P(R, / R;). Escribimos entonces:

P(R; N Ry) = P(R;) XP(Ry/ Ry)

Si A y B son sucesos independientes se verifica: P(A N B) = P(A) xP(B)
Si A y B son sucesos dependientes se verifica: P(A N B) = P(A) xP(B/ A)
Se escribe P(B / A) a la probabilidad de B condicionada a A.

Por tanto, como hemos visto anteriormente, en el caso a) los sucesos R; y R, son independientes, luego:

15 15 _ 9
P(R; N Ry) = P(R;) XP(Ry) = — *— = —
( 1 2) ( l) ( 2) 75 25 25

mientras que en el caso b) los sucesos R; y R; son dependientes y, por tanto:

15 14 7
PR, N Ry) = P(R,) xP(R, / R,) = >3t =L
(R ARe) = PRO PR TR = 5> =50
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Ejemplo. Una urna contiene las siguientes cinco bolas: O N N N O . Se extrae una bola dos veces seguidas y se
escriben en una pizarra las letras obtenidas en el orden en que van apareciendo. Hallar la probabilidad de
obtener la palabra NO, en los siguientes casos:

a) Devolviendo a la urna la bola extraida después de cada extraccion.
b) Sin devolver la bola extraida.
. . 32 6
a) Sucesos independientes: P(N N O) = P(N) xP(0O) = 3 Xg = s
. 32 6 _3
b) Sucesos dependientes: P(N N O) = P(N) XP(O/N) = =%—=—=—
54 20 10
Ejemplo. Extraemos de una baraja tres cartas. Hallar la probabilidad de que sean tres ases en los siguientes casos:
a) Con devolucion después de cada extraccion.
b) Sin devolucion.
Representamos por A; = «obtener un as en la extraccion i», i =1, 2, 3.
a) Los resultados de cada extraccion no condicionan los siguientes; por ello, los sucesos son indepen-
dientes.
4/40 As
4140 As
4/40 As No as
No as
No as
4 4 4 64 1
P(A; N Ay N Az) = P(A)) XP(Ay) XP(A3) = — %—X%—= =
(A1 A O Ao = PO P XA = 5740730 ~ 64,000 1.000
b) En este caso los sucesos son dependientes, pues el resultado de cada extraccion si condicionan los si-
guientes.
2138 As
3/39 As
4/40 As No as
No as
No as
P(AL N Ay N As) = PA) XP(As / A) xP(As / Ay N Ag) = 3o x2 =24 1
o ‘ 2 PO 40739738 T 59.280 2,470
EJERCICIOS

25. Sean A, By C tres sucesos independientes tales que P(A) =0°2, P(B) = 0’8 y P(C) =0’7. Halla la probabilidad de
los sucesos AUB,AUCyANBNC.

26. Extraemos de una baraja dos cartas. Calcula la probabilidad de que sean dos oros en los siguientes casos:
a) Con devolucion después de cada extraccion.
b) Sin devolucion.

27. Extraemos de una baraja dos cartas. Calcula la probabilidad de que sean del mismo palo en los siguientes casos:
a) Con devolucion después de cada extraccion.
b) Sin devolucion.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

En una urna hay 15 bolas azules, 10 amarillas y 5 verdes. Extraemos tres bolas de la urna y queremos hallar la pro-
babilidad de que las tres sean amarillas en los siguientes casos:

a) Con devolucion después de cada extraccion.

b) Sin devolucion.

En una urna hay 11 bolas, tales que en cada una de ellas figura una letra de la palabra MATEMATICAS. Se extrae
cinco veces seguidas una bola. Halla la probabilidad de que se obtengan las bolas en el orden de la palabra MATES,
considerando las extracciones primero con devolucion y después sin devolucion.

Se ha comprobado que en una ciudad estan enfermos con diarrea el 60 % de los nifios, con sarampion, el 50 %, y

con ambas enfermedades, el 20%.

a) Calcula la probabilidad de que, elegido un nifio al azar, esté enfermo con diarrea, o sarampion o con ambas en-
fermedades.

b) En un colegio con 450 nifios, /cudntos cabe esperar que estén enfermos con diarrea o sarampion?

Un objeto esta formado por tres partes A, B y C. El proceso de fabricacion es tal que la probabilidad de un defecto
en A es 0’03, de un defecto en B es 0’04, y de un defecto en C es 0°08. ;Cual es la probabilidad de que el objeto no
sea defectuoso?

La probabilidad de que una bomba lanzada por un avidon haga blanco en el objetivo es 1/3. Halla la probabilidad de
alcanzar el objetivo si se tiran tres bombas seguidas.

A un paciente se le aplican tres sueros independientes con probabilidades de éxito 0’90, 0’95 y 0°92. Halla la proba-
bilidad de que el paciente se cure.

Tenemos dos urnas, una A que contiene 3 bolas rojas y 2 verdes y otra B que contiene 2 bolas rojas y 3 verdes.

a) Se toma al azar una bola de cada urna. Escribe el espacio muestral.

b) (Cual es la probabilidad de que ambas bolas sean de color verde?

¢) (Cual es la probabilidad de que ambas bolas sean de distinto color?

d) Si ahora una de las urnas se escoge al azar y a continuacion se extrae una bola de la urna elegida, ;cual es la pro-
babilidad de que sea roja?

Un estudiante de historia busca en tres libros una piramide de poblacién que necesita para un trabajo. Las probabili-
dades de encontrarla en el primero, segundo o tercero son, respectivamente, 0’5, 0’6 y 0°7. Halla la probabilidad de
que la encuentre:

a) Solamente en un libro.

b) Unicamente en dos libros.

¢) En los tres libros.

Halla la probabilidad de ganar dos de tres juegos independientes, si la probabilidad de ganar cualquiera de ellos es
0°01.

La probabilidad de que una persona sea rubia es 0’4 y la probabilidad de que tenga los ojos negros es 0’3. Calcula
las probabilidades de los siguientes sucesos:

a) Que sea rubia y tenga los ojos negros.

b) Que sea rubia o tenga los ojos negros.

¢) Que sean tres personas rubias.

Para la sefalizacion de emergencia de un colegio se han instalado dos indicadores que funcionan independientemen-
te. La probabilidad de que el indicador funcione cuando se produce la averia es 0’99 para el primero de ellos y 0°95
para el segundo. Halla la probabilidad de que durante la averia funcione solamente uno.

La probabilidad de que un hombre y una mujer de 18 afios vivan 50 afios mas es 0’6 y 0’7, respectivamente. Calcula
la probabilidad de que pasados los cincuenta afios:

a) Vivan ambos. ¢) Viva al menos uno de los dos.

b) Viva solo la mujer. d) Ni viva ninguno de los dos.

Un opositor ha preparado 10 de los 14 temas de que consta el programa de la asignatura. Se eligen al azar tres temas.
Calcula la probabilidad de que conteste bien:

a) Exactamente a dos temas.

b) A dos temas por lo menos.

Tenemos tres urnas, una A que contiene 5 bolas rojas y 3 verdes, una B con 2 rojas y 4 verdes, y una urna C que
contiene 3 rojas y 2 verdes. Se lanza un dado ctibico; si sale el suceso «obtener un niimero par» se elige la urna A, si
sale {3, 5} se elige la urna B y si sale el suceso {1} se elige la urna C. A continuacion, de la urna elegida, se extrae
una bola al azar. Halla la probabilidad de que sea de color verde.
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