Limite de una sucesion

Idea intuitiva del limite de una sucesion

En la sucesion a, = 1/n, observamos que los términos se van acercando a cero.
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Consideremos que 0 es el limite de la sucesion porque:

1 Los términos se aproximan a cero tanto como se quiera a medida que se avanza en la sucesion.
2La distancia a cero puede ser tan pequefia como queramos.

d(1,0)=1

d(1/10,0)=10.1

d(1/100, 0) = 0.01

d(1/1000, 0) = 0.001
d(1/1 000 000, 0) = 0.000 001

d(1/1 000 000 000, 0) = 0.000 000 001

Vemos que el limite es 0 , pero no hay ningtn valor de la sucesion que coincida con el limite.
Limite finito de una sucesion

Se dice que una sucesion a, tiene por limite L si y sélo si para cualquiera niimero positivo € que
tomemos, existe un término ay, a partir del cual todos los términos de a,, siguientes a ax cumplen
que |a,—L|<e.

lim 3, =LeVve>0 3keN/vn>k |a, -L<e

La sucesion a, = 1/n tiene por limite 0.
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Ya que podemos determinar a partir de qué término de la sucesion, su distancia a 0 es menor que un
nimero positivo (g), por pequeiio que €ste sea.



1
0.1

e=0.1; k> : k>10

Como k>10 a partir del a;; se cumplira que su distancia 0 es menor que 0.1.

Iﬁ — Ci <0.1; 0.0909090909091 <0.1

Vamos a determinar a partir de que término la distancia a 0 es menor que 0.001.

1 . k1000

E= ﬂ.ﬂﬂl} k > m'

1 .
|ﬁ - [1 < 0.001; 0.000999000999<0.001

A partir del ajoo; se cumplira que su distancia 0 es menor que 0.001.
También podemos definir el limite de una sucesion mediante entornos:
Se dice que una sucesion a, tiene por limite L si y sélo si para cualquier entorno de L. que tomemos,

por pequeiio que sea su radio &, existe un término de la sucesion, a partir del cual, los siguientes
términos pertenecen a dicho entorno.

lima, =L&Ves>0 JkeN/Vn>k a, eE(L,E)

Limite infinito de una sucesion

Se dice que una sucesion a, tiene por limite +co cuando para toda M>(0 existe un término ay, a partir
del cual todos los términos de a,, siguientes a a, cumplen que a,> M.

lima, =imevM>0 KeN/vn>k a, >M

Vamos a comprobar que el limite de la sucesion a,= n’ es +oo.

1,4,9, 16, 25, 36, 49, ...

N >M; n>+¥M

Si tomamos M = 10 000, su raiz cuadrada es 100, por tanto a partir de ajo; superara a 10 000.

aj01=1012=10 201

Se dice que una sucesion a, tiene por limite — co cuando para toda N >0 existe un término ay, a
partir del cual todos los términos de a,, siguientes a ax cumplen que a, <—N.

lima, =—ovYN>0 FkeN/Yn>k a, <N
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Vamos a comprobar que el limite de la sucesion a,= —n’ es —.

-1,-4,-9,-16, 25, -36, —49, ...

<N, n>N

Si tomamos N= 10 000, su raiz cuadrada es 100, por tanto a partir de a;o; superara a —10 000.
ajp=—101>=-10 201

Sucesiones convergentes

Son las que tienen limite finito.

Sucesiones divergentes

Son las que tienen limite infinito (+o0 § — o).

Sucesiones oscilantes

No son convergentes ni divergentes. Sus términos alternan de mayor a menor o viceversa.
1,0,3,0,50,7, ..

Sucesiones alternadas

Son aquellas que alternan los signos de sus términos. Pueden ser:

Convergentes

1,-1,0.5,-0.5, 0.25, —0.25, 0.125, —0.125,..

Tantos los términos pares como los impares tienen de limite 0.

Divergentes

1,1,2,4,3,9,4, 16,5, 25, ...

Tantos los términos pares como los impares tienden de limite +oo.

Oscilantes

-1,2,-3,4,-5,...,(-1)"n

Propiedades de los limites

1 El limite si existe es tnico.
2 Todas las sucesiones convergentes estin acotadas.

3 Hay sucesiones acotadas que no son convergentes.



a, - —% sl n es Impa
2 sl n es par

4 Todas las sucesiones mono6tonas y acotadas son convergentes.

5 Hay sucesiones convergentes que no son mondtonas.

sl n es Impar

Ile 21

sl n es par

Infinitésimos

Una sucesion a, es un infinitésimo si es una sucesion convergente que tiene por limite cero.
lima,=0

Ejemplo

Las sucesiones:
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% n (n-1y°

son infinitésimos porque:
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Operaciones con limites

lim (a, + b,) =lim (a,) + lim (b,)
lim (a, — b,) =lim (a,) — lim (b,)

lim (a, - by) = lim (ay,) - lim (b,)



lim (a, : b,) =lim (a,) : lim (b,)
lim Ja, = fima,

lim k- a, =k- lim a,

lim ank = (lim an)k

lim log, a, = log, lim a,

Al aplicarse estas propiedades pueden presentarse estos casos:
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Indeterminacion infinito partido infinito

oD

ab

Se dividen todos los sumandos por la potencia de mayor exponente.

nN-n o
Im=—F ==

n®  3ré 5_3
Imr_n _~ @ _2-0__
h n® 1 1 0-0

™ n nn
Regla prdctica

1 Si el numerador y denominador tienen el mismo grado el limite es el cociente entre los coeficientes de
las potencias de mayor grado.

ﬂ"lk + .. a
m e+ b

2 Si el numerador tiene mayor grado que el denominador el limite es + oo, dependiendo del signo del
coeficiente de mayor grado.

dan kK 4
bnk+..

Iim =-Ftm rcht

3 Si el denominador tiene mayor grado el limite es 0.

ank s,

I-r_l_

lim -0 rem’



Indeterminacion infinito menos infinito

oD — oD
1. Sucesion entera.
Se saca factor comin de la potencia de mayor exponente.

Itn(n"—‘}.‘n’ +3]= m—m

Im n?.- [1 _%-"ﬁ"] =ofl-0-0)=m

Regla practica

El limite es + oo, dependiendo del signo del coeficiente de mayor grado.

2. Sucesiones racionales.

ab
ab

Ponemos a comin denominador, y si obtenemos ** resolvemos la indeterminacion.

3. Sucesiones irracionales.

Multiplicamos y dividimos por el conjugado.

I.T(H—'Z—J"Ii+n)=ﬂ—ﬂ

"m[(qh* =2 — JF AT =2 + )
(?-2 + 42 +n) B
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Indeterminacion cero por infinito

0-w
Se transforma a .
ch
a,-b, =%
b
]

lim{n+7)- a7 3-""0

Intoducimos &l 1™ fAcor en la ralz.

h+7 =
I s ==

n +14n+49 1 1
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Indeterminacion cero partido por cero

an
Se transforma a @
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Indeterminacion uno elevado a infinito: el numero e

=
W

Indeterminacion uno elevado a infinito

1!!

Se resuelve transformando la expresion en una potencia del nimero e .

a=|lm[1+%T



e=2.7182818284591

1 Y
En general se puede comprobar que: e=Ilim|l+ a

1er Método

nl

2n+1Ym 1 Lo
"m[zn+4] =1

Sumamaos y restanos 1 en labase

"

2n+1 N+l
Ilm[1+2n+ 4—1}| =

Ponemros a coman denominacor o3 Jdldmos sumandces.

il
-3 Ml _
2n+ 4

= IIm(l +
Sustlt.imos por el Inverso del Inverso.

H1l

1
2n+ 4
-3

=lim|1+

Elevamos al denominador v a su Inverso.
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