APLICACIONES DE LA DERIVADA

Ecucacion de la recta tangente

Ejercicion®1.-
Halla las rectas tangentes a la circunferencia:

X?+y?+2x+2y—-6=0en x =1

Ejercicio n° 2.-

2 x%-1

Dadala funcién f(x)=x2e* ™, escribe la ecuacién de surecta tangente en el punto de
abscisa x,=-1.
Ejercicio n° 3.-

x@x+ﬂ

Hallala ecuacion de larecta tangente alacurva y = en X, =2.

VX +2
Ejercicio n°4.-
Obtén la ecuacion de la recta tangente a la curva:

4x -2

=———en x,=1
X(x?+1) 0

Ejercicio n°5.-

Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva x2+y?—2x —4y =0 en el punto (0, 4).

Monotonia y curvatura

Ejercicio n°6.-

Estudia el crecimiento y la curvatura de la siguiente funcién. Halla sus maximos, minimos y puntos de
inflexion:

Ejercicio n°®7.-

Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la funcién:

2
f(x):x :;x +1

X



Ejercicio n°8.-
Dada la funcion:
f (x) = 3x* + 8x3 — 6x% — 24x
a) Estudia su crecimiento y halla sus maximos y minimos.

b) Estudia su curvaturay obtén sus puntos de inflexion.

Ejercicio n°9.-

Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la funcion:

X2 -2x +2
f(x)——x_1

Ejercicio n° 10.-

Halla los maximos, minimos y puntos de inflexién de la funcion:
f(xX)=(x-2)°(x+1)

Di donde es creciente, decreciente, céncava y convexa.

Optimizacion de funciones

Ejercicio n® 11.-

El lado de un cuadrado tiene una longitud de 4 metros. Entre todos los cuadrados inscritos en el cuadrado
dado, halla el de area minima:

Ejercicio n®12.-

Un depdsito abierto de latén con base cuadrada y capacidad para 4 000 litros, ¢qué dimensiones debe tener
para que su fabricacion sealo mas econdmica posible?

Ejercicio n°® 13.-

Una huerta tiene actualmente 24 arboles, que producen 600 frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol
adicional plantado, la producciéon de cada arbol disminuye en 15 frutos. ¢ Cudl debe ser el nUmero total de
arboles que debe tener la huerta para que la produccion sea maxima? ¢,Cual sera esa produccion?

Ejercicio n° 14.-

Un transportista va de una ciudad A aotra B aunavelocidad constante de x km/h por una carreteraen la
gue debe cumplirse que 35 < x <55. El precio del carburante es de 0,6 euros el litro y el consumo es de 10 +
x2/120 litros por hora. El conductor cobra 8 euros por horay la distanciaentre A y B es de 300 km. Halla la
velocidad a la que debe ir para que el viaje resulte lo mas econdémico posible.



Ejercicio n° 15.-

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 1 dm. Hacemos girar el tridngulo alrededor de uno de sus
catetos. Determina la longitud de los catetos de forma que el cono engendrado de esta forma tenga volumen
maximo.

Regla de L"Hobpital

Ejercicio n° 16.-

Calcula, utilizando la regla de L'Hépital:

2 2 1

. X°—sen‘x . £

a) lim——— b) I|m(1+x2)X
X4 x—0

x—0

Ejercicio n® 17.-

Halla los siguientes limites:

cos®x -1
XZ

3
a) lim b) Iirrg)(cos 2x)/X2

x—0

Ejercicio n° 18.-

Calcula los siguientes limites:

1

. X COS X —Ssenx . —
a) lim————— b) lim x ¥

x—0 X X —1
Ejercicio n° 19.-
Calcula los limites:

2

., X“+senx . Inx
a) lim ——— b) Iim

x-0 X ° —sen X X—+0 3 X

Ejercicio n° 20.-

Obtén el valor de los siguientes limites:



Teorema de Rolle y del valor medio

Ejercicio n° 21.-

Calcula m y n paraque lafuncion:

f(x)=

{mx+1 si x<1

—2x%2+3x+n Si x>1

cumplalas hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3]. ¢Donde cumple la tesis?

Ejercicio n° 22.-

Dada la funcion:

Comprueba que satisface las hip6tesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 2]. ;Dédnde cumple la
tesis?

Ejercicio n° 23.-

Comprueba que y =x—x® cumple las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [-2, 1].

¢Dénde cumple la tesis?

Ejercicio n° 24.-

Calcula a, b y ¢ paraquelafuncion:

2x%—ax si x<2
fx)= .
bx +c si x>2

cumplalas hipodtesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ¢ Qué asegura el teorema en este caso?

Ejercicio n° 25.-

Comprueba sila funcién f(x)=3/(x -2 cumple las hipétesis del teorema de Rolle en
el intervalo [0, 4]. En caso afirmativo, averigua dénde cumple la tesis.



Problemas de funciones derivables y continuas

Ejercicio n° 26.-

Justifica los pasos de la siguiente demostracion:

Vamos a probar que "si f es continuaen [a, b] y derivableen (a,b); y f' (x)=0 en todos los puntos de (a,
b), entonces f es constante en [a, b]".

1) Tomamos dos puntos cualesquiera x, <x, de [a, b]; entonces se cumple que:

FXo)—f(X0) o)
ﬁ—f (C)—O

2) Por tanto, f(x,)—f(x,)=0.

3) Y asideducimos que f es constante.

Ejercicio n° 27.-

Demuestra que la funcién:

{—3x+4 si x<1
fix)=

2x -1 si x>1

no cumple la hip6tesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, b], cualquiera que sea el valor de b > 1.

Ejercicio n° 28.-

Demuestra que la ecuacién:
e —-x—-1=0
solo tiene laaiz x =0. Paraello, supén que tuviera otra raiz (digamos x =a), aplica el teorema de Rolle a la

funcion f(x)=e*-x—-1 en [0,a] (o en [a, 0] si a<0) yllegards auna contradiccion.

Ejercicio n° 29.-

Demuestra que, entre todos los rectangulos de area dada, el cuadrado es el de perimetro minimo.

(Llama k al area del rectangulo y ten en cuenta que es constante).

Ejercicio n° 30.-

Demuestra que, entre todos los rectangulos que pueden inscribirse en un circulo de radio R, el cuadrado tiene
el area maxima.



SOLUCIONES APLICACIONES DE LA DERIVADA

Ecucacion de la recta tangente

Ejercicion®1.-
Halla las rectas tangentes a la circunferencia:

X?+y?+2x+2y—-6=0 en x =1

Solucién:

e QOrdenadas en X, =1
1+y?+2+2y-6=0 — y*+2y-3=0

2444112 24416 -2+4 {Y=1 — Punto (L 1)
2

2 2 y=-3 — Punto (1 -3)

e Pendiente de las rectas tangentes:
Derivamos: 2x+2yy'+2 +2y'=0

Despejamos V"

' oy _—2x-2 _-x-1

y(2y+2)— 2X—-2 — Yy 2y 12 yi1
-1-1 -2

! 1: :7:—1

y(l ) 1+1 2

N s e

v 3)_—3+1_—2 !

e Ecuaciones de las rectas tangentes:
Enelpunto (1,1) —» y=1-(x-1) — y=-x+2

Enelpunto (1,-3) » y=-3+(x-1) > y=x-4

Ejercicio n° 2.-

.z 2_ . . 2
Dadala funcién f(x)=x2?e* ™, escribe la ecuacién de surecta tangente en el punto de
abscisa x,=-1.

Solucién:
e Ordenada en el punto: f(-1)=1

e Pendiente de la recta:



f(x)=2x- et x? e 2x = (2x + 2x% ) X"
f'(-1)=-4
e Ecuacion de la recta tangente:

y=1-4(x+1) —> y=-4x-3

Ejercicio n° 3.-

x@x+ﬂ

VX +2

Hallala ecuacion delarecta tangente alacurva y = en X, =2.
Solucion:
e Ordenada en el punto: y (2)=5

e Pendiente de la recta:

x(2x+1)  2x2 +x

y= AIX+2 - AIX+2

Derivamos:

1
2x+2 _ (8x+2)(x +2)-(2x2 +x)
(x+2) 2\/(x +2)

(4x +1 x+2—(2x2+x)-

y':

_8X%2+16X +2X+4-2x* —x _ 6x*+17x+4

2,/(x+2) - 2)(x+2)

e Ecuacion de la recta tangente:

31 31 11
y _5+E(X_2) > Y=g,

Ejercicio n°4.-
Obtén la ecuacion de la recta tangente a la curva:

4x -2

=————en X, =1
X(x? +1) 0

Solucién:
e Ordenadaenel punto: y(1)=1

e Pendiente de larecta:



_ 4x-2  4x-2
x(x*+1)  x®+x

Derivamos:

g Ax°+X)—(4x—-2) - (3x* +1)  4x®+4x-12x° —4x +6X*+2
(x® +x)? (x® +x)?

_ —8x%+6x%+2
(x® +x)?

y(1)=0

e Ecuacion de la recta tangente:
y=1

Ejercicio n°5.-

Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva x2+y?—2x —4y =0 en el punto (0, 4).

Solucién:

e Comprobamos que la curva pasa por (0, 4):
0°+4*°-2.-0-4-4=16-16=0

e Derivamos para obtener la pendiente de la recta:
2X+2y -y —-2-4y'=0

Despejamos y"

2—2X
"2y —4)=2-2x — y'=
y'(2y -4) Y'=2y 4
Por tanto:
2-2-0 2 2 1
(0, 4)= - _Z_=
y( ) 2-4-4 8-4 4 2

e Ecuacion de la tangente:

1
=4+—=X
y 2

Monotonia y curvatura

Ejercicio n°6.-

Estudia el crecimiento y la curvatura de la siguiente funcién. Halla sus maximos, minimos y puntos de
inflexion:



Solucién:

e Derivada:
x®  x?
f'(x)=—-—-2x
x)=7F-3
x=0
3 2 2
F(x)=0 - X —x3 —6x_x(x ;X—G)zo )
x2_x_6:O x:l_— V1+24
2
{X:O
Xx=3
¢ Signo de f' (x):
J'<0  f>0 J'<0 JS'>0
~—2 7 0 ~ 37

f (x) es decreciente en (-, —2) U (0, 3); es creciente en (-2, 0) U (3, +x). Tiene un

minimo en [—2, _?7] y otro en [3, _Tﬂj Tiene un méximo en (0, 1).

e Segunda derivada:

2X
f” — 2___2
()=x-2

f'(x)=0 - 3x?-2x-6=0 —

(244172 22476 {Xz—l12

6 6 X =179

¢ Signo de f" (x):

j‘// >0 f'r/ <0 f'// >0

N —l‘,12 I 1,‘79 N

f (x) es decreciente en (—oo; —-1,12) U (1,79; +); es convexa en (-1,12; 1,79). Tiene dos puntos de inflexion:
(-1,12; 0,03) y (1,79, -1,99)

Ejercicio n°7.-

Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la funcion:
x?+x+1
flx)= XX
Solucion:

e Dominio =R; pues €*>0 paratodo x.

e Derivada:

f(x)= (2x +1) e _(Xz +X+1)ex e (2x+1—x2 —X—l): CPax

(eX)Z (e>()2 ex




f'(x)=0 - -x*+x=0 — x(—x+1):0{§ig
e Signo de f' (x):

S’<0 =0 Jf'<0

N 0 et 1 N

f (x) es decreciente en (-, 0) U (1, +0); es creciente en (0, 1). Tiene un minimo en (0, 1)
o ( 3)
yun maximoen |1, —|.
e
Ejercicio n°8.-
Dada la funcion:
f (x) = 3x* + 8x3 — 6x2 — 24x
a) Estudia su crecimiento y halla sus maximos y minimos.

b) Estudia su curvaturay obtén sus puntos de inflexion.

Solucién:
a) f'(x)=12x3+24x*-12x - 24

f'x)=0 — 12(x*+2x*-x-2)=0

x=1
12(x-1) (x +2) (x +2)=0 ¢x=-1
X=-2

e Signo de f' (x):
S'<0 >0 <0 [0

~ 2 7 1 ~ 1 7

f (x) es decreciente en (-, —2) U (-1, 1); es creciente en (-2, -1) U (1, +»). Tiene un minimo en (-2, 8), otro
en (1,-19) yun maximoen (-1, 13).

b) " (x) = 36X + 48x — 12

f"(x)=0 — 12(3x*+4x-1)=0

_—4£416+12  -4+428 {x ~0,22

- X ~ —155

6 6

e Signo de f" (x):

fu>0 ‘ A/ru<0 ‘ /‘H>O

« -155 ~~ 022

f(X) esconcava en (—w; —1,55) U (0,22; +x); es convexa en (-1,55; 0,22). Tiene dos puntos de inflexion,
(-1,55;10,31) y (0,22; -5,48).

10



Ejercicio n°9.-

Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la funcion:

X2 —2x +2
="

Solucion:
e Dominio =R — {1}

e Derivada:

f'(X): (2X—2)(X—1)—(x2 —2X+2): 2x% 22X +2- X% +2X—2 X% —2X
(X -1y (X _1)2 (X _1)2

f'(x)=0 — x?-2x=0 — x(x—2):0{

e Signode f'(x).

f/>0 .f‘r<0 .f/<0 .f‘r>0
70 N~ 1 N~ 2 7

f (X) es creciente en (-, 0) U (2, +0); es decreciente en (0, 1) U (1, 2). Tiene un maximo en (0, —2) y un minimo
en (2, 2).

Ejercicio n° 10.-

Halla los maximos, minimos y puntos de inflexién de la funcién:
f(xX)=(x-2)°(x+1)

Di dénde es creciente, decreciente, concavay convexa.

Solucién:
e Derivada:
f'X)=3x-22X+1)+(x-2°%=x-22Bx+3+x-2)=(x-2)%(4x +1)

X=2
f'(x)=0 - (x-2) (4x+1)=0

e Signo de f' (x).

/<0 >0 [0

~ -1 7 2 _7
%

. 1 . 1 : .
f(X) es decreciente en | — oo, —Z y es creciente en —Z, + oo | Tiene unminimo en

(_%; - 8,54). En (2, 0) hay un punto de inflexion.

11



e Segunda derivada:
f'X)=2x-2)(@x+1)+(Xx-2)?-4=(x-2)(8X+2+4x —8)=(x - 2) (12x — 6)

X=2

f'(x)=0 — 6(x-2)(2x-1)=0 1
*=2

e Signode f" (x).

fu >0 fH <0 j'H >0

N ~ 2 N

1

2
. 1 1 .

f(x) es céncava en (— w, Ej U(2, +); esconvexa en (E 2} Tiene dos puntos

. . 1 -81
deinflexiéon: | =, — 2,0
(2 T j y (2,0)

Optimizacion de funciones

Ejercicio n®11.-

El lado de un cuadrado tiene una longitud de 4 metros. Entre todos los cuadrados inscritos en el cuadrado
dado, halla el de area minima:

Solucién:

X 4 —x

Si llamamos x a la distancia de uno de los vértices del cuadrado inscrito, al vértice mas proximo del cuadrado original
(como indica la figura), tenemos que el area del cuadrado inscrito sera:

Area=12=x?+(4-x)% 0<x<4
Buscamos x para gque el area sea minima:
A(X)=x2+(4-x)?
AX)=2x+2(4-X) - (-1)=2x—-8+2x=4x -8
AX)=0 » 4x-8=0 —» x=2
Comprobamos que es el minimo:

12



A"(x)=4, A"(2)=4>0 — en x=2 hay minimo
A(0)=A(4)=16
Por tanto, el minimo se alcanza en x =2, que corresponde al cuadrado de lado:

| =414 =48 =242 ~ 283 metros,

cuya area es de 8 m?

Ejercicio n®12.-

Un depdsito abierto de latén con base cuadrada y capacidad para 4 000 litros, ¢qué dimensiones debe tener
para que su fabricacion sea lo mas econdmica posible?

Solucién:

Llamamos x al lado de la base e y a la altura del depdésito. Asi, el volumen es:

4000

X2

V=x?y=4000dm® — y-=

La superficie total del depdsito (recordemos que esta abierto) sera:

40(2)0+x2 =16200+x2; x>0
X

A=4xy +x* =4x -

Buscamos x paraque A sea minima:

_ _ 3
A 16?00 % = 1600(2 +2X
X X

A=0 — -16000+2x*=0 — 2x*=16000 —

X%@:zaooo _» x=3/8000 =20 dm

Veamos que es un minimo:

32000
X

A" +2, A"(20)>0 — en x =20 hay minimo

Por tanto, el lado de la base debe medir x =20 dm vy la altura, y =10 dm.



Ejercicio n°® 13.-

Una huerta tiene actualmente 24 arboles, que producen 600 frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol
adicional plantado, la produccién de cada arbol disminuye en 15 frutos. ¢ Cual debe ser el nimero total de
arboles que debe tener la huerta para que la produccién sea maxima? ¢Cual serd esa produccion?
Solucién:
Llamamos x al nimero de arboles que se plantan. Tenemos que el nimero de frutos seria:

f (X) = (24 + x) (600 — 15x) = —15x? + 240x +14 400
Buscamos x para que f(x) sea maxima:

f' (x) = —30x + 240

f'(x)=0 — -30x+240=0 — x:%:S — x=8

Veamos que es un maximo:

f"(x)=-30;f"(8)=-30<0 — en x=8 hay maximo. (Como f (x) corresponde a una parabola invertida, en
x =8 esta el maximo absoluto).

Por tanto, se deben plantar 8 arboles. Asi, habra un total de 24 + 8 = 32 arboles, que produciran 15360 frutos.

Ejercicio n° 14.-

Un transportista va de una ciudad A aotra B aunavelocidad constante de x km/h por una carreteraen la
gue debe cumplirse que 35 < x <55. El precio del carburante es de 0,6 euros el litro y el consumo es de 10 +
x2/120 litros por hora. El conductor cobra 8 euros por horay la distanciaentre A y B es de 300 km. Halla la
velocidad a la que debe ir para que el viaje resulte lo mas econdmico posible.

Solucién:

La velocidad es x km/h y la distancia es de 300 km; por tanto, como X es constante,

tardara 300 horas enllegar. Asi, el coste sera:
X

2 2 2
cx)=8-390 (104X |06.390_30 (g g, X | 3001, X |_
X 120 X X 200 X 200

4200 3x
= + —
X 2

, X>0

Ademas, ha de ser 35 < x <55.

Buscamos x para que C (X) sea minimo:

, —-4200 3 —8400+3x>
C'(x)=—5—+== a
X 2 2x
C'(x)=0 — -8400+3x>=0 — x2:$=2800 -

— X =~5292 (laraiz negativa no vale)

Veamos que es un minimo:
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C"(x): 8400

X3

C"(52,92) >0 — en x=52,92 hay un minimo
C (35)=172,5 euros; C (52,92) = 158,75 euros; C (55)= 158,86
Por tanto, debera ir a 52,92 km/h (el coste en este caso sera de 158,75 euros).

Ejercicio n° 15.-

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 1 dm. Hacemos girar el tridngulo alrededor de uno de sus
catetos. Determina la longitud de los catetos de forma que el cono engendrado de esta forma tenga volumen
maximo.

Solucién:

1 dm

Sillamamos x e y a las longitudes de cada uno de los catetos, sabemos que:
X2+y?=1 - y?=1-x°

El volumen del cono es:

V= y2x=£(1—x2)x=g(x—x3); 0<x<1

T
3 3
Buscamos x para que el volumen sea maximo:

T 2
V'=—{1-3x
-3¢
. 2 2 1 /1 . .
V'=0 - 1-3x"=0 — X =3 - X= 3 (laraiz negativa no vale)
Veamos que es un maximo:
w_ T o 11 1 L
Y :g(—6x), % (‘/§]<0 — en x=‘/§ hay un méaximo (v(0)=V(1)=0)

Por tanto, el maximo se alcanza cuando los catetos miden:

X = \E = @ ~ 0,58 dm (el que seréalaaltura del cono)

y:\/zzﬁzO,SZ dm
3 3
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Regla de L"Hopital

Ejercicio n° 16.-

Calcula, utilizando la regla de L'Hépital:

x2—sen?x E

a) lim > > % b) lim 1+ x? )«
x—0 X Xx—0
Solucién:
. x*-sen®’x (0) ., 2x—-2senxcosx . 2X-—sen2x
a) lim >0 X [ 2] jim ~lim _
x—0 X 0 x—0 4)(3 x—0 4X3

. 2—-2c0s 2X 0 . 4sen2x 0 . 8cos 2x
=lim————=| —|=lim =|—|=Ilim
x50 12X 0) x>0 24x 0) x>0 24
1
b) Iirr(l)(1+ xz)x :(1“’). Tomamos logaritmos:
2x
1 2 2
lim In 1+ x? ) :|imﬂ1+—x):[gj=n’m1+—xzo
Xx—0 Xx—0 X 0 x—0 1
Por tanto:
2 & 0
legg(1+x )x =e =1
Ejercicio n®17.-
Halla los siguientes limites:
2 3
. cos’x -1 ] ¥
a) LIE?’T b) leir?)(cos 2x)
Solucién:
. cos?’x-1 (0) . -2cosxsenx . -sen(2x) (0
a) lim————=| — |=lim—————=lim———=| — |=
x—0 X 0 x—0 2X x—0 2X 0
:|im_2L5(2X):__2:_1
x—0 2 2
, ¥, _
b) Ilng(coszx) x :(*“). Tomamos logaritmos:
_—2sen2x
3 —
lim In(cost)A2 :"mMC:SZX): 9\ jim——cos2x__ =39 2x [0
x—0 x—0 X 0 x—0 2X x—0 X 0

=lim

x—0

=6

—3(1+1tg%2x)- 2
1

_j:

W[
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Por tanto:

3
lim (cos ZX)A2 —et=—
x—0 e

Ejercicio n° 18.-

Calcula los siguientes limites:

1
. X COSX-—senx . —
a) lim—m———— b) lim x *x
X —0 X Xx—>1
Solucion:
. Xxcosx—senx (O . _COSX—XSenx—cosXx , —Senx
a) lim——————=| — |=lim = =
x—0 X 0 x—0 3x? x>0 33X
_ lim =COSX _ -1
T x50 3 - 3

1
b) Iing Xx = ( °°). Tomamos logaritmos
X—>

1
1 il
. — . Inx 0 .
lim In| x** [=lim——=| = |=limX-=-1
x—1 x->11—X 0 x—>1—1
Por tanto:
1
. — _ 1
limx> =et==
X—1 e
Ejercicio n°® 19.-
Calcula los limites:
2
, X +senx . Inx
a) Im*(n)z— b) lim i
X —> X _Senx X =400 X
Solucién:
. x% +senx (0) . 2x+cosx 1
a) im——=|— |=lim———=—=-1
x-0 X© —sen x 0 x=0 2X —CcOSX —1
1 2
. Inx [+ 3 < . 3x3® * 3
b) lim —==|—|= lim —*—= lim = lim3x3 = lim—==0
x—+e0 3y + o0 X—>+o0 1 x>+ X X—>+o0 X—>+o0 3/X

2
3

3x

[

0
0

)
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Ejercicio n° 20.-

Obtén el valor de los siguientes limites:

a) lim b) lim x
X —0 tgx X —>+0
Solucién:
. 1-cosx 0 . senx 0
a) lim———=|— =I|m—2=—:0
x>0 tg X 0) x01+tg°x 1

1
b) lim x* =(+)’. Tomamos logaritmos:

X—>+00

1
L In x + 00 «
lim Inx* = lim —=[—]: lim X =0
X—>+0 X+ X + 00 Xx—>+0 ]
Por tanto:

Teorema de Rolle y del valor medio

Ejercicio n° 21.-

Calcula m y n paraque lafuncién:

f(X)z{mx+1 si x<1

—2x%+3x+n Si x>1

cumpla las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3]. ¢Dénde cumple la tesis?

Solucién:
e Continuidad en [0, 3]:
Si x# 1, lafuncion es continua, pues esta formada por funciones continuas.

lim f(x)=Ilim (mx+1)=m+1

X—1 X—1

En x=1, 1lim f(x)=Iim (—2x2+3x+n):1+n
x—1" x—1"
f(l) =m+1

Para que sea continua, hadeser m+1=n+1 — m=n
¢ Derivabilidad en (0, 3):

Si x# 1, es derivable, y su derivada es:

18



f|(x):{m si x<1
-4x+3 si x>1

Para que sea derivable en x =1, han de ser iguales:

) e

e Portanto, f(x) cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [0, 3] si
m =n=-1. En este caso, quedaria:

f(x)=

{—x+1 si x<1

—2x?+3x-1 si x>1

e Veamos donde cumple la tesis:

. f
r(e)=1E

{f'(c):—l si x<1

f'c)=—-4c+3 si x>1

0 3 3

)-f(0)_-10-1_-11

_ac+3=—21 C:EG(O,S)
3 3

Ejercicio n° 22.-

Dada la funcion:

1 si x>1
X

Comprueba que satisface las hip6tesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 2]. ;Dédnde cumple la
tesis?

Solucion:

¢ Continuidad en [0, 2]:

Si x # 1, lafuncion es continua, pues esta formada por funciones continuas en los intervalos en los que estan
definidas.

lim f(x)=lim 3-x° =1
X>T XoT 2 lein1 f(x)=f(1)
En x=1, 1|_r>r11 f(x)zliﬂl %:1
f(x) escontinuaen x=1
f(1)=1

Por tanto, f(x) es continua en [0, 2].

¢ Derivabilidad en (0, 2):



Si x# 1, es derivable, y su derivada es:

-x si x<1
f'(x)=
— si x>1
En x=1, comof' (1) =f"(1") =-1, también es derivable, y f' (1) = -1.
Por tanto, f(x) es derivable en (0, 2).

Se cumplen las hipoétesis del teorema del valor medio; es decir, existe ¢ e (0, 2) tal que:

Veamos dénde se cumple la tesis:
—x:_—1 - x=1 (si x>1)
2 2

_2:_?1 S ox2=2 5 x=42 (si x>1)
X

Por tanto, hay dos valores: c, :% y C,= V2

Ejercicio n° 23.-

Comprueba que y =x —x® cumple las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [-2, 1].

¢Doénde cumple la tesis?

Solucién:

e Lafuncion y=x-x3 es continua y derivable en R; por tanto, sera continua en [-2, 1] y derivable en (-2, 1).

Luego, cumple las hip6tesis del teorema del valor medio.

e Entonces, existe ¢ € (-2, 1) tal que:

f,(c):f(l)—f(—z)_ 0-6_-6_,

1-(-2) 1+2 3

Veamos cual es el valor de ¢ en el que se cumple la tesis:
f'(x)=1-3x> »>f'(c)=1-3c?>=-2
-3c?=-3 » =1 —» c=#1

La tesis se cumpleen c=-1 (pues -1 € (-2, 1), pero 1 ¢ (-2, 1)).
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Ejercicio n° 24.-

Calcula a, b y ¢ paraque lafuncion:

2x%—ax si x<2
f(x)= _
bx +c si x>2

cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ¢Qué asegura el teorema en este caso?

Solucion:
e Continuidad en [0, 4]:
Si x # 2, lafuncion es continua, pues esta formada por polinomios, que son funciones continuas.

lim f(x)=lim (2x*-ax)=8-2a

X—>2 X—2"
En x=2: XILT f(x):xllﬁn; (bx+c)=2b+c
f(2):2b+C

Para que sea continua en x =2, ha de ser:
8-2a=2b+c
e Derivabilidad en (0, 4):

Si x# 2, lafuncion es derivable, y su derivada es:

F(x)= 4x—-a si x<2
b si x>2

En x =2, hade ser 8-a=Db

e Ademas, debe ser f(0) =f(4); es decir:
O0=4b+c
¢ Uniendo las condiciones anteriores, tenemos que:

8-2a=2b+c| a=6
8-a=»b b=2
0=4b+c c=-8

e En este caso, el teorema de Rolle asegura que existe ¢ € (0, 4) tal que f' (c) =0.

Ejercicio n° 25.-

Comprueba silafuncién f(x)=3%/(x —2)° cumple las hipétesis del teorema de Rolle en
el intervalo [0, 4]. En caso afirmativo, averigua dénde cumple la tesis.
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Solucién:

La funcién f(x) = 43/(x - 2)2 es continua en [ por tanto, también lo es en el intervalo
[0, 4].

Ademas, f(0)=f(4)=7¥a.

Pero veamos que no es derivable en (0, 4) (puesnoloesen x=2 e (0, 4)).

La derivada es:

f'(x)= 2, Noexisteladerivadaen x =2

3 13/ix—2;

Por tanto, no se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle.

Problemas de funciones derivables y continuas

Ejercicio n° 26.-

Justifica los pasos de la siguiente demostracion:

Vamos a probar que "si f es continuaen [a, b] y derivableen (a,b); y f' (x)=0 en todos los puntos de (a,
b), entonces f es constante en [a, b]".

1) Tomamos dos puntos cualesquiera x, <x, de [a, b]; entonces se cumple que:

FX)—F(X1) o)
ﬁ—f (C)—O

2) Por tanto, f(x,)—f(x,)=0.

3) Y asideducimos que f es constante.

Solucién:

1) Tomamos dos puntos cualesquiera X, <x, de [a, b]; como f es continuaen [a, b] y derivable en (a, b),
aplicando el teorema del valor medio, existe ¢ e (a, b) tal que

f(XZ)_f(Xl) :f'(C).

X2 =%;
Como f' (x) =0 en todos los puntos de (a, b), en particular f' (c) = 0; es decir:

fO)=10x) _
X2_Xl

2) Portanto, f(x,)-f(x)=0.

3) Asi, hemos llegado a que f(x,) =f(x,) cualesquiera que sean x, <X, de [a, b]. Esto significa que f(x) es
constante en [a, b].
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Ejercicio n° 27.-

Demuestra que la funcion:

-3x+4 si x<1
f(x)=
2x -1 si x>1

no cumple la hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, b], cualquiera que sea el valor de b > 1.

Solucioén:
e Continuidad en [0, b], con b > 1:
Si x # 1, lafuncion es continua, pues esta formada por funciones continuas.

lim f(x)=1lim (-3x+4)=1

X—1" x—1
En x=1, xle f(x)=1Ln; (2x-1)=1 f(x) escontinuaen x =1.
f(l):l

Por tanto, f(x) es continua en [0, b].
e Derivabilidad en (0, b), con b>1:

Si x # 1, lafuncion es derivable, y su derivada es:

f|(x):{—3 si x<1

2 si x>1

Como f'(1)=-3 =#f'(1*) =2, f(X) noesderivable en x=1.

Por tanto, f(x) no es derivable en (0, b), con b > 1. Asi, no cumple las hip6tesis del teorema de Rolle en este
intervalo.

Ejercicio n° 28.-

Demuestra que la ecuacién:
e-x-1=0

solo tiene laaiz x =0. Paraello, supén que tuviera otra raiz (digamos x =a), aplica el teorema de Rolle a la
funcion f(x)=e*-x—-1 en [0,a] (o en [a, 0] si a<0) yllegards auna contradiccion.

Solucién:

e Supongamos que tuviera otra raiz positiva, x = a.

Como f(x) =e*—x—1 es continua y derivable en R, también sera continua en [0, a] y derivable en (0, a).
Ademas, seria f(0) =f(a) =0.

Por el teorema de Rolle, existiria ¢ € (0, a) tal que f' (c) =0. Pero:
f'X)=e¥-1=0 —»e*=1 - x=0 ¢ (0, a)

Llegamos a una contradiccion, luego no existe ninguna otra raiz positiva.
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¢ Analogamente, si suponemos que existe otra raiz negativa, x =a, aplicando el teorema de Rolle con [a, 0],
llegariamos a una contradiccion.

¢ Por tanto, solo tiene laraiz x =0, como queriamos demostrar.

Ejercicio n° 29.-

Demuestra que, entre todos los rectangulos de area dada, el cuadrado es el de perimetro minimo.

(Llama k al area del rectangulo y ten en cuenta que es constante).

Solucién:

Area = k y

X

Consideramos los rectangulos de area k, con k constante. Llamamos x asu base e y asu altura. El area sera:

A=x-y=k — y:5
X
El perimetro del rectangulo es:
P=2x+2y=2x+2-£=2x+&, x>0
X X

Buscamos x para que el perimetro sea minimo:

2_
X X

P=0 — 2x°-2k=0 — x>=k — x=+k (laraiznegativano vale)

Veamos que es minimo:

P'=—, P(\/E) >0 (pues k>0) — en x =k hay un minimo.

Por tanto, el rectangulo buscado es el que tiene de lados x = Jk, y = Jk , es decir, el

cuadrado de lado vk , como queriamos demostrar.

Ejercicio n° 30.-

Demuestra que, entre todos los rectangulos que pueden inscribirse en un circulo de radio R, el cuadrado tiene

el area méaxima.
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Solucién:

Llamamos x a la base del rectangulo e y a su altura. Tenemos que:
X*+y*=(2R)? —» XxX*+y*=4R?
y=v4R?-x?, 0<x<2R

El area del rectangulo es:

A=x-y=xVAR? -x* =y4R?x* -x*, 0<x<2R
Buscamos x para que el area se maxima:

ao BRX-4X°  4R™x-2¢  x[(4R?-2x7) 4R?-2x’

C2JARX2 —x* JAR?X2—x®  xyAR?Z—x?  A4R? —x?

A=0 — 4R?2-2x>=0 — 2x?*=4R? — x?=2R? — x=Ry2
(la raiz negativa no vale, pues x > 0).

(A'>0 alaizquierdade x =R+2 y A'<0 asuderecha; por tanto, en x =R~/2 hay un
maximo).

A(0)=A(2R)=0

Por tanto, el maximo se alcanza para x =y = RV2 : es decir, para el cuadrado de lado RV?2,
como queriamos demostrar.
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