APLICACIONES DE LAS MATRICES

Ejercicion®1.-
a) Encuentralos valores de a paralos que la matriz:

a -1 -1

no es inversible.

b) Calcula A™ para a=2.

Ejercicio n° 2.-

Calcula, si es posible, lainversa de la matriz:

l+a 1 1
A= 1 1 1
1 l+a a

Paralos casosenlosque a=2 y a=0.

Ejercicio n° 3.-

Halla una matriz, X, tal que AX+ B =0, siendo:

1 -1 0 -2 -1
A=2 0 1 y B=|-4 -4
-1 1 -1 4 1

Ejercicio n®°4.-

Halla X tal que AX =B, siendo:

2 1 -1 6 2 1
A=[0 2 3 y B=[50 1
11 -1 312

Ejercicio n®5.-
a) Calcula para qué valores de A\ existe lainversa de la matriz:
A -1 2
A=l2 » -1

-1 A 2

b) Calcula A™ para A =0.



Ejercicio n° 6.-

Expresa el siguiente sistema en forma matricial y resuélvelo utilizando la matriz inversa:

-3X+y-z=-5
X+2y +z=0
2X +z=3

Ejercicio n° 7.-

Expresay resuelve el siguiente sistema en forma matricial:

4x +2y -z =6
X +z=1
2X+y+2=3

Ejercicio n®8.-

Expresa en forma matricial y resuelve, utilizando la matriz inversa:

2X+3y +z=7
X+y—-2z=5
y+2z2=0

Ejercicion®9.-
Expresay resuelve en forma matricial el siguiente sistema de ecuaciones:

X-Yy+z2=6
2X -y +z=8
X-2y+z=7

Ejercicio n° 10.-

Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

-X+2y —-z=1
3X-y+2z=-4
X-y+z=-1

Ejercicio n®11.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema:
X-Yy+2z-t=3
2X +y —z+t=2

-X+y+z-t=1



Ejercicio n®12.-

Estudia la compatibilidad del sistema:

X+y-z=3
-X+2y-z=1
2X -y +z=2
-X+5y -5z2=5

Ejercicio n° 13.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones:

2x -y +3z=1
-X+y-z=2
X+y+3z=3

Ejercicio n° 14.-

Utiliza el teorema de Rouché para estudiar la compatibilidad del siguiente sistema:

3X-4y +z=1
-X+2y -z=3
X -z=7
X-y =2

Ejercicio n°® 15.-

Estudia la compatibilidad de este sistema de ecuaciones:

X—-2y =3
-Xx+3y =-1
—-X+6y =2

X-y=5

Ejercicio n° 16.-

Resuelve, aplicando laregla de Cramer, los siguientes sistemas:

a) —x+3y=—5} b) —x+2y-z=0
x+y =1 X -3y +z=-3
2Xx+y—-z=1



Ejercicio n®17.-

Resuelve, aplicando laregla de Cramer:

a) —3x+2y =3 b) 2x-y-z=0
2x -y =-1 -X+2y+z=1
X -3y -2z2=-3

Ejercicio n° 18.-

Resuelve los siguientes sistemas, aplicando la regla de Cramer:

a) 2x-y=0 b) x+y-z=2
3x+y =5 -X+2y+z=4
3X+y +z=6

Ejercicio n°19.-

Aplica la regla de Cramer para resolver estos sistemas:

a) 3x+2y:—} b) x+2y-z=1
Sx+y =1 -3X+y+z=-5
X-y+3z=5

Ejercicio n° 20.-

Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

a) —x+4y:—6} b) x-2y+z=-3
2x -3y =7 2x +3y -z=3
X-y+3z2=6

Ejercicio n® 21.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones y resuélvelo si es posible:

X+Yy +22=6

3Xx-y+z=5
-X+2y-z=1
X+3y-z=7

Ejercicio n° 22.-

Estudia, y resuelve si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones:

-3Xx+4y -z=-3
X+2y +z=5
X+y+3z2=6

-X-y+2z=-1



Ejercicio n° 23.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema, y resuélvelo si es posible:

-X+y-2z=-5
X+3y +z=-4
7X +5y +11z =8

Ejercicio n° 24.-

Estudia, y resuelve si es posible, el sistema:

2X+2y +z-t=8
X+y—-z+t=1
—-X+2y +z+2t=2

Ejercicio n® 25.-

Estudia la compatibilidad de este sistema y resuélvelo si tiene solucién:

X+2y +z-t=-2
2X +y —2z+2t =3

-X-y+z+t=5

Ejercicio n® 26.-

Discute, y resuelve cuando sea posible, el siguiente sistema de ecuaciones:

ax+y =a
(a+1)x +2y +z=a+3
2y +z=2

Ejercicio n° 27.-

Estudia el siguiente sistema homogéneo segln los valores de A y resuélvelo en los casos en los que resulte
ser compatible indeterminado:

AX -y +2z2=0
-X+Ay +2z=0
2X +Ay —z=0

Ejercicio n° 28.-

Discute y resuelve el siguiente sistema, segun los valores del parametro m:
mx+y+z=2
X +my =1
X+my+mz=1

Ejercicio n® 29.-

Discute el siguiente sistema homogéneo segun los diferentes valores del pardmetro A.
Resuélvelo en los casos en los que resulte ser compatible indeterminado:

AX +2z2=0
A-2)y+z=0
(x—l)x +y-z=0



Ejercicio n° 30.-

Discute el siguiente sistema, y resuélvelo cuando sea posible, en funcién del
parametro a:

y+az=1
x +a’z=2a+1
x -y +al@a-1z=2a

Ejercicio n° 31.-

Estudia el siguiente sistema, en funcién de a y b. Resuélvelo en los casos en los que sea compatible
indeterminado:

X-y+az=1
2X +y +az=3
X+2y —az=>b

Ejercicio n°® 32.-

Discute, en funcion de A y p, el siguiente sistema de ecuaciones. Resuélvelo en los casos en los que sea
compatible determinado:

X+y+Az=2
-X+2y -Az=-2
X+4y +z2=p

Ejercicio n® 33.-

Estudia, en funcion de a y b, el siguiente sistema de ecuaciones. Resuélvelo en los casos en los que sea
compatible indeterminado:

X+ay —-z=2
ax —2y +2z=-1
2x -y +z=Db

Ejercicio n° 34.-

Estudia el siguiente sistema segun los valores de los parametros que contiene. Resuélvelo en los casos en
los que sea compatible determinado:

-X+y+z=p
2X -y +z=2
X+AYy +22=3

Ejercicio n° 35.-

Discute el siguiente sistema de ecuaciones, segun los valores de los parametros que contiene. Resuélvelo en
los casos en los que sea compatible determinado:

2x+y =3

X=a

5x+y =3+b+2a
Xx=Db



SOLUCIONES EJERCICIOS APLICACIONES DE LAS MATRICES

Ejercicion®1.-

a) Encuentralos valores de a paralos que la matriz:

a -1 -1

no es inversible.

b) Calcula A™ para a=2.

Solucién:

a) La condicién necesaria y suficiente para que exista A" es que |A| 0.
Calculamos el determinante de A:

a -1 -1

A= -1 a 1|=2a’+2-(a-2)+a-(a-2)-2a-2=3a’-5a+2=0 —
a-2 2 2

L 5V25-24 541 |7

6 6 a=

wlin -

. . . 2
Por tanto, la matriz no es inversible para a=1 ypara a= 3

b) Para a=2,tenemos que |A =4. Lamatriz A queda:

2 -1 -1 2 2 -2 2 0 1
A=[-1 2 1| > Adi(A)=|0 4 -4| > (Adj(A)=l2 4 -1 -
0 2 2 1 -1 3 -2 -4 3

) (2 0 1
- A*'="(Adj(A) =2 4 -1
A Y2 —4 3

Ejercicio n° 2.-

Calcula, si es posible, lainversa de la matriz:

l+a 1 1
A= 1 1 1
1 l1+a a

Paralos casosenlosque a=2 y a=0.



Solucioén:
Para a=2, queda:

3 11
A=|1 1 1
1 3 2

Entonces, |A|=—2. En este caso, si existe A, Lacalculamos:

-1 -1 2 -1 1 0
Adj(A)=| 1 5 -8| - (Adj(A)=|-1 5 -2| -
0 -2 2 2 -8 2
1 -1
2 2
S oat=Yadi(a)=| 1 -5
A > 5 ¢t
-1 4 -1

Para a=0, queda:

111
A=|11 1
110

Como las dos primeras filas soniguales,

A=0.

Por tanto, en este caso, no existe A™.

Ejercicio n° 3.-

Halla una matriz, X, tal que AX+ B =0, siendo:

1 -1 0 2 -1
A=[2 0 1| y B=|-4 -4
-1 1 -1 4 1

Solucién:
Calculamos |A| para ver siexiste A™:
1 -1 0

A=2 0 1/=-220 — Existe A™
-1 1 -1

Despejamos X en la ecuacion dada:

AX+B=0 » AX=-B —» AlAX=-A"B > X=-A"B



Hallamos la matriz inversa de A:

-1 1 2 -1 -1 -1
Adj(A)=|-1 -1 0| - (Adj(A)'=]1 -1 -1| -
-1 -1 2 2 0 2
-1 -1 -1 1 1 1
- A’lzi(Adj (A))‘:i 1 -1 -1=311 1
A -2 2
2 0 2 -2 0 -2

Obtenemos la matriz X:

11 1 1\(-2 -1 1—2—4 1
X=-A"B=—|-11 1||-4 -4|=—| 2 -2|=|-1

2
20 -2)l4 1 -4 0 2

Ejercicio n®°4.-

Halla X tal que AX =B, siendo:

2 1 -1 6 2 1
A=|0 2 3 y B=(5 0 1
11 -1 312
Solucioén:

Calculamos |A| para ver siexiste A™:

2 1 -1
A=/0 2 3 =-5%0 — Existe A™
11 -1

Despejamos X de la ecuacion dada:
AX=B —» A'AX=A"B » X=A"B

Hallamos la matriz inversa de A:

-5 3 -2 -5 0 5
Adj(A)=| 0 -1 -1| - (Adj(A)=|3 -1 -6| -
5 -6 4 -2 -1 4
-5 0 5
- A’l:i(Adj(A))t:_—l 3 -1 -6
A 5
-2 -1 4

Obtenemos la matriz X:



-5 0 5)(6 2 1 -15 -5 5 3 1 -1
X=—3 -1 -6[|5 0 1|]=—| -5 0 -10|=|1 0 2

5 5
-2 -1 4|3 1 2 -5 0 5 10 -1

Ejercicio n®5.-
a) Calcula para qué valores de A\ existe lainversa de la matriz:

A -1 2
A=l2 L -1
-1 A 2

b) Calcula A™ para L =0.

Solucién:

a) La condicién necesaria y suficiente para que exista A" es que |A| 0.
Calculamos el determinante de A:

Ao-102
A= 2 & -1/=202+4A-1+24+2% +4 =327 + 6L +3 =3(A +1)
-1 A 2

Al=0 — 31+1°=0 - A+1=0 - ir=-1
Por tanto, existe A para A = —1.

b) Para A =0, la matriz es:

0 -1 2 0 -30 0 21
A=[2 0 -1 - Adi(A)=|2 2 1| »> (Adj(A)=|-3 2 4
-1 0 2 14 2 0 12
A=3
0 21
A —%(Adj (A) —% -3 2 4
A 0 12

Ejercicio n°®6.-
Expresa el siguiente sistema en forma matricial y resuélvelo utilizando la matriz inversa:
-3X+y-z=-5
X+2y +z=0

2X +z2=3



Solucioén:
Expresamos el sistema en forma matricial:

-3 1 -1 X -5 -3 1

A=l1 2 1| X=ly|;C=0]| > |1 2

2 0 1 z 3 2 0

Calculamos |A para ver siexiste A™:

w

1
JAl=|1 2 1|=-1#0 — Existe A"
2 01

Calcula la inversa de A:

2 1 -4 2 -1 3
Adj(A)=|-1 -1 2| - (Adj(A)=] 1 -1 2
3 2 -7 -4 2 -7

-2 1 -3

- Al—i(Adj A)=-1 1 -2

4 -2 7

Despejamos X:
AX=C —» A'AX=AC -5 X=A"C

-2 1 -3)(-5 1
X=-1 1 -2||0 |=|-1
3

4 -2 7 1

Por tanto, la solucion del sistema es:

x=1,y=-1 z=1

Ejercicio n®7.-

Expresay resuelve el siguiente sistema en forma matricial:

4x +2y -7z =6
X +z=1

2X+y+z2=3

11



Solucioén:
Expresamos el sistema en forma matricial:

4 2 -1 X 6 4 2 -1)(X
1

A=11 0 1|; X=|y|; C - |1 0 1]||y]|=

2 1 1 z 3 2 1 1)\z

Calculamos |A para ver siexiste A™

4 2 -1
A=/1 0 1/=-3#0 — Existe A*
2 1 1

Calculamos la inversa de A:

-1 1 1 -1 -3 2
Adi(A)=|-3 6 0| - (Adj(A)=|1 6 -5| -
2 -5 -2 1 0 -2
) . -1 -3 2
At="(Adj(A) =—| 1 -
S TR
1 0 -2

Despejamos X:
AX=C — A'AX=AC - X=ATC

-1 -3 2)\(6 -3

1

X:_—ll 6 -5 1:_—1—3:1
3 3

0

1 0 -2)(3 0
Por tanto, la solucién del sistema es:
x=1,y=1, x=0

Ejercicio n®8.-

6
1| - AX=C

Expresa en forma matricial y resuelve, utilizando la matriz inversa:

2X+3y +z=7
X+y—-2z=5

y+2z=0

12



Solucioén:
Expresamos el sistema en forma matricial:

Si llamamos:

2 3 1 X 7 2 3 1)\(x 7
A=|1 1 -2|; X=|y|; C=|5| > |1 1 -2||ly|=|5|] > AX=C
01 2 z 0 01 2)\z 0

Pararesolverlo, despejamos X multiplicando por laizquierdapor A™
AX=C - A'AX=AC - X=ATC

Comprobamos que |A/ =30 yhallamos A™

4 -2 1 4 -5 -7
Adj(A)=|-5 4 -2| -» (Adj(A)'=|-2 4 5| >
-7 5 -1 1 -2 -1
4 -5 -7
- A-1=:\(Ao|j(A))t=1 -2 4 5
1 -2 -1

Obtenemos X:

4 -5 —-7\(7 3 1
X=A'1C:1 -2 4 5 ||5 _1 6 |=| 2
3 3

1 -2 -1/l0 -3 -1

Por tanto la solucion del sistema es:

x=1,y=2;,z=-1

Ejercicion®9.-
Expresay resuelve en forma matricial el siguiente sistema de ecuaciones:

X-y+z2=6

2X -y +z=8
X-2y+z=7
Solucion:

Expresamos el sistema en forma matricial:
1 -1 1 X 6 1 -1 1)(x 6
A=l2 -1 1|; X=|y|; C=|8] » (2 -1 1||y|=|8| —» AX=C
1 -2 1 z 7 1 -2 1)z 7



Calculamos \A, para ver siexiste A™

1 -11
JAl=| 2 -1 1|=-120 — Existe A"
121

Calculamos la inversa de A:

1 -1 -3 1 -10
Adj(A)=|-1 0 1| - (Adj(A)=|-1 0 1| —»
0 1 1 -3 1 1
-11 0
- Alzi(Adj A)=l1 0 -1
3 -1 -1

Despejamos X:
AX=C - A'AX=AC > X=AC

-1 1 0)\(6 2
X=1 0 -1||8|=|-1
3 -1 -1)\7 3

Por tanto, la solucion del sistema es:

Xx=2,y=-1,2z2=3

Ejercicio n° 10.-

Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

-X+2y —-z=1
3X-y+2z2=-4
X-y+z=-1

Solucién:
Expresamos el sistema en forma matricial:

-1 2 -1 X 1 -1 2 -1)(x

A={3 -1 2|, X=|y|; C=|-4] - |3 -1 2|y

1 -1 1 z -1 1 -1 1)z

Calculamos |A

, para ver siexiste A™:

-1 2 -1
A=/3 -1 2|=-1#0 — Existe A™
1 -1 1

- AX =C



Calculamos la inversa de A:

1 -1 -2 1 -1 3
Adj(A)=| -1 0 1 | > (Adj(A)=l-1 0 -1| >
3 -1 -5 -2 1 -5
-1 1 -3
- AlziQmMMY= 1 0 1
2 -1 5

Despejamos X:
AX=C - A'AX=AC X=A'C

-1 1 -3)(1) (-2
X=|1 0 1]||-4|=|0
2 -1 5)(-1) |1

Por tanto, la solucioén del sistema es:

x=-2,y=0,z=1

Ejercicio n®11.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema:

X-Yy+2z2-t=3
2X+y —z+t=2

-X+y+z-t=1

Solucioén:

Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

1—132 -1
A=l2 111 1
-1 1 1 -1

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 1 ‘ =3=0

Luego, ran (A) > 2.
Ademas:
1 -1 2
2 1 -1=9=0
-1 1 1
Por tanto, ran (A) =3.

Con esto, también deducimos que ran (A") = 3, siendo A' la matriz ampliada.
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1 -1 2 -1 3
A=l2 1 -1 1 2
-1 1 1 -1 1
Asi, como ran (A) =ran (A") < n? incognitas, el sistema es compatible indeterminado.

Ejercicio n®12.-

Estudia la compatibilidad del sistema:

X+y-z=3
-X+2y-z=1
2X -y +z=2
-X+5y -5z=5

Solucioén:

Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

1 1 -1,
! 1 1 -1
-1 2 -1!
A= | > |-1 2 -1/=320 - ran(A)=3
2 -1 11
___________ ! 2 -1 1
-1 5 -5

1 1 -1} 3
|
102 -1l 1
A= : — |A]=0 - ran(A)=3
2 -1 1 2
-1 5 -5 5

Como ran (A) =ran (A") = n? de incAgnitas, el sistema es compatible determinado.

Ejercicio n® 13.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones:

2x -y +3z=1

-X+y-z=2

X+y+3z=3
Solucioén:

Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

2 -1, 3
A=l-1 11 4| » |A=0 -

-1
=120 — ran(A)=2

-1 1



Hallamos el rango de la matriz ampliada:

2 -1} 3 1 2 -1 1
|
A=|-1 11 -1 2| > |-1 1 2/=-520 - ran(A)=3
_______ |
11 33 1 1 3

Como ran (A) = ran (A"), el sistema es incompatible.

Ejercicio n° 14.-

Utiliza el teorema de Rouché para estudiar la compatibilidad del siguiente sistema:

3X-4y +z=1

-X+2y-z=3

X -z=7

X-y =2
Solucién:

e Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

3 -4} 1
|
a_| "1 2 -1
1 0 -1
1 -1 0

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 5 ‘ =2=0

Luego, ran (A) > 2.

Veamos si la 32 fila depende linealmente de las dos primeras:
3 -4 1
-1 2 -1=0 — La3*filadepende delasdos primeras.
1 0 -1

Veamos si la 42 fila depende linealmente de las dos primeras:

3 -4 1

-1 2 -1=0 — Lad4*filatambién depende linealmente de las dos primeras.

1 -1 0

Por tanto, ran (A) =2.
e Hallamos el rango de la matriz ampliada:

3 -4

|
|
| 3 _4I 1 3 -4 1
ao| -l 21 -1 3 Lol _
== - |-1 2! 3[/=0, |-1 2 3|=0
R N 1 -1 2
1 -1 0 2 1o
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Por tanto, ran (A") =2.

e Asi, como ran (A) =ran (A") < n? incognitas, el sistema es compatible indeterminado.

Ejercicio n° 15.-

Estudia la compatibilidad de este sistema de ecuaciones:

X -2y =3
-X+3y =-1
-X+6y =2
X-y=5
Solucion:

Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

1 -2
-1 3 1 -2

A= =120 — ran(A)=2.
-1 6 -1
1 -1

Hallamos el rango de la matriz ampliada:

-2
Lmey s 1 -2 3
A= ZL"§J‘; S5 |-1 3 -1=-3%0 - ran(A)=3
-1 6 1 6 2
1 -1 5

Como ran (A) # ran (A"), el sistema es incompatible.

Ejercicio n°® 16.-

Resuelve, aplicando laregla de Cramer, los siguientes sistemas:

a) —x+3y:—5} b) —x+2y -z=0
x+y=1 X -3y +z=-3
2x+y —-z=1
Solucién:
a) -x+3y=-5|(-1 3 |-5 -1 3
) —x+3y L7 A= ;|A=—4
X+y=1 1 11! 1 1 1
‘—5 3‘ ‘—1 —ﬂ
1 1] - 1 1
-4 -4 -4 —4

La solucion del sistemaes: x=2, y=-1



b) —x+2y-z=0 -1 2 -1;0 -1
|
x-3y+z=-3t | 1 -3 1 !-3[; |A=l1 -3
|
2x+y-z=1 2 1 -111 2
0o 2 -1 -1 0 -1
-3 -3 1 1 -3 1
1 1 -1 -4 14 2 1 -1 -9
- -3 3 -3
-1 2 0
1 -3 -3
S 2 1 1 _-14 14
-3 -3 3
La solucion del sistemaes: x = %; y=3 Xx= %

Ejercicio n®17.-

Resuelve, aplicando laregla de Cramer:

a) —3x+2y =3 b) 2x-y-z=0
2x -y =-1 -X+2y+z=1
X -3y -2z=-3

Solucioén:

a) -3x+2y=31] (-3 2|3 -3 2
| . A= ;A=
2x-y=-1 (2 -1!-1 2 -1

‘3 2‘ ‘—3 3‘
La solucién del sistemaes; x=1, y=3
b) 2x-y-z=0 2 -1 -1,0 2

|
|
|
-X+2y+z=1 -1 2 1)1 |A=-1 2
|
|
I

X-3y—-2z=-3 1 -3 -2!-3 1
0o -1 -1 2 0 -1
1 2 1 -1 1 1
-3 -3 -2| _o 1 -3 -2
-2 -2 -2
2 -1 0
-1 2 1



La solucion del sistemaes: x=1, y=0, z=2

Ejercicio n° 18.-

Resuelve los siguientes sistemas, aplicando la regla de Cramer:

a) 2x-y=0 b) X+y-z=2
3x+y =5 -X+2y+z=4
3X+y+z=6
Solucién:
a) 2x-y=0](2 -1i 0 2 -1
Ll A= ; |Al=5

3x+y=5J(3 1. 5 3 1

‘o —1‘ ‘2 o‘

5 1 3 5

5 5 5 5

La solucién del sistemaes; x=1, y=2

b) x+y-z=2] (1 1 -1}2 11 -
|
—x+2y+z=4; [-1 2 114 |A=|-1 2 1|=12
|
|
|

3X+y+z=6 3 1 1!6 3 1 1
2 1 -1 1 2 -1
1 1 4 1
6 1 1| 12 3 6 1| 24
12 12 12 12
1 12
-1 2 4
3 1 6] 12
227:7:1
12 12

La solucion del sistemaes: x=1, y=2, z=1

Ejercicio n° 19.-

Aplica la regla de Cramer para resolver estos sistemas:

a) 3x+2y:—5} b) x+2y —z=1
5x +y =1 -3Xx+y+z=-5
X—-y+3z=5

Solucién:

a) 3x+2y=-5|( 3
5x+y =1 5 1

= oo,
N—
>
I
7N\
o w
N
N——
>
|
|
\I
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‘—5 2‘ ‘3 —5‘
1 1] - 5 1
-7 -7 -7 -7
La solucion del sistemaes: x=1, y=-4
b) x+2y-z=1 1 2 -1;1 1 2 -1
|
-3x+y+z=-5¢ -3 1 1 !-5[; |[A|=|-3 1 1|=22
x-y+3z=5 | (1 -1 315 1 -1 3
1 2 -1 1 1 -1
-5 1 1 -3 -5 1
5 -1 3 1 5
22 22 22 22
1 2 1
-3 1 -5
1 -1 5
zZ=——— 22 1

22 T2

La solucion del sistemaes: x=2, y=0, z=1

Ejercicio n° 20.-

Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

a) —X+4y =-6 b)
2x -3y =7

Solucién:

X—-2y+z=-3
2Xx+3y -z=3
X-y+3z=6

a) —x+4y=-6|(-1 4 |-6 -1 4
I ;A= ; |A|=—5
2Xx -3y =7 2 =37 2 -3

-6 4
7 -3] -10

-5 -5 Y

La solucién del sistemaes: x=2, y=-1

b) x-2y+z=-3 1 -2
2x+3y-z=3 2 3

X-y+3z=6 1 -1
-3 -2 1
3 3 -1
6 -1 3 -15
X = = Py
17 17

1

|
|
“113 | |A=|2
|
|
I

3

2 3 -1
1 6 3 45
17 17

-2 1
3 -1/=17
-1 3
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1 -2 -3
2 3 3
1 -1 6 54

z= ==
17 17

i . -15 45 54
Lasolucion del sistemaes: x=—, y=—, z=—
17 17 17

Ejercicio n° 21.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones y resuélvelo si es posible:

X+y+22=6
3Xx-y+z=5
-X+2y-z=1
X+3y-z=7
Solucién:

Empezamos estudiando la compatibilidad del sistema. Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

1 1}
Az 2 -1 1

-1 2 -1

1 3 -1

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

1
‘:—47&0
1

Luego, ran (A) > 2.

Ademas:
1 1 2
3 -1 1|=11+#0.
-1 2 -1

Por tanto, ran (A) =3.

Hallamos el rango de la matriz ampliada:

11 2.6
13 -1115s
-1 02 101

13 -1 7

Como |A|=0,tenemos que ran (A')=3

Asi, ran (A) =ran (A") = n2incégnitas. El sistema es compatible determinado.
Para resolverlo, podemos prescindir de la 42 ecuacion, que es combinacion lineal de las otras tres.

Lo resolveremos aplicando la regla de Cramer:



6 1 2 1 6 2
5 -1 1 3 5 1
1 2 -1 -1 1 -1
11 11 11 11
1 1 6
3 -15
-1 2 1
A e N~
11 11

La solucién del sistemaes: x=2, y=2, z=1

Ejercicio n° 22.-

Estudia, y resuelve si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones:

-3X+4y -z=-3
X+2y +z=5
X+y+3z2=6

-X-y+2z=-1

Solucioén:

En primer lugar, estudiamos la compatibilidad del sistema. Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

-3 4, 1

|
A=l L 201
1 1 3
-1 -1 2

=-10+#0

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

Luego, ran (A) > 2.

Ademas:
-3 4 -1
1 2 1|=-22%0
1 1 3

Por tanto, ran (A) =3.

Hallamos el rango de la matriz ampliada:

3 4 -1 -3
112 1 5
111 3 6

1 -1 2 -1

Como |A|=0, ran (A')=3.
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Asi, ran (A) =ran (A") = n2incégnitas. El sistema es compatible determinado.
Para resolverlo, podemos prescindir de la 42 ecuacién, pues es combinacion lineal de las otras tres.

Lo resolveremos aplicando la regla de Cramer:

-3 4 -1 -3 -3 -1
5 2 1 1 5 1
6 1 3 —44 1 6 3 -22
X = = =2, y= = =1
-22 -22 -22 -22
-3 4 -3
1 2 5
1 1 6 22
zZ = = :1
- 22 - 22

La solucion del sistemaes: x=2, y=1, z=1

Ejercicio n® 23.-

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema, y resuélvelo si es posible:

-X+y-2z=-5
X+3y+z=-4
7X +5y +11z =8

Solucioén:

En primer lugar, estudiamos la compatibilidad del sistema. Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

-1 1) -2

|
A=l1 3, 1
7 5 11

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

-1 1
=-4=0

1 3

Luego, ran (A) > 2.

Ademas,

A| = 0.Por tanto, ran (A)= 2.

Hallamos el rango de la matriz ampliada:

-1 1} -2 -5
|
A=1'1 3, 1 -4
7 5 11 8

Sabemos que la 32 columna depende linealmante de las otras dos primeras. Veamos qué ocurre con la 42 columna:

11 -5
1 3 -4/=0
7 5 8

Por tanto, ran (A") = 2.
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Como ran (A) =ran (A") < n2incdgnitas, el sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, podemos prescindir de la 32 ecuacion pues es combinacion lineal de las dos primeras. Pasamos la z

al 22 miembro y aplicamos la regla de Cramer:

-X+y=-5+4+2z
X+3y=-4-z
-1 1}-5+2A
Hacemos z=A: I
1 3| -4-A
-1 1
Sabemos que =-4.
1 3
-5+20 1
-4-% 3| -11+7» 11 7
X = = :———)\‘
-4 -4 4 4
-1 -5+2A
1 -4-%x] 9-» -9 1
y = = =—+=A
-4 -4 4 4

Las soluciones del sistema son:

117 -9

X=———
4 4

Ejercicio n° 24.-

Estudia, y resuelve si es posible, el sistema:

2X +2y +z-t=8
X+y-z+t=1
—-X+2y +z+2t=2

Solucioén:

En primer lugar, estudiamos la compatibilidad del sistema. Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

22 1-1
A=|1 11 -11
-1 2 1 2

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

Luego, ran (A) > 2.

Ademas:
2 2 1
1 1 -1=9%#0
-1 2 1

A y:—+1k; z=), con LeR.
4 4
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Por tanto, ran (A) = 3.
Con esto, también deducimos que ran (A) =3, siendo A' la matriz ampliada:

2 2 1 -1 8
A=1 1 -1 1 1
-1 2 1 2 2

Asi, como ran (A) =ran (A") < n? incognitas, el sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, pasamos la t al 22 miembro y aplicamos la regla de Cramer:

2X+2y +z2=8+t
X+y-z=1-t
—X+2y+z2=2-2t

2 2 1] 8+A
Hacemos t=A: 1 1 -1 1-A
-1 2 1/|2-21

2 2 1
Sabemosque | 1 1 -1(=09.
-1 2 1
8+r 2 1
1-2 1 -1
2-20n 2 1
= =18+97»=2+7\
9
2 8+xr 1
1 1-a -1
-1 2-2» 1 _
y = _9 9}»:1_%
9 9
2 2 8+
1 1 1-x
-1 2 2-2)
- - :184‘97\,:2_’_}\‘

Las soluciones del sistema son:

X=2+A y=1-A, z=2+), t=A, con A €P.

Ejercicio n° 25.-

Estudia la compatibilidad de este sistemay resuélvelo si tiene solucién:

X+2y +z-t=-2
2X+y -2z+2t =3

-X-y+z+t=5



Solucién:

En primer lugar, estudiamos la compatibilidad del sistema. Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

1 23 1 -1
A=l2 1} -2 2
-1-1 1 1

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

2
‘=—3¢0
1

Luego, ran (A) > 2.

Ademas:
1 2 1
2 1 -2|=-2=%0
-1 -1 1

Por tanto, ran (A) =3.
Con esto, también deducimos que ran (A") = 3, siendo A' la matriz ampliada:

1 2 1 -1 -2
A=l2 1 -2 2 3
-1 -1 1 1 5

Asi, como ran (A) =ran (A") < n? incognitas, el sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, pasamos t al 22 miembro y aplicamos la regla de Cramer:

X+2y+z=-2+t
2X+y—-22=3-2t
—-X-y+z=5-t

Hacemos t=A. Entonces:

1 2 1 1 -2+x
|
2 1 -2 1 3-2)»
1 -1 1 1 5-%
1 2 1
Sabemosque |2 1 -2|=-2.
-1 -1 1
-2+A 2 1
3-2» 1 -2
5-2 -1 1 -
= _ 32+10x=16_57\
-2 -2
1 -2+x2 1
2 3-20A -2
-1 5-3» 1 _
y= _26-8_ _i3.m
-2 -2
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1 2 -2+
2 1 3-2x

-1 -1 5-A| -
L _-16+44h o
—2 -2

Las soluciones del sistema son:

X=16 -5\, y=-13+4A, z=8-2)\, t=A%, con A €P.

Ejercicio n° 26.-

Discute, y resuelve cuando sea posible, el siguiente sistema de ecuaciones:

ax +y =a
(a+1)x +2y +z=a+3
2y +z=2

Solucioén:

Estudiando el rango de la matriz de los coeficientes:
A=|a+l 2 1| » |A=2a-2a-(a+l)=-(a+1)=0 — a=-1

e Sia#-1 — ran(A)=ran (A") = 3. El sistema es compatible determinado. Para cada valor de a = -1, tenemos
un sistema con solucién Unica:

a 10
a+3 2 1
2 2 1| _—a-1
X = = =1
—(a+1) -a-1
a a 0
a+l a+3 1
B 0 2 1 0
Y ey T
a 1 a
a+l 2 a+3
0 2 2 _
,_ _ 2(a+1):2
—(a+1) —(a+l)

Para cada valor de a # 1, tenemos un sistema diferente.
Cada uno de los sistemas tiene solucion Unica:

x=1 y=0,2=2

e Sjia=-1
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A= 0 12 1
0 2
0
Como 1‘:17& 0, entonces ran (A)= 2.
-1 110 -1
|
A'=|0 2 |1 2
0 2 1 2

Las dos ultimas filas son iguales, luego ran (A") = 2.

Como ran (A) = ran (A") < n2incAgnitas, en este caso el sistema seria compatible indeterminado. Prescindimos de
la 32 ecuacion, pues es idéntica a la 22, pasamos z al 2° miembro y resolvemos el sistema:

-X+y=-1 2-\
2

Hacemos z=1 — y=—=1—1x
2y =2-2 2

X =y+1:1—1x+1=2—1x
2 2

Las soluciones del sistema son:

x=2—%ﬂ; yzl—%ﬂ; z=41 , con 1€R

Ejercicio n° 27.-

Estudia el siguiente sistema homogéneo segln los valores de A y resuélvelo en los casos en los que resulte
ser compatible indeterminado:

AX -y +2z2=0

-X+Ay +2z=0

2X+Ay —-z=0
Solucién:

Por tratarse de un sistema homogéneo, siempre tiene la solucién trivial (0, 0, 0).Veamos si tiene, en algln caso, mas
soluciones:

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:

Lo-1 2
A=(-1 o 2| - |N=-32-61-3=-31+1f=0 —> r=-1
2 A -1

e Si A#-1 — elsistema solo tiene la solucién trivial (0O, 0, 0).

e Si A=-1, quedaria:

-1-1 20
-1 -1 20
2 -1 -1]0
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Las dos primeras filas son iguales y,ademas,

=3=0.
1

Luego, ran (A) =ran (A") = 2 < n2incégnitas.

El sistema seria compatible indeterminado. Para resolverlo, pasamos z al 22 miembro y aplicamos la regla de

Cramer:
- X - 22=0|-x-y=-2
y+ y z Hacemos z=p
2X-y—-z=0|2x-y =2
-1 -1|-2u
2 -1 p
-1 -1
Sabemos que 1 =3.
-2u -1 -1 -2u
po -1 3u 2 3u
X=t——"=—""=y; = =—=
3 3 MY 3 3 "

Las soluciones del sistema son:

X=u, Y=y, z=u, con peP

Ejercicio n° 28.-

Discute y resuelve el siguiente sistema, segun los valores del parametro m:

mx+y+z=2
X +my =1
X+my+mz=1

Solucioén:

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:

m 1 1 m=0
A=|1 m 0| - |A=m®-m=mm>-1)=0 > {m=1
1 m m m=-1

e Sim=#0, m=1y m=-1 — Elsistemaes compatible determinado.

Para cada valor de m, distinto de 0, 1y -1, tenemos un sistema diferente, todos ellos con solucién Unica:

2 1 1
1 m O

(it m m _m@m-1) 2m-1
m(mz—l) m(mz—l) m? -1
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m(mz— m(mz—l) m? -1
m 1 2
1 m 1
1 m 1
z2=——————=0
m(m2—1
Solucion: (ZT _1, m2—2 , Oj
m°-1 m°-1

e Si m=0, queda:

0 1
Las dos ultimas filas soniguales y ‘ 10 ‘ =-1+0.

Luego, el sistema es compatible indeterminado.

Las soluciones serian:

2-z
1 Esdecir: x=14 y=2-4, z=4, con 1R
A

N X <
Il

e Si m=1, queda:

11 1|2
1101 Las ecuaciones 1° y 3% son contradictorias. El sistema seria
11 101 incompatible.
e Si m=-1, queda:
FILAS
-1 1 1]2 (-1 -1 -1]-2
1 -1 01| » 28 1 -1 0|1
1 -1 -1|1 3° 1 -1 -1|1

Las ecuaciones 12 y 32 son contradictorias. El sistema seria incompatible.

Ejercicio n° 29.-

Discute el siguiente sistema homogéneo segun los diferentes valores del parametro A.
Resuélvelo en los casos en los que resulte ser compatible indeterminado:

AX +2z=0
(A-2)y+z=0
A-Yx+y-z=0
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Solucioén:

Por tratarse de un sistema homogéneo, siempre tiene la solucién trivial (0, 0, 0). Veamos si tiene, en algin caso, mas
soluciones.

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:

A 0 2 o1
A= 0 x-2 1| - |[A=-32+7h-4=0 4
r-1 1 -1 k=§

o Para A1y A ;tg —  El sistema solo tiene la solucién trivial (0, 0, 0).

e Para A =1, queda:

1 0 2]0
0-1! 10
0 1 -110

Como

01‘ =-120,ran (A)=ran (A)=2.

El sistema seria compatible indeterminado.
Para resolverlo, pasamos z al 22 miembro:

x+22:0} X =-27

} Hacemos z = u
-y+z=0] y=z

Las soluciones serian: x=-2u; y=u; Zz=u, con pe P

e Para /1:%, queda

4/3 0 2|0
|

0 -23) 10

1/3 1 -110

2 0]
Como |3 o= 0 ran (A)=ran (A)=2

0O —
3

El sistema seria compatible indeterminado.
Para resolverlo, pasamos z al 22 miembro:

4 -6 -3
—X+2z2=0 X=—27=_25
3 4X +62=0] 4x=-62 4 2
_2 -2y+3z2=0) -2y =-3z _3 3
—y+Z=O y=—-Z=—2Z
3 -2 2

. . -3 . <
Las soluciones serian: x = ?,u, y = Eﬂ’ z=u, con peR
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Ejercicio n° 30.-

Discute el siguiente sistema, y resuélvelo cuando sea posible, en funcién del
parametro a:

y+az=1
x +a’z=2a+1
x -y +al@a-1z=2a

Solucioén:

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:

01 i a
A=[1 0, g2 — |Al=0 paracualquier valor de a.
1-1 al@-1)

Como

1 .
0 ‘ =-1#0,entonces ran (A)=2 para cualquier valor de a.

Estudiamos el rango de la matriz ampliada:

0 13 a 1 01 a
A=/1 0! g2 2a+l1l| —»> |1 0 2a+1/=0
1-1a@-1) 2a 1-1 2a

Por tanto, ran (A") = 2.
Como ran (A) =ran (A") < n2incdgnitas, el sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de a.
Podemos prescindir de la 32 ecuacion, pues es combinacion lineal de las dos primeras.

Lo resolvemos pasando la z al 22 miembro:

y+az=1 }yzl—az

) ,_¢ Hacemos z=A%
X+a‘z=2a+1l| x=2a+1-a“z

Las soluciones del sistema serian:

x=2a+1-a’1, y=1-al; z=4, conieR.

Ejercicio n° 31.-

Estudia el siguiente sistema, en funcién de a y b. Resuélvelo en los casos en los que sea compatible
indeterminado:

X-y+az=1
2X +y +az=3
X+2y —az=>b

Solucioén:

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:



1 -1 a
A=|2 1 a|->|A=-3a=0 > a=0
1 2 -a
e Si a0 — Elsistema es compatible determinado, cualquier que sea el valor de b.

e Si a=0, queda:

1 -1,0]|1 1 -1 1
|
A=l2 11/0/3] > |2 1 3/=3b-6=0 > b=2
1 2 0/b 1 2 b

Sia=0y b#2 — ran(A)=2=ran (A)=3. Elsistema es incompatible.

Sia=0y b=2 — ran(A)=ran (A") =2 <n%incognitas. El sistema es compatible indeterminado. Lo

resolvemos:
1 -1 11
Xx-y=1
1 -1 3 1 4 2 3 1
2 1 3 3 3 3
Z=X

Las soluciones son: x = %; y = %; z=1 conieR

Ejercicio n° 32.-

Discute, en funcién de A y p, el siguiente sistema de ecuaciones. Resuélvelo en los casos en los que sea
compatible determinado:

X+y+Az=2
-X+2y -z =-2
X+4y +z=p

Solucioén:

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:

11 2
A=[-12 -%| > |A=3-31=0 - r=1
1 4 1

e Si A1 — Elsistema es compatible determinado, cualquiera que sea el valor de p. Lo resolvemos aplicando
la regla de Cramer:

2 1
-2 2 -\

wo 4 1| 6-3m 2-2p

3-3)1 3-3A 1-x
1 2 A
-1 -2 -\
1 p 1
= =0
y 3-3A
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S 1 4 p| 3u-6 p-2
3-31 3-3x 1-X
La solucion es 2_7”“,0,“—_2.
1-XA 1-A
e Si A=1, queda:
1 P12 1 1 2
I
A=l-1 2! _1|_2| > |-1 2 -2|=3u-6=0 —> p=2
1 4 1| p 1 4

Sii=1y u#2 — ran(A)=2=ran (A)=3. Elsistema es incompatible.

SiA=1y u=2 — ran(A) =ran (A") =2 <n%incognitas. El sistema es compatible indeterminado.

Ejercicio n° 33.-

Estudia, en funcion de a y b, el siguiente sistema de ecuaciones. Resuélvelo en los casos en los que sea
compatible indeterminado:

X+ay —-z=2
ax -2y +2z=-1
2Xx -y +z=Db

Solucion:
Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:
1 a -1
a=1
A=la -2 2| - |[A=-a’+5a-4=0

a=4
2 -1 1

e Siax1lya+4 — Elsistemaescompatible determinado, cualquiera que sea el valor de b.

e Si a=1, queda:

1 1) -1 2 1 L2
| |
A=l1 -2! 2/-1| - |1 -2 _1|=-3b+3=0 - b=1
2 -1 1|b 2 -1 b

Sia=1y b#1 — ran(A)=2=ran (A")=3. Elsistema seria incompatible.

Sia=1y b=1 — ran(A)=ran (A") =2 <n%incognitas. El sistema es compatible indeterminado. Lo
resolvemos:

x+y—z=2} X+y=2+2
1

Hacemos z =\
X-2y+2z=-1 x-2y=-1-2z
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1 1] 2+x
1 -2 -1-2A
‘2+x 1‘
1 1 —1-2n -2| -
P e - Y
1 -2 -3 -3
1 2+
1 -1-2x| -—3-
= _7373%
-3 -3

Las soluciones son: x=1; y=1+A; z=A, con AL P

e Si a=4, queda:

1 47 -1 2 1 4 2 L

| —_

A=l4 -2 2|-1| - |4 -2 -1/=-180b-9=0 — bz??
2 1 1| b 2 -1 b

Sia=4yb ¢_?1 — ran (A)=2=ran (A’)=3. Elsistema seria incompatible.

Sia=4y b:_?l — ran (A)=ran (A’)=2<n® incégnitas

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos:

X+4y -z=2 X+4y =2+2z
4x -2y +2z=-1] 4x -2y =-1-2z

1 4 2+A
4 -2 |-1-2x

} Hacemos z =X

‘2+x 4‘
1 4 -1- — —
:_18; X = 1-2h 2 = 62 :_}\'
4 -2 -18 -18 3

1 2+A

4 -1-2)1 -6A-9 A 1
y: = = — 4+ —

-18 -18 3 2

Las soluciones son: x = ?; y = %+§; z=4,con 1eR

Ejercicio n° 34.-

Estudia el siguiente sistema segun los valores de los parametros que contiene. Resuélvelo en los casos en
los que sea compatible determinado:

-X+y+z=p
2X -y +z=2
X+AYy +22=3

36



Solucion:
Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes:
-1 1 1
A=|2 -1 1| » |A=3=0 - %=0
1 2 2

e Si L0 — Elsistema es compatible determinado. Para cada valor de A # 0 y cada valor de p, tenemos un
sistema diferente, cada uno de ellos con solucion Unica. Lo resolvemos:

po 1
2 -11
= 3 » 2 :2+2k—2u—ku
3 3
-1 p 1
2 21
|1 320 3-3u_1-p
Y= T Ay T
-1 1 p
2 -1 2
- 1 x 3 _ 1+ 20 +p+ 20
3\ 3\
Somcmn:(2+2X—2u—%u,l—u’—1+2k+u+2kuj
3\ A 3

e Si A=0, queda:

-1 15 1/m -1 1 u
A=12 -1,1 2 — 2 -1 2|=p-1=0 —> p=1
1 0 2|3 1 0 3

SiA=0y u=1 — ran(A) =ran (A") =2 <n2incognitas. El sistema es compatible determinado.
SiA=0y pu#1l — ran(A)=2=ran (A")=3. Elsistema esincompatible.

Ejercicio n° 35.-

Discute el siguiente sistema de ecuaciones, segun los valores de los parametros que contiene. Resuélvelo en
los casos en los que sea compatible determinado:

2x+y =3

X =a

5x+y =3+b+2a
x=Db

Solucioén:

e Observando la 22 y la 42 ecuacion, deducimos que, si a # b, el sistema es incompatible.
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e Si a=b, queda:

2Xx+y=3| y=3-2x=3-2a
X=a; X=a
5x+y=3+3a| y=3+3a-5x=3+3a-5a=3-2a

El sistema seria compatible determinado. La solucién es:

Xx=a, y=3-2a
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