Geometria IES Complutense

Tema 9. Figuras planas Resumen

Algunos resultados basicos:

« La suma de los dngulos de cualquier tridangulo es igual a dos rectos: 180° — o+ + 7=
180°

» Todo dngulo “externo” de un tridngulo es igual a la suma de los otros dos dngulos no
adyacentes: 0 = o + P.
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« Dos angulos son complementarios cuando suman 90°. (Si suman 180° se llaman
suplementarios.)

« Los dangulos agudos de un tridngulo rectingulo son complementarios.

» Si una recta corta a otras rectas paralelas, los 4ngulos que determina con todas ellas son
iguales. Esto implica que los dngulos de lados paralelos son iguales o suplementarios.

Suma de los dngulos de un poligono.

El tridngulo es la figura comodin de los poligonos, pues cualquier poligono puede
descomponerse en tridngulos. Por tanto, la suma de los dngulos de un poligono es igual a 180°
por el nimero de tridngulos que pueden formarse en €l.

180°/ 1800\,

cuadtildtero pentdgono hexdgono

« La suma de los dngulos de un cuadrilatero serd 180° - 2 = 360°.

« La suma de los dngulos de un pentagono sera 180° - 3 = 540°.

« La suma de los dngulos de un hexagono sera 180° - 4 = 720°.

« En general, la suma de los dngulos de un poligono de n lados es: S = (n —2) - 180°

Caso de poligonos regulares.

Los poligonos regulares tienen todos sus lados y todos sus angulos iguales.

El tridngulo equilatero tiene sus 3 dngulos iguales. Cada uno de ellos vale 180° : 3 = 60°.
El cuadrado tiene sus 4 dngulos iguales. Cada uno de ellos vale 360° : 4 = 90°.

El pentdgono regular tienes sus 5 dngulos iguales. Cada uno de ellos vale 540° : 5 = 108°.
El hex4dgono regular tienes sus 6 dngulos iguales. Cada uno de ellos vale 720° : 6 = 120°.
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Teorema de Tales
El teorema de Tales relaciona las longitudes de los segmentos obtenidos al cortar dos rectas
cualesquiera mediante un conjunto de rectas paralelas. Se puede formular como sigue:
“Si se tiene un conjunto de rectas paralelas y son cortadas por otras dos
A/fl

rectas, entonces, las medidas de los segmentos determinados en una de
las rectas secantes son proporcionales a las medidas de los segmentos

determinados en la otra.” \ B

E
Por tanto: BC CD Z /" \C ’

También puede verse que los tridngulos PAA”, PBB”, PCC"... son 18

A'B’ - BC - C'D’ \
‘l

D
semejantes: tienen dos lados superpuestos y el tercero, paralelo. Luego, /
también se cumple:

PA _PB _PC

AN BB CC A=A
« De otra manera. Toda paralela a un lado de un tridngulo, ABC, E /\cf

determina otro tridngulo pequefio, A’B"C”, semejante al grande /
E

(los vértices A 'y A’ coinciden).
En este caso, se dice que los tridngulos semejantes, ABC y
A’B’C” estan en posicion de Tales.

Ejemplos:
a) Un arbol que mide 7,5 m proyecta una
sombra de 12,5 m. {Cudnto mediré otro ] l G
1 1 9 s -,
arbol si la sombra que proyecta es de 16 m? el e | L6
Por el teorema de Tales:
7.3 =2 o 7,516 =125x = 120=12,5x = x= 120 _ 9,6 m
12,5 16 12,5

b) En los planos a escala se aplica la proporcionalidad geométrica. Asi, si en un mapa a escala
1 : 1000000 la distancia entre dos ciudades es 32 cm. La distancia real serda 32 - 1000000 =
32000000 cm = 320 km.

Teorema de Pitagoras

El teorema de Pitdgoras establece la relacion entre las medidas de los lados de los tridngulos
rectangulos. Esa relacion es:

“En todo tridngulo rectdngulo, el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa es iguala a la
suma de las 4reas de los cuadrados construidos sobre los catetos”.

O lo que es lo mismo: ) c
Si los catetos miden a y b y la hipotenusa ¢, entonces: ¢* =a” +b*

]

Ejemplos:

a) El tridngulo de lados 5, 12 y 13 cm si es rectdngulo, pues 5% + 12> = 25 + 144 = 169. Como 13°
= 169, se cumple que 5 + 12° = 13% y, por tanto, el triangulo es rectingulo.

b) El tridngulo de lados 3, 4 y 6 cm no es rectangulo, pues no cumple el teorema de Pitdgoras. En
efecto, la suma de los cuadrados de los presuntos catetos, vale 25: P +4=9+16= 25;
mientras que el cuadrado de la presunta hipotenusa, vale 36: 6° = 36. Los resultados no son
iguales.
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« El teorema de Pitdgoras, la relacién ¢ = a* +b* , permite conocer el valor de cualquier lado

de un tridangulo rectdngulo conocidos los otros dos, pues:

c?=a’+b? o a*=c*-b? sbr=c*-4’

O lo que es lo mismo:

c=vVa*+b* & a=+c*-b* @ b=+c?-a*

Ejemplo:
El valor del lado desconocido en los siguientes tridngulos rectangulos,

10
C 3 b b
3
2 2

T
se calcula como sigue:

c=32+52 =9+25=4/34 ~583 a=+6%-5%=36-25=4/11 =332
h=+10>-82 =J100-64 =/36 =6

Aplicaciones del teorema de Pitdgoras

El teorema de Pitagoras puede aplicarse siempre que aparezcan tridngulos rectangulos. Como

la clave del tridngulo rectangulo es la existencia de un dngulo de 90°, siempre que surja un

angulo recto hay que buscar la posibilidad de aplicar Pitdgoras. Pero esto es frecuente en

muchos problemas de geometria. Por ejemplo:

« La altura de un tridngulo es perpendicular al lado de la base (forma un dngulo recto).

 La altura de un tridngulo divide al tridngulo inicial en dos tridngulos rectos.

« La altura de un tridngulo is6sceles con base el lado desigual divide al tridngulo isdsceles en
dos tridngulos rectangulos iguales.

« Los cuadrados y los rectingulos pueden partirse, mediante una diagonal, en dos tridngulos
rectdngulos.

« Todo poligono regular puede descomponerse en tridngulos isésceles, y estos en tridngulos
rectangulos.

« Toda cuerda de una circunferencia forma con el centro de esa circunferencia un tridngulo
isésceles; luego, con vértice en el centro, pueden formarse tridngulos rectingulos.

Ejemplos:

a) Si en el tridngulo adjunto el lado / =5 cm y la base b = 6 cm, se

cumple: ! n N
b b2

12=h2+(5) =5 =h"+4>=25-16=h" = h’ =9 = h=3. 2

b) Si la cuerda AB mide 16 cm y se ha trazado en una circunferencia de radio 10 cm, entonces

podria hallarse la superficie del triingulo ABO, pues:

1. La altura del tridngulo cae en el punto medio de la cuerda, luego
x=8cm

2. Por Pitdgoras, 10° = h* + x> = 10> =h*> +8> = h*> =100—64.

De donde, 1 = 6.

Por tanto, el 4drea del tridngulo ABO sera: S = % =48 cm’.
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Lugares geométricos

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que cumple una determinada propiedad
geométrica. Esta propiedad suele darse en términos de distancias.

Algunos lugares geométricos clasicos son:

» La mediatriz de un segmento, que es la perpendicular al segmento por su punto medio,
puede definirse como el “lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los
extremos del segmento”. Si los extremos del segmento son A y B, un punto P es de la
mediatriz si y s6lo si d(P, A) = d(P, B).

» La bisectriz de un dngulo es el “lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de
los lados del dngulo”. Si los lados del 4ngulo son a y b, el punto P es de la bisectriz si d(P, a)
=d(P,b).
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« La circunferencia es el “lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un
punto interior llamado centro”. Si P es de la circunferencia entonces: d(P, O) = r.

» Las bisectrices de un tridngulo son las bisectrices de
cada uno de sus dngulos.

El punto donde se cortan las bisectrices se llama incentro.
El incentro equidista de los lados del tridngulo: es el
centro de la circunferencia tangente a los tres lados,
llamada circunferencia inscrita.

« Las mediatrices de un tridngulo son las tres mediatrices
de los lados.

El punto donde se cortan las mediatrices se llama
circuncentro; dicho, y equidista de los vértices del
tridngulo. El circuncentro es el centro de la circunferencia
circunscrita al tridngulo.
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» En los tridngulos equildteros coinciden el incentro y el \,f' T
cincuncentro. N yd
« En los tridngulos rectdngulos el circuncentro estd en el punto /,«"”_“‘x\
medio de la hipotenusa. /Q \
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